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Sažetak 
 

U ovom su radu, u sažetu obliku, prikazani uvjeti nastanka pukotina i identificirani neki 

od faktora koji utječu na njihov nastanak i rast. Dan je kratki pregled osnova mehanike loma i 

određenih parametara (ponekad nazvanih parametrima loma ili parametrima žilavosti). 

Prikazan je kratki pregled osnovnih modela izračuna brzine propagacije pukotine i izračuna 

nekih od kritičnih parametara. Kratko je izložena metoda konačnih elemenata i njezina 

primjena u izračunu faktora intenziteta naprezanja. Pojašnjena je metoda virtualnog zatvaranja 

pukotine kao glavna metoda koja je korištena za izračun faktora intenziteta naprezanja u 

izrađenom računalnom programu. Izrađen je program koji računa faktor intenziteta naprezanja 

K pomoću metode virtualnog zatvaranja pukotine, a na osnovu čvornih sila i pomaka 

dobivenih analizom MKE modela, a kasnije te rezultate koristi za izračun propagacije 

pukotine. Za izračun brzine propagacije pukotine korišten je Formanov model.  Vrijednosti 

faktora intenziteta naprezanja dobivene izrađenim programom uspoređene su s teorijskim 

rješenjima, te je analiziran utjecaj tipa i veličine konačnih elemenata na dobivene rezultate. 

Dobiveni rezultati faktora intenziteta naprezanja pokazali su dobru podudarnost s teorijskim 

rješenjima. Numeričkom simulacijom propagacije pukotine dobiveni su rezultati predviđene 

trajnosti elementa, odnosno broja ciklusa potrebnih da pukotina naraste do kritične duljine i 

izazove puknuće, te su isti uspoređeni s eksperimentalnim rezultatima. Izračunata trajnost 

pokazala je relativno dobru podudarnost s dostupnim eksperimentalnim rezultatima. 
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Abstract 
 

This work, in summary form, presents some of the conditions and influential factors that 

affect cracks initiation and their propagation. A brief overview of the basis of fracture 

mechanics and certain parameters (sometimes called fracture parameters) is given. Also, some 

basic models for calculation of crack growth rate are presented, alongside with expressions 

for the calculation of some of the critical parameters. Finite element method and its 

application in the calculation of stress intensity factor are briefly explained. Virtual crack 

closure method is explained, as the main method used to calculate the stress intensity factor in 

the developed computer program. Computer program that calculates the stress intensity factor 

K on the basis of nodal forces and displacements obtained by FEM analysis model is 

developed. The program uses calculated stress intensity factors to calculate crack growth rate. 

For the calculation of crack growth rate Forman model is used. Stress intensity factor range 

used in Forman model is derived from the results of the FEM model. Stress intensity factor 

values calculated by the program were compared with theoretical solutions, and influence of 

the type and size of the finite element is analyzed. Calculated stress intensity factors showed 

good agreement with theoretical solutions. Results for crack growth and number of cycles to 

failure were calculated by numerical simulation of crack propagation and obtained results 

were compared to experimental results. Calculated fatigue life showed relatively good 

correlation to experimental data. 
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1. Uvod 
 

 

U današnjoj se inženjerskoj praksi zamorni lom smatra jednim od najčešćih uzroka 

gubitka nosivosti konstrukcije. Slijedom te činjenice jasno je da je izračun otpornosti 

konstrukcije na zamor od presudne važnosti i sa sigurnosnog i sa ekonomskog aspekta, često 

čak i važniji od samoga klasičnog izračuna čvrstoće u elastičnom i/ili plastičnom području. 

Proizvođači danas žele biti sigurni da će njihova konstrukcija izdržati određeno 

vremensko razdoblje u zadanim uvjetima eksploatacije te da oni kupcima i/ili korisnicima 

mogu sa velikom vjerojatnošću jamčiti ispravnost i sigurnost konstrukcije u tom razdoblju. 

Konvencionalne metode izračuna trajnosti, kao što su σ-N i ε-N metode, iako najčešće 

pouzdane, nisu dovoljne da bi se vijek konstrukcije iskoristio do njezinih krajnjih granica te 

se pokazalo da se iz upotrebe često povlače još uvijek ispravne konstrukcije koje su se mogle 

sigurno koristiti još neko vrijeme. 

Često se u elementima konstrukcija tijekom eksploatacije pojavljuju pukotine ili su kao 

pogreške unutar materijala prisutne već nakon same proizvodnje. Te pukotine često nisu 

dovoljno velike da bi izazvale trenutačni gubitak nosivosti elementa, ali se tijekom 

eksploatacije mogu proširiti i uzrokovati lom i tako značajno skratiti vijek konstrukcije u 

odnosu na predviđeni. Stoga su u zadnjih pedesetak godina razvijene metode procjene vijeka 

trajanja konstrukcija temeljene na mehanici loma, koje pretpostavljaju prisutnost takvih 

pogrešaka unutar konstrukcije. Tim se metodama predviđa trajnost konstrukcije, odnosno 

vrijeme potrebno da takve pukotine dosegnu kritičnu veličinu koja ugrožava nosivost i 

sigurnost konstrukcije. U skladu s tim izračunima utvrđuju se inspekcijski intervali u kojima 

se obavlja kontrola oštećenja konstrukcije, a da istodobno, unatoč prisutnosti pukotina, nisu 
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ugrožene njezina funkcija i sigurnost. Ako se prilikom redovitih inspekcijskih pregleda 

ustanove prevelika oštećenja konstrukcije, ista se, ako je to moguće, popravlja ili dorađuje 

dodatnim ojačanjima i/ili se zamjenjuju kritični elementi konstrukcije, odnosno obavlja se 

remont konstrukcije. Ako popravak nije moguć, konstrukcija se otpisuje kao neispravna i 

neremontabilna. Na taj se način pokušava omogućiti maksimalno iskorištenje životnog vijeka 

konstrukcije do njezinih krajnjih granica vremenske iskoristivosti. Ovakav način eksploatacije 

danas je posebno raširen u zrakoplovnoj, energetskoj i „off-shore“ industriji, ali se tijekom 

godina proširio i na područja drugih  industrija. 

Vidljivo je stoga, da je mogućnost izračuna brzine rasta pukotine od iznimne važnosti 

da bismo mogli znati stvarno stanje i trajnost konstrukcije. Međutim, unatoč donesenim 

standardima i preporukama u njima, mnoge parametre loma ni danas nije jednostavno 

izračunati, pogotovo u složenijim konstrukcijama. Stoga se za izračune parametara loma kao 

što su, primjerice,  faktor intenziteta naprezanja K (eng. stress intensity factor, SIF), J – 

integral ili otvaranje vrha pukotine CTOD (eng. crack tip opening displacement) koristi 

računalna mehanika, odnosno izračun polja naprezanja i deformacija metodom konačnih 

elemenata (MKE) iz čega se onda raznim tehnikama određuju spomenuti parametri loma. 

Tako dobiveni parametri loma zatim se koriste u raznim dostupnim modelima koji opisuju 

rast pukotine zamorom, te se izračunava brzina napredovanja pukotine. Na osnovu izračuna 

brzine napredovanja pukotine izračunava se broj ciklusa opterećenja potrebnih za povećanje 

pukotine do određene veličine ili do konačnog loma konstrukcije, tj. do kritičnog stanja 

pukotine pri kojemu pukotina počinje nekontrolirano propagirati te time nastupa trenutačni 

gubitak nosivosti. 

Unatoč poznatim metodama za izračunavanje spomenutih parametara loma iz polja 

naprezanja i deformacija dobivenih uz pomoć MKE, većina komercijalnih softvera, koji 

koriste tu metodu, još uvijek nema ugrađene algoritme za izračun tih parametara. Kod onih 

softvera koji nude mogućnost izračuna parametara loma, najčešće je to samo kupnjom skupog 

posebnog modula. S druge strane, izračun trajnosti konstrukcije koja u sebi sadrži pukotinu, 

osim što zahtijeva mogućnosti izračuna parametara loma, zahtijeva i mogućnosti izračuna 

brzine propagacije pukotine pomoću nekog od mnogobrojnih dostupnih modela. Ta je 

mogućnost dostupna još rjeđe kao dio osnovnog paketa MKE softvera.  

Zbog spomenutih razloga, mnogim se korisnicima kao jedina opcija nameće razvijanje 

programa koji bi izračunao neki od parametara loma i na osnovu njega brzinu rasta pukotine 

za zadane uvjete opterećenja. Upravo je ta činjenica bila glavni motiv za ovaj rad. 
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U sklopu ovog rada, pomoću programskog paketa MATLAB, razvijen je program  

VC-CGrow za izračun trajnosti konstrukcijskih elemenata koji u sebi sadrže pukotinu. 

Program izračunava faktor intenziteta naprezanja metodom virtualnog zatvaranja pukotine 

(eng. virtual crack closure technique, VCCT ) na osnovu podataka dobivenih MKE analizom, 

te taj parametar koristi za izračunavanje brzine napredovanja pukotine pri zadanom 

dinamičkom opterećenju.  

Za izračunavanje potrebnih podataka u MKE analizi korišten je program ANSYS R13 

te je za njega napisan program u skriptnom jeziku APDL. Pomoću tog programa automatski 

se izračunavaju potrebni podaci za određeno opterećenje i duljinu pukotine, te se tijekom 

izračuna zapisuju u posebno formatiranu datoteku koja se kasnije koristi kao jedna od ulaznih 

datoteka pri izračunu trajnosti  programom VC-CGrow. 

Rad je podijeljen u osam poglavlja. U drugom je poglavlju kratko dan pregled uzroka i 

mehanizama nastanka pukotina, mjesta na kojima one nastaju te faktora koji utječu na njihovo 

stvaranje i rast. Ovaj je dio samo kratko spomenut, jer izučavanje ove  materije više pripada 

području materijala.  

U trećem je poglavlju prikazan nastanak i razvoj mehanike loma. U samom uvodu 

poglavlja dan je pregled dosadašnjeg razvoja te grane mehanike, a kasnije su ukratko 

objašnjene osnove linearno-elastične mehanike loma (eng. linear-elastic fracture mechanics, 

LEFM), pojma faktora intenziteta naprezanja, te načini za njegovo izračunavanje za neke 

osnovne konfiguracije konstrukcija koje sadrže pukotinu. Obrađena je pojava plastifikacije 

vrha pukotine, kritičnog intenziteta naprezanja te je na kraju ukratko dan prikaz elasto-

plastične mehanike loma (eng. elasto-plastic fracture mechanics, EPFM ).  

U četvrtom je poglavlju dan pregled izračuna vijeka trajanja konstrukcijskih elemenata 

podvrgnutih dinamički promjenjivom opterećenju, odnosno loma konstrukcijskih elemenata 

zamorom materijala. Ukratko je prikazan kratki povijesni pregled razvoja teorije zamornog 

loma uz poseban naglasak na rast pukotine zbog zamora materijala. Objašnjen je pojam 

minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja te su dane neke relacije za 

njegov izračun s obzirom na faktor asimetrije ciklusa opterećenja. Obrađeni su i osnovni 

modeli propagacije pukotine zbog dinamičkog opterećenja. Obrađena je i tema plastifikacije 

vrha pukotine pri dinamičkom opterećenju, te usporedba sa istom kod statičkog opterećenja. 

Na kraju je pojašnjen koncept efektivnog raspona faktora intenziteta naprezanja te su dane 

neke relacije za njegovo određivanje. 
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U petom je poglavlju obrađena računalna mehanika loma. Dano je kratko objašnjenje 

metode konačnih elemenata i klasičnih metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja kod 

pukotina modeliranih pomoću MKE. Posebno je obrađena metoda virtualnog zatvaranja 

pukotine koja je ujedno i metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja korištena pri 

izradi ovog rada, odnosno metoda korištena u izrađenom programu VC-CGrow. Prikazane su 

formulacije te metode za dvodimenzijske elemente s četiri i osam čvorova. 

U šestom poglavlju opisani su izrađeni program za simulaciju rasta pukotine pri 

dinamičkom opterećenju VC-CGrow,  te APDL skripta za ANSYS, korištena za automatsko 

generiranje i pohranjivanje rezultata dobivenih iz MKE analiza. 

Rezultati dobiveni APDL skriptom i programom VC-CGrow prikazani su u sedmom 

poglavlju te su iznesena zapažanja i komentari na te rezultate.  

U osmom poglavlju dan je osvrt na dobivene rezultate, mogućnosti te smjer daljnjeg 

istraživanja i razvoja programa. 

Na kraju rada priložen je popis literature, korištenih oznaka, slika i tablica. 
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2. Nastanak i rast pukotina 
 

 

Prva istraživanja ponašanja materijala pri dinamičkom opterećenju konstrukcije 

obavljena su početkom 20. stoljeća. Rezultati tih istraživanja pokazali su da na mikroskopskoj 

razini pukotine u materijalu nastaju kao rezultat klizanja kristalografske rešetke materijala. 

Proces inicijacije pukotina odvija se već od prvog ciklusa opterećenja ako to opterećenje 

izaziva naprezanja veća od trajne dinamičke čvrstoće [79]. 

 

 

Slika 2.1 Faze životnog vijeka konstrukcije 

 

Unatoč tome što se mikro pukotine pojavljuju u samim počecima eksploatacije 

konstrukcije, one su dovoljno malene da ih možemo otkriti samo mikroskopskom analizom. 

Standardnim ispitivanjem metodama bez razaranja nije ih moguće otkriti i materijal ne 

izgleda kao da je pretrpio ikakva oštećenja. Tijekom dugotrajne eksploatacije konstrukcije, 

kada veličina pukotina pređe mikro razinu, pukotine postaju vidljive i u tom trenutku počinje 

makroskopsko povećanje pukotine.  

Istraživanja na laboratorijskim uzorcima pokazala su da je preostali životni vijek uzorka 

nakon što pukotine postanu vidljive vrlo malen [79]. Međutim, to preostalo razdoblje rasta 

makroskopske pukotine u realnim konstrukcijama ipak je nekoliko puta veće od onoga kod 

laboratorijskih uzoraka jer je sama konstrukcija većih dimenzija i pojava pukotine u manjoj 
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mjeri utječe na njezinu nosivost. Iz te činjenice vidljiva je važnost razumijevanja procesa 

nastanka i rasta pukotina na mikroskopskoj razini, ali isto tako i važnost razumijevanja 

procesa rasta pukotina kada one postanu vidljive, odnosno kada prijeđu na makroskopsku 

razinu (Slika 2.1). 

 

2.1 Inicijacija pukotine klizanjem rešetke 

Inicijacija se pukotina zamorom i njihov mikroskopski rast javljaju zbog cikličke 

promjene opterećenja konstrukcije. Odvijanje tog procesa jasno pokazuje postojanje 

lokalizirane plastične deformacije koja se odvija na razini kristalografskih zrna, pri 

naprezanjima mnogo manjima od granice tečenja materijala. Cijeli taj proces odvija se na 

slobodnim površinama materijala, budući da na tom mjestu lakše dolazi do klizanja osnovne 

rešetke materijala jer deformacija na površini nije ograničena susjednim zrnima. Osim toga, 

na slobodnoj površini i mnogi drugi faktori pridonose lakšem stvaranju pukotina nego u 

dubini materijala. Tako tome pridonosi sama geometrija konstrukcije, odnosno postojanje 

utora na površini, gruba završna obrada površine, korozija na površini materijala i slično.   

 

 

 

Slika 2.2 Mehanizam inicijacije mikro pukotine 

 

Na mikroskopskoj razini, posmično naprezanje nije jednoliko raspoređeno i njegova 

raspodjela ovisi o nizu metalurških faktora, kao što su veličina i oblik zrna, kristalografska 

orijentacija zrna i anizotropija materijala.  

Budući da se klizanje odvija na površini materijala, pri prvom opterećenju kod kojega 

dolazi do klizanja, novi dio materijala bit će izložen okolišu i, kod većine metala, na njemu će 

se odmah stvoriti sloj oksida. Sloj oksidiranog materijala ima značajno drugačija svojstva od 
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osnovnog materijala te će u sljedećoj promjeni opterećenja pružati dodatni otpor deformiranju 

na tom mjestu, odnosno taj otpor će izazvati pojavu koncentracije naprezanja na 

mikroskopskoj razini te će se zbog toga novo klizanje događati na istom mjestu. Ako 

materijal pokazuje očvršćujuća svojstva pri plastičnoj deformaciji, lokalno će doći do 

očvršćivanja materijala te će i to stvoriti dodatni otpor, odnosno povećana posmična 

naprezanja i tako pogodovati daljnjem klizanju rešetke i stvaranju novih linija klizanja na 

istom mjestu (Slika 2.2). 

 

2.1.1 Vrijeme inicijacije pukotine 

Bez obzira na vrstu materijala i oblik konstrukcije, budući da je brzina rasta mikro 

pukotina u području inicijacije uvijek vrlo malena, vrijeme inicijacije pukotine čini značajan 

dio ukupnog životnog vijeka konstrukcije. 

Kada je mikro pukotina dovoljno malena da se još uvijek nalazi unutar područja jednog 

zrna odnosno unutar homogenog elastičnog materijala, primarni je mehanizam njezina rasta 

klizanje po kristalografskim ravninama. Kako pukotina raste i ulazi dublje u materijal, njezin 

rast sve više ograničavaju okolni materijal tog zrna te susjedna zrna. Zbog toga se povećava 

vjerojatnost aktiviranja nekoliko kliznih ravnina, odnosno vjerojatnost početka klizanja 

materijala u više od jedne ravnine. Zbog te pojave, nakon početnog rasta mikro pukotine, 

propagacija se pukotine više ne odvija u smjeru početnog klizanja već dominantan postaje 

smjer propagacije pukotine okomit na pravac djelovanja glavnog opterećenja (Slika 2.3), a 

pukotina pokazuje tendenciju propagacije kroz zrna materijala, a ne okolo njih. 

Pri rastu mikroskopskih pukotina, rast pukotine nije konstantan nego najprije ubrzava,a 

zatim, kada naiđe na granicu zrna, uspori te je vidljivo da granice zrna predstavljaju barijere 

za daljnju propagaciju mikro pukotine [52]. Kada pukotina "dovoljno" naraste, tj. kada se 

proteže kroz dovoljan broj zrna, brzina rasta pukotine prestane oscilirati te počne kontinuirano 

rasti (Slika 2.4). To se događa u trenutku kada otpornost materijala na cikličko klizanje i 

efekti površine prestaju biti kontrolirajući faktori za propagaciju pukotine, te se to smatra 

krajem faze inicijacije mikro pukotine i početkom faze njezina rasta [79].  

Iz takve definicije vremena inicijacije pukotine jasno je vidljivo da vrijeme inicijacije 

može značajno varirati i ovisi o mikrostrukturi materijala. Ako materijal u sebi sadrži veći 

broj barijera koje pukotina mora svladati, vrijeme će inicijacije biti različito od onoga kada je 

broj tih barijera manji.  
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Slika 2.3 Rast mikro pukotine 

 

 

Slika 2.4 Osciliranje brzine rasta mikro pukotine 

 

2.2 Inicijacija pukotina na mjestima uključaka 

U strukturi većine metalnih legura koje se rabe u tehnici nalaze se razni uključci. 

Makroskopski uključci, kao npr. razne pogreške u materijalu zavara, izuzetno su nepoželjni,  
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utječu na statičku čvrstoću konstrukcije i moguće ih je otkriti standardnim metodama 

ispitivanja. Zbog toga se smatraju defektima i, budući da ih je moguće otkriti, otklanjaju se 

odmah pri njihovu otkrivanju ili se taj dio konstrukcije otpisuje kao škart, ako je to moguće. S 

druge strane, mikroskopski uključci su zbog svoje veličine teški za detektirati i ne utječu 

neposredno na statičku čvrstoću konstrukcije te se zbog toga ne smatraju štetnima [79]. 

Uključci su strana tijela unutar osnovnog materijala te pri cikličkom klizanju ulaze u 

razne interakcije s klizanjem rešetke. Mikro uključci pridonose drugačijoj raspodjeli 

naprezanja na mikro razini te se na njihovim pozicijama pojavljuju koncentracije naprezanja 

koja pogoduju formiranju mikro pukotina.  

 

 

Slika 2.5 Inicijacija mikro pukotine na uključku pod površinom 

 

 

 

Inicijacija mikro pukotine obično počinje kod uključaka koji se nalaze uza samu 

površinu materijala (Slika 2.5), budući da je utjecaj slobodne površine i dalje bitan za 

mehanizam nastajanja mikro pukotina [79]. Inicijacija pukotine duboko ispod površine 

materijala rjeđa je pojava zbog toga što su tamo ograničenja okolne strukture veća nego na 

površini. Međutim, u određenim slučajevima može se dogoditi i takav slučaj, ako je uključak 

dovoljno velik ili ako je prisutno zaostalo naprezanje u materijalu. 

 

2.3 Pojava nepropagirajućih pukotina 

Godine 1956. Frost [29] je proučavao uzorke s utorima te, unatoč tome što je naprezanje 

bilo niže od trajne dinamičke čvrstoće, primijetio stvaranje malenih površinskih pukotina koje 
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su nakon nekog vremena prestale rasti. Tu je pojavu objasnio time da nakon određenog 

vremena rasta pukotine u uvjetima cikličkog naprezanja, polje naprezanja u dubini materijala 

pri vrhu pukotine prelazi iz ravninskog stanja naprezanja u ravninsko stanje deformacije te 

time dodatno ograničava mehanizme plastične deformacije što potencijalno može dovesti do 

potpunog zaustavljanja rasta pukotine (eng. crack arrest). Kasnije je ustanovljeno da se takve 

tzv. nepropagirajuće pukotine mogu pojaviti i kod uzoraka bez utora, a inicijacija pukotina 

može se odvijati i unutar samog materijala. Zaustavljanje rasta pukotine tada se može dogoditi 

i zbog nemogućnosti prelaska pukotine na susjedno zrno te time mikro pukotina trajno 

prestane rasti unutar materijala [52, 79].   

 

2.4 Faktori koji utječu na inicijaciju i propagaciju pukotine 

Budući da inicijacija pukotine čini dio raspoloživog vremena eksploatacije konstrukcije, 

razni faktori koji utječu na sam proces inicijacije od presudnog su značenja za trajnost 

konstrukcije. Također, različiti kombinirani kemijsko-mehanički procesi koji se odvijaju 

tijekom faze rasta pukotine mogu značajno utjecati na brzinu rasta, te tako skratiti vrijeme 

potrebno da pukotina dosegne kritičnu vrijednost i izazove lom. Iz rečenoga, imajući u vidu 

činjenice iznesene u početku ovog poglavlja, može se zaključiti da na inicijaciju i rast 

pukotine značajan utjecaj imaju, između ostalog, faktori povezani s kvalitetom površine 

materijala te okolišni uvjeti (Slika 2.6). 

 

 

Slika 2.6 Neki od faktora koji utječu na vrijeme inicijacije i brzinu propagacije pukotine 
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2.4.1 Utjecaj slobodne površine materijala 

Inicijacija se pukotina odvija u većini slučajeva na površini materijala te zbog toga 

znatan utjecaj na trajnost konstrukcije imaju razni faktori povezani s kvalitetom i tretmanom 

slobodne površine materijala. Ovo dovodi do zaključka da svaki takav faktor koji pospješuje i 

ubrzava inicijaciju pukotina nije poželjan. 

Faktori koji utječu na kvalitetu površine prvenstveno ovise o procesu proizvodnje. 

Utjecaj procesa proizvodnje na kvalitetu površine očit je kod proizvodnje dijelova obradom 

skidanjem strugotine, ali isto vrijedi i za dijelove dobivene izvlačenjem, kovanjem, lijevanjem 

itd. 

 Kvaliteta površinske obrade ima značajan utjecaj na proces inicijacije pukotine, s tim 

da grublja površina uglavnom ima povoljan utjecaj na taj proces. Grublja, mikroskopski 

nepravilna površina nije potpuno ravna te se zbog toga pojavljuju površinske koncentracije 

naprezanja na mikroskopskoj razini koje pospješuju cikličko klizanje rešetke materijala i 

stvaranje površinskih pukotina. Budući da proces inicijacije pukotine pri visokocikličkom 

zamoru (eng. high-cycle fatigue) čini većinu životnog vijeka konstrukcije, kvaliteta 

površinske obrade posebno je značajna u konstrukcijama od kojih se zahtijeva dugi životni 

vijek.  

Budući da se grublja površina u proizvodnji ponekad ne može izbjeći, površina 

materijala se u takvim slučajevima često dodatno kemijski, mehanički i/ili toplinski obrađuje. 

Takve se dodatne obrade koje zahvaćaju površinski sloj materijala izvode zbog različitih 

razloga, od kojih su najčešći zaštita od korozije, smanjenje trošenja površine u eksploataciji te 

povećanje otpornosti konstrukcije na zamor. Takva poboljšanja otpornosti na zamor mogu se 

obavljati zbog povećanja otpornosti površinskog sloja na trošenje i inicijaciju pukotina, 

povećanja ili smanjenja zaostalih naprezanja u svrhu smanjenja ukupnog naprezanja na 

površini materijala prilikom eksploatacije, ispravljanje mikroskopskih nepravilnosti radi 

smanjenja mikroskopskih koncentracija naprezanja i sl. 

 

2.4.2 Utjecaj okolišnih uvjeta 

Utjecaj okolišnih uvjeta na inicijaciju i propagaciju mikroskopskih pukotina zahtjevan 

je i težak proces za objasniti budući da uključuje razne elektrokemijske i fizičke procese te 

njihovu međusobnu interakciju. Budući da detaljnija analiza utjecaja okoline na trajnost 
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nadilazi okvire ovog rada, spomenut će se samo najčešći aspekti utjecaja okoliša na pojavu i 

rast pukotina. 

Utjecaj okolišnih uvjeta na inicijaciju i propagaciju mikroskopskih pukotina nije 

jednostavno pojasniti budući da isti uključuje razne elektrokemijske i fizičke procese te 

njihovu međusobnu interakciju. Budući da detaljnija analiza utjecaja okoline na trajnost 

nadilazi okvire ovog rada, spomenut će se samo najčešći aspekti utjecaja okoliša na pojavu i 

propagaciju pukotina. 

U kontekstu interakcije s inicijacijom pukotina pri zamoru, najčešće se spominje utjecaj 

korozije koja kao takva, bilo da se radi o kemijski agresivnom ili neagresivnom okolišu, 

pridonosi stvaranju nepravilnosti na površini koje onda izazivaju mikroskopske nepravilnosti i 

koncentracije naprezanja što pogoduje iniciranju pukotina [79, 89]. Također, korozija u sprezi 

sa procesom zamora materijala i rasta pukotine pridonosi "lakšem" i bržem rastu pukotine. 

Taj efekt posebno je naglašen ako se konstrukcija nalazi u agresivnim okolišnim uvjetima kao 

što su zrak visoke vlažnosti, povišena temperatura, slana voda  i slično.  

U sinergiji s korozivnim uvjetima, značajan je i utjecaj frekvencije i oblika funkcije 

promjene opterećenja [79]. Utjecaj korozivnih uvjeta bit će veći što je vrijeme otvorenosti 

pukotine dulje i obrnuto. Kod dulje otvorenosti pukotine, korozivni okoliš može svojim 

djelovanjem oslabiti materijal i tako ubrzati rast pukotine. 
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3. Mehanika loma  
 

 

Postojanje pukotine u konstrukciji značajno utječe na njezino ponašanje u eksploataciji, 

a pogotovo na njezinu trajnost. Grana znanosti koja proučava ponašanje konstrukcija što 

sadrže pukotine, naziva se mehanika loma.  

 

3.1 Dosadašnje spoznaje 

Zapaženiji razvoj mehanike loma počinje nakon II. svjetskog rata, posebice 

istraživanjima u Mornaričkom istraživačkom laboratoriju Sjedinjenih Američkih Država 

(SAD), odnosno radovima  G.R. Irwina [40], C.E. Inglisa [37], A.A. Griffitha [31] i nešto 

kasnije H.M. Westergaarda [95]. 

Inglis [37] je proučavanjem mjesta nastanka pukotina zaključio da su već postojeće 

pogreške u materijalu mjesta inicijacije pukotina, odnosno mjesta od kojih pukotine počinju 

rasti. Zaključak je izveo iz spoznaje da su te pogreške i nepravilnosti mjesta koncentracije 

naprezanja u materijalu što je uzrok pojave i rasta pukotina. Griffith [31] je, pak, proučavao 

krhki lom stakla u kojemu je pretpostavio da već postoje pukotine, tj. defekti te je došao do 

zaključka da postoji kritična veličina pukotine koja uzrokuje trenutačni krhki lom. Svoju je 

teoriju temeljio na pretpostavci o promjeni energije pri lomu konstrukcije, te je dokazano da 

njegova teorija za krhke materijale daje točnu relaciju između kritične veličine pukotine i 

naprezanja pri lomu. 

Godine 1939. Westergaard [95] je učinio novi pomak u proučavanju rasta pukotina, te 

dokazao da se u elastičnim tijelima naprezanja pri vrhu pukotine mijenjaju u funkciji 
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udaljenosti (r) od vrha pukotine i to u obliku r/1 . Njegova je teorija kasnije potvrđena 

radovima Muskhelisvilia [58] i Williamsa [96]. 

Gotovo 30 godina nakon objave Griffithova rada, Irwin [40] i Orowan [61] su povezali 

energiju deformiranja sa stvaranjem novih površina pukotine i plastičnom deformacijom što je 

omogućilo primjenu teorije na pukotine u metalnim materijalima.  

 

 
Slika 3.1 Havarija broda klase Liberty na moru 

 

Daljnji poticaj razvoju mehanike loma dali su radovi Irwina, nastali kao rezultat 

proučavanja havarija trgovačkih brodova klase Liberty koji su predstavljali okosnicu 

trgovačke flote SAD-a sredinom 20.stoljeća (Slika 3.1). Bili su  proizvedeni  tehnikom 

zavarivanja umjesto spajanjem zakovicama, što je bilo smatrano velikim uspjehom sve do 

1943. kada je jedan od brodova tijekom plovidbe Tihim oceanom iznenada puknuo na dva 

dijela. Nakon tog prvog broda, slične havarije doživjele su stotine brodova iz iste serije. 

Istraga je pokazala da su se havarije dogodile zbog promjene lomne čvrstoće čelika pri 

temperaturama kojima je brod bio izložen tijekom eksploatacije odnosno prijelaza u krhko 

ponašanje pri lomu. Utvrđeno je također da su pukotine počele rasti od kvadratno oblikovanih 

otvora u pregradama broda koji su inicirali stvaranje pukotina zbog koncentracije naprezanja 

koja se pojavljivala u njihovim uglovima.  

U drugoj polovici 50-ih godina prošlog stoljeća Irwin je razvio koncept promjene 

energije deformiranja (eng. strain energy release rate) [42] da bi godinu kasnije objavio 

članak [39] u kojemu promjenu naprezanja i pomaka pri vrhu pukotine opisuje relacijom koja 
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sadrži novo uvedeni pojam faktora intenziteta naprezanja K (eng. stress intensity factor, SIF), 

te je taj pojam uspio na jednostavan način povezati s prije spomenutom promjenom energije 

deformiranja.  

Godine 1961. Wells [94] je razvio parametar otvaranja pukotine CTOD (od eng. crack 

tip opening displacement) koji je pri linearno elastičnom ponašanju materijala jednostavno 

povezati s faktorom intenziteta naprezanja, ali je osim toga sposoban opisati rast pukotine i 

kod značajnijeg plastičnog ponašanja materijala konstrukcije. 

Razvojem prije spomenutih teorija počela je era intenzivnog razvoja mehanike loma, a 

nakon što su se njezina načela pokazala ispravnima pri vještačenju teških nesreća nekoliko 

mlaznih zrakoplova De Havilland Comet iz prve serije [7, 18]. Budući da su ti zrakoplovi 

uveli mnoge novine u zrakoplovnu industriju, konstrukcija trupa je praktički bila 

eksperimentalni proces,  u proizvodnji i održavanju [18]. Stoga je trup u prvim serijama bio 

podložan mnogim problemima, pa čak i lomovima koji su za posljedicu imali prije spomenute 

nesreće. Naknadne analize mehanike loma pokazale su da problemi s pojavom i rastom 

pukotina počinju od četvrtastih prozora [33, 89, 93] (Slika 3.2). U skladu s tim nalazima isti 

su kasnije redizajnirani te se nakon toga takvi problemi više nisu pojavljivali. 

 

 

Slika 3.2 Prototip zrakoplova De Havilland Comet (s četvrtastim prozorima) 

 

Spomenuti Irwinovi radovi čine osnovu linearno-elastične mehanike loma (eng. linear-

elastic fracture mechanics), a da bi ta teorija bolje korelirala sa stvarnim podacima, Irwin [41] 

i Dugdale [23] su rad potreban za plastičnu deformaciju povezali s veličinom plastične zone 

pri vrhu pukotine. Irwin je pretpostavio kružni oblik plastične zone, dok je Dugdale 

pretpostavio oblik tanke plastificirane trake u produžetku vrha pukotine. Oba autora su za 
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izračunavanje faktora intenziteta naprezanja koristila duljinu pukotine modificiranu s obzirom 

na veličinu plastične zone. 

Nagli tehnološki razvoj 1960-ih, sa snažnim razvojem aeronautike i nuklearne 

energetike, povećao je svijest o potrebnom stupnju sigurnosti novih konstrukcija. Zbog 

neadekvatnosti dotadašnjih teorija mehanike loma za probleme pukotina pri velikoj 

plastifikaciji materijala, pojavila se potreba za točnijim opisom ponašanja pukotina u 

konstrukcijama koje radni vijek provode u uvjetima povišenih temperatura i uz naglašenije 

plastično ponašanje materijala. Stoga je Rice [73] 1968. koncept promjene energije 

deformiranja prilagodio na elasto-plastično ponašanje materijala te je izveo relaciju promjene 

energije deformiranja u obliku integrala neovisnog o konturi integriranja (eng. path-

independent contour integral), odnosno relaciju danas poznatu kao J-integral. Daljnje dorade 

teorije J-integrala učinili su Rice i Rosengarten [74], a kasnije i mnogi drugi [20, 22, 36, 82, 

91]. 

Sa sve češćom upotrebom metode konačnih elemenata u analizi naprezanja i 

deformacija čvrstih tijela, pojavila se i potreba za određivanjem poznatih parametara loma iz 

rezultata dobivenih na računalnim modelima. Budianski i Rice [15] te Carpenter et. al. [16] 

razvili su izraze za numeričku integraciju J-integrala. Godine 1986.  Shih i Moran [57, 83] 

izveli su metodu koja za numerički izračun J-integrala koristi integral energijske domene, a 

prikladna je za širok raspon statičkih i dinamičkih problema, kao i za razne oblike ponašanja 

materijala.  

Godine 1999. Belytschenko i Black [11] postavili su tzv. produženu metodu konačnih 

elemenata (eng. extended finite element method, XFEM) [68] , koja je u njihovim kasnijim 

radovima[54, 55, 88, 100], zajedno s Moësom, Sukumarom et. al. dalje razvijena i 

primijenjena na probleme modelirane metodom konačnih elemenata. Tom metodom je 

omogućeno modeliranje vrha pukotine neovisno od ostatka konačno elementne mreže.  

Paralelno s razvojem pristupa problemu pukotina preko J-integrala, „u sjeni“ se 

razvijala i metoda virtualnog zatvaranja pukotine (eng. Virtual Crack Closure Technique, 

VCCT). Godine 1975. Hellen [34] i Parks [66] postavili su temeljne teorije, dok su prvu 

primjenu metode virtualnog zatvaranja pukotine uz uporabu konačno-elementne analize 

godina kasnije prikazali u svojim radovima Rybicki i Kanninen [75] te Rybicki et. al. [76]. 

Oni su izveli osnovne izraze koji su davali vezu relativnih pomaka čvorova na površini 

pukotine, čvornih strukturalnih sila i veličine novo stvorene površine pukotine s promjenom 

energije deformiranja kod dvodimenzijske analize s jednostavnim dvodimenzijskim konačnim 
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elementima s četiri čvora. Godine 1987. Raju [69] je formulirao metodu virtualnog zatvaranja 

pukotine za elemente višeg reda i elemente sa simuliranom singularnošću naprezanja pri vrhu 

pukotine, a 1988. je dalje razrađuje Buchholz [14].  1990-ih  Buchholz [13] i Narayana et. al. 

[59] daju daljnju razradu i primjenu metode virtualnog zatvaranja pukotine. 

Iako je metoda virtualnog zatvaranja pukotine bila poznata četvrtinu stoljeća, bila je 

gotovo potpuno nekorištena u komercijalnim softverima za analizu metodom konačnih 

elemenata, a korištena je samo ograničeno u akademskim krugovima [46]. Do prije nekoliko 

godina, gotovo jedini dostupan softver za VCCT analizu bio je FRANC2D/3D koji je također 

rezultat akademskog rada na Sveučilištu Cornell [38, 85]. Velika većina radova s početka 

2000.-ih, a u kojima se koristi VCCT metoda, bavila se analizom delaminacije kompozitnih 

materijala [17, 45], dok je puno rjeđa njena primjena na metalnim materijalima. Značajnija 

uporaba VCCT metode kod metalnih materijala započela je tek u zadnjih nekoliko godina [47, 

48]. 

 

3.2 Linearno-elastična mehanika loma 

Linearno-elastična mehanika loma koristi se za određivanje rasta pukotine u materijalu 

uz osnovnu pretpostavku da je naprezanje u materijalu većinom linearno-elastično prilikom 

rasta, odnosno propagacije pukotine te da je plastičnost u vrhu pukotine lokalizirana tijekom 

cijelog procesa.  

 

3.2.1 Oblici rasta i otvaranja pukotina 

Moguće je razlikovati dva glavna oblika rasta pukotine [79]: 

 rasta pukotine po ravnoj površini, 

 rasta pukotine po površini nagnutoj pod kutom. 

 

Rast pukotine po ravnoj površini odgovara slučaju gdje je površina pukotine uglavnom 

okomita na pravac glavnog naprezanja dok se kod rasta pukotine po površini nagnutoj pod 

kutom, kut površine pukotine pojavljuje u ravnini okomitoj na pravac napredovanja pukotine 

(Slika 3.3) te je obično u tom slučaju rasta pukotine praćeno većim deformacijama. 

Ispitivanjem površine pukotina mogu se primijetiti glatka područja površine pukotine 

koja odgovaraju zamornom lomu i stabilnom rastu pukotine te zrnata područja površine 

pukotine koja odgovaraju naglom krhkom lomu. 
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Slika 3.3 Oblici površine nastali pri rastu pukotine odcijepnim oblikom otvaranja     
  pukotine 

 

Bez obzira kakav je lom i kakva je površina pukotine, moguće je spomenuti tri osnovna 

oblika otvaranja pukotine [12, 26, 27, 87, 89] (Slika 3.4): 

 odcijepni oblik otvaranja (eng. Mode I, opening mode), 

 smični oblik otvaranja (eng. Mode II, in-plane shear mode), 

 vijčani oblik otvaranja (eng. Mode III, out-of-plane shear mode, tearing mode). 

 

 

Slika 3.4 Oblici otvaranja pukotina 

 

U odcijepnom obliku otvaranja pukotine sila djeluje okomito na ravninu i razdvaja 

površine pukotine, dok kod smičnog i vijčanog oblika otvaranja površine pukotine klize jedna 

po drugoj. Kod smičnog oblika površine pukotine klize uzdužno, a kod vijčanog poprečno u 

odnosu na smjer napredovanja pukotine. 
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3.2.2 Promjena energije deformiranja 

Prilikom stvaranja nove pukotine u tijelu, energija ireverzibilno utrošena na stvaranje 

nove površine pukotine je [68]: 

AGE dd c
puk  . (3.1)

pri čemu je Gc kritična promjena energije potrebna za stvaranje nove površine pukotine, dok 

je dA novostvorena površina pukotine za dvodimenzijsko tijelo definirana kao 

aBA dd   (3.2)

gdje je B debljina dvodimenzijskog tijela, a da prirast duljine pukotine.  

Da bi došlo do propagacije pukotine, potrebna promjena energije za stvaranje nove 

površine pukotine dA je 

cG
A

G 



  (3.3)

pri čemu je Π ukupna energija sustava. Izraz (3.3) rezultat je jednadžbe očuvanja energije 

sustava [68]: 

0dd puk  E  (3.4)

gdje je promjena ukupne energije sustava 

WKU dddd    (3.5)

pri čemu su navedene promjene kako slijedi 
 
dΠ – promjena ukupne energije sustava, 

dEpuk – energija za stvaranje nove površine pukotine, 

dU  – energija elastičnog deformiranja, 

dK  – kinetička energija sustava, i 

dW – rad vanjskih sila.  
 

Ako je tijelo izloženo konstantnoj deformaciji, rad vanjskih sila je jednak nuli te tada: 

pukpuk ddddd EE  KU  (3.6)

Rast pukotine potroši svu raspoloživu energiju sustava te rast pukotine prestaje (eng. crack 

arrest) ili dolazi do potpunog loma promatranog tijela. 

3.2.3 Polje naprezanja u vrhu pukotine i faktor intenziteta naprezanja 

U linearno-elastičnoj mehanici loma, vrijednosti naprezanja i deformacije pri vrhu 

pukotine teže u beskonačnost kada udaljenost r između točke P i točke N teži nuli, odnosno 
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kada se točka u kojoj promatramo vrijednost naprezanja ili deformacije približava točki vrha 

pukotine (Slika 3.5 i Slika 3.6).  

 

Slika 3.5 Raspodjela naprezanja pri vrhu pukotine 

 

 

Slika 3.6 Polarni koordinatni sustav vrha pukotine 

 
Naprezanja se u blizini vrha pukotine mogu prikazati u obliku [33]: 

     


 ijij
2

, f
r

K
r i  (3.7)

pri čemu su ij  komponente tenzora naprezanja, K je faktor intenziteta naprezanja, fij je 

funkcija ovisna o kutu  , dok je r udaljenost promatrane točke od ishodišta. 

Izrazi za naprezanje poznati su kao Westergaardova asimptotska rješenja [95] i daju 

rješenja za točku P u polarnom koordinatnom sustavu (r, θ) (Slika 3.6) u ravnini okomitoj na 

frontu pukotine. 
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Pri tome su naprezanja linearna kombinacija triju rješenja koja odgovaraju svakom 

načinu otvaranja pukotine [72]: 

       








 ijijijij
r

K

r

K

r

K
r   III

III
 II

II
 I

I

222
, fff   (3.8)

gdje je svaki način otvaranja karakteriziran pripadajućim vrijednostima KI , KII i KIII. 

Postoji  singularnost naprezanja u ovisnosti o  1/ r , odnosno vrijedi:  

    ,0 rr . (3.9)

tj. krivulja se naprezanja „ponaša“ asimptotski. 

U izrazu (3.8) navedene su vrijednosti KI, KII i KIII koje predstavljaju faktore intenziteta 

naprezanja za odgovarajući oblik otvaranja pukotine. Pri razmatranju rješenja za elastično 

polje naprezanja uz vrh pukotine, pojam faktora intenziteta naprezanja prvi je uveo Irwin [39, 

40] proučavajući problem otvaranja pukotine za odcijepni oblik njezina otvaranja. Tako za 

odcijepni oblik otvaranja beskonačne ploče s pukotinom u sredini, naprezanja možemo 

izraziti kao [2, 78]: 
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  (3.12)

0xzyz   (3.13)

 te za ravninsko stanje deformacije 

 yx  z  (3.14)

ili za ravninsko stanje naprezanja 

. 0z   (3.15)

Pri tome je faktor intenziteta naprezanja [2,78,87] 

. I aK   (3.16)
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3.2.4 Izračun faktora intenziteta naprezanja za određene konfiguracije 

Radi uporabe faktora intenziteta naprezanja K, potrebno je odrediti njegovu vrijednost 

ovisno o faktorima kao što su geometrija i opterećenje. Do sada su izvedeni neki  izrazi za 

njegovo definiranje. Ti se izrazi odnose na uobičajene i dosta jednostavne oblike 

konstrukcijskih elemenata. Primjer takvog oblika je [87]: 

 a
w

a
YaK  






  I  (3.17)

pri čemu je 







w

a
Y  funkcija koja ovisi o geometriji konstrukcije te tipu i vrsti opterećenja.  

Izrazi su izvedeni analitički, a neki od njih (Slika 3.7) prikazani su u tablici ispod (Tablica 

3.1). 

Analitičko određivanje faktora intenziteta naprezanja kod složenijih geometrija i 

opterećenja često nije moguće te se za njihovo određivanje koriste numeričke i/ili 

eksperimentalne metode. 

 

w

a
a

F F

wF F w

a

F F

w

a

M M

a) ploca s centralnom pukotinom b) ploca s pukotinom na jednom rubu

c) ploca s pukotinom na dva ruba d) greda s pukotinom na donjem rubu

2a

 

Slika 3.7 Nekoliko osnovnih konfiguracija elemenata s pukotinom 
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Tablica 3.1 Izrazi za izračun faktora intenziteta naprezanja za konfiguracije prikazane na 

slici 3.7, [87] 

Vlačno opterećena ploča s centralnom pukotinom ( 0 < 2a/w < 0,95 )  

Fedderson: 
2

1

I sec 















w

a
aK



  
 

Bw

F
  

Irwin: 
2

1

I tan 
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a

a

w
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Vlačno opterećena ploča s pukotinom na jednom rubu ( 0 < a/w < 0,95 ) 
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aK  ; 

Bw

F
  

Vlačno opterećena ploča s pukotinom na dva ruba ( 0 < 2a/w < 0,95 ) 
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aK  ;  

Bw

F
  

Greda s pukotinom na donjem rubu opterećena čistim savijanjem ( 0 < a/w < 1 ) 
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w

a

w
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w

a
aK   

 

3.2.5 Faktor intenziteta naprezanja za kombinirana opterećenja 

Ako je konstrukcija (konstrukcijski element) koja sadrži pukotinu izložena 

istovremenom djelovanju različitih tipova opterećenja, tada se ukupni faktor intenziteta 

naprezanja Ktot može odrediti superpozicijom, odnosno zbrajanjem faktora intenziteta 

naprezanja za slučajeve koji sačinjavaju opterećenje u cjelini. Na taj je način, sukladno 

prikazanom na slici 3.8, moguće pisati [87]: 

savijanje
II

vlak
I

tot
I

tot KKKK  (3.18)

odnosno 

. savijanje
savijanje

vlak
vlak

tot a
w

a
Y

w

a
YK 


























   (3.19)

Faktori intenziteta naprezanja za različite oblike otvaranja pukotine, kao npr. kod 

konstrukcije istovremeno izložene savijanju i torziji, ne mogu međusobno zbrajati. Za takve 

se slučajeve koriste posebno izvedeni izrazi [87].  
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Slika 3.8 Kombinirano opterećenje elementa koji sadrži pukotinu 

 

3.2.6 Veza između promjene energije deformiranja i faktora intenziteta naprezanja 

Za izotropno linearno - elastično tijelo koje sadrži pukotinu, pomoću faktora intenziteta 

naprezanja može se izračunati i promjena energije deformiranja sustava [2, 68]: 

  2
III

2
II

2
I* 2

11
KKK

E
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  (3.20)

pri čemu je µ Laméova konstanta, odnosno modul smicanja: 

  . 12 





E
 (3.21) 

U slučaju ravninskog stanja naprezanja vrijedi [68] 

EE *
 (3.22)

te onda jednadžba (3.20)  ima oblik: 

 . 1 2
II

2
I KK

E
G   (3.23)

U slučaju ravninskog stanja deformacije vrijedi izraz [68] 

2
*

1 


E
E  (3.24)
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te se tada jednadžba (3.20) može pisati kao 

     
. 

111 2
III

2
II

22
I

2

E

KKK
G

 
  (3.25)

 

3.3 Plastifikacija vrha pukotine 

U teoriji linearno-elastične mehanike loma zanemaruje se činjenica postojanja plastične 

deformacije (vrh pukotine) pri rastu pukotine, odnosno smatra da je veličina plastične zone u 

vrhu pukotine dovoljno mala s obzirom na duljinu pukotine i debljinu ploče u kojoj se 

pukotina nalazi. Pretpostavka je bila da plastična deformacija ne utječe značajno na proces 

rasta pukotine. Međutim, pokazalo se da pojava plastifikacije vrha pukotine najčešće ne može 

biti zanemarena, te da je, bez obzira da li je krhki ili duktilni lom, pojava plastifikacije pri 

vrhu pukotine pojava koja  utječe na lom. 

Veličinu i oblik plastične zone moguće je izračunati koristeći jednadžbe (3.10) do (3.16) 

uz uvrštavanje raznih kriterija tečenja. Tako npr. za von Misesov kriterij tečenja [12]  

      2
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2
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2
32

2
21 22    (3.26)

izraz za polumjer plastične zone kao funkcije kuta θ za stanje ravninskog naprezanja glasi 

[27] 
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odnosno za stanje ravninske deformacije 

       . sin
2

3
cos121

4
22

2
T

2
Ir.d.

p 



  




K
r  (3.28)

Ucrta li se tako definirana plastična zona, vidljivo je da je plastična zona za stanje ravninskog 

naprezanja značajno veća od plastične zone za stanje ravninske deformacije  (Slika 3.9). 

Stvarnu raspodjelu naprezanja i deformacije unutar zone plastičnosti često je teško 

točno definirati, a budući da sama raspodjela nije od presudne važnosti za primjenu na 

linearno-elastičnu mehaniku loma, u praksi se koriste pojednostavljeni modeli veličine 

plastične zone oko vrha pukotine. Najpoznatiji i najrašireniji su Irwinov [39, 51] i Dugdaleov 

[23] model. 
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Slika 3.9 Oblik plastične zone oko vrha pukotine prema teoriji von Misesa 

 

Irwinova prva procjena za veličinu plastične zone, za pretpostavljeni kružni oblik 

plastične zone i uz ravninsko stanje naprezanja, daje veličinu promjera plastične zone [87]: 
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dok je za stanje ravninske deformacije procjena da je promjer plastične zone 3 puta manji 

odnosno 
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praa 

  

Slika 3.10 Irwinova korekcija duljine pukotine [12] 

 

Kasnija Irwinova istraživanja [43] pokazala su da je stvarna zona plastičnosti dva puta 

veća od prvotno procijenjene, odnosno [87] 
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te je Irwin tako formiranu plastičnu zonu u vrhu pukotine smatrao produljenjem stvarne 

duljine pukotine a (Slika 3.10) i uveo termin teorijska pukotina (eng. notional crack) čija 

duljina iznosi [87] 

.praa   (3.32)

Veličina plastične zone određuje primjenjivost linearno-elastične mehanike loma. Opće 

je prihvaćeno da se faktor intenziteta naprezanja može koristiti kao mjera loma bez 

narušavanja načela linearno-elastične mehanike loma sve dok vrijedi rp ≥a/8, uz napomenu da 

se kod dinamičkih opterećenja taj zahtjev može ublažiti na rp≥a/4 [87] (objašnjenje – 

poglavlje 4.5) 

 

3.4 Kritični faktor intenziteta naprezanja 

Kritični faktor intenziteta naprezanja jest ona vrijednost faktora intenziteta naprezanja 

pri kojoj dolazi do nestabilnog rasta pukotine, a bez povećanja opterećenja. Prema (3.17) 

možemo pisati [87] 

cc
c

c a
w

a
YK 







  (3.33)

pri čemu je 

Kc – kritični faktor intenziteta naprezanja, 

σc – nominalno naprezanje pri nestabilnom rastu pukotine i 

ac – kritična duljina pukotine za nominalno naprezanje σc . 

 
Treba napomenuti da kritični intenzitet naprezanja ovisi o vrsti materijala, okolišnim 

uvjetima, debljini ploče, a u krajnjem slučaju i o duljini pukotine. 

Budući da se kritični faktor intenziteta naprezanja mijenja s debljinom ploče, tj. ovisi o 

njoj, podatak kada ta vrijednost postaje konstantna (Slika 3.11) veoma je važan. To se događa 

kada stanje naprezanja pri vrhu pukotine prijeđe u stanje ravninske deformacije, odnosno kada 

je debljina ploče dovoljno velika i ne dolazi do promjene faktora. Ta vrijednost predstavlja 

minimalnu vrijednost Kc te se naziva lomna žilavost (eng. plane-strain fracture toughness), 

označava se s KIc i kao takva pripada prvom i, u tehničkoj praksi, najčešće rabljenom modu 

otvaranja pukotine. Lomna žilavost (pukotinska žilavost) važno je mehaničko svojstvo 
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materijala  koje definira njegovu otpornost prema nestabilnom rastu pukotine u njemu, a pod 

određenim uvjetima. Ispitivanja se lomne žilavosti provode laboratorijski na točno 

definiranim epruvetama i postupcima, a što je primjerice definirano ASTM standardima [4, 5, 

6]. Valja napomenuti da se ovakvim ispitivanjima može dobiti pojedinačna vrijednost lomne 

žilavosti ili krivulja rezistencije K–R, gdje se bilježi parametar K spram otvaranja pukotine.  

Lomna se žilavost za druga dva oblika otvaranja pukotine razlikuje od one te pri 

odcjepnom obliku otvaranja, odnosno njihova vrijednost nije jednaka: 

. IIIcIIcIc KKK   (3.34)

 

 

Slika 3.11 Utjecaj debljine ploče na stanje naprezanja i kritični faktor intenziteta naprezanja 

 

Prema ASTM standardu, dimenzije epruvete za određivanje ispravne vrijednosti KIc 

moraju zadovoljavati uvjet [5] 
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awBa  (3.35)

pri čemu su a, B i w dimenzije epruvete (Slika 3.12), a T  je granica tečenja materijala 

epruvete. Neki od oblika epruveta za ispitivanje lomne žilavosti prikazani su na slici 3.12, 

(Compact Tension, Single Edge Notch Bend). 

Budući da je u praksi često potreban kritični faktor intenziteta naprezanja Kc za 

određenu debljinu lima u kojem se pukotina nalazi, a koji je redovito puno manje debljine od 

onog potrebnog za ravninsko stanje deformacije u vrhu pukotine, izvedeni su razni empirijski 

modeli koji daju vrijednost kritičnog faktora intenziteta naprezanja Kc ovisno o lomnoj 

žilavosti KIc i debljini ploče B. Ovdje možemo spomenuti dva izraza, i to Irwinovu relaciju 

[27] 
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i izraz dan u [84] 
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Slika 3.12 Oznake dimenzija epruveta 
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Slika 3.13 Modeli izračuna kritičnog faktora intenziteta naprezanja Kc  

 

Izraz (3.37) daje nešto konzervativnije vrijednosti faktora intenziteta naprezanja od Irwinova 

izraza (3.36) (Slika 3.13). 

 

3.5 Elasto-plastična mehanika loma 

Kada plastična zona u vrhu pukotine postane dovoljno velika u usporedbi s 

dimenzijama pukotine i/ili tijela u kojemu se pukotina nalazi, te kada materijal počne 

pokazivati značajno nelinearno ponašanje, načela su linearno-elastične mehanike loma 

narušena, te se ona više ne može uspješno koristiti. U tim slučajevima primjenjuje se elasto-

plastična mehanika loma. 

Takvi se slučajevi pojavljuju kod materijala koji u uvjetima eksploatacije pokazuju 

značajno sniženu granicu tečenja σT i visoku lomnu žilavost KIc. To je, primjerice, slučaj u 

kemijskoj i energetskoj industriji gdje su materijali često izloženi visokim temperaturama i 

agresivnim okolišnim uvjetima. 

Za karakterizaciju rasta pukotine u takvim uvjetima raširena je upotreba parametra 

nazvanog J-integral koji je prvi uveo Rice [73]. 

3.5.1 J-integral 

Rice je 1968. predložio upotrebu integrala neovisnog o konturi (oko vrha pukotine) za 

karakterizaciju rasta pukotine u nelinearno elastičnom ponašanju materijala te je predložio 

formulaciju tog integrala za takav materijal. Taj integral nazvao je J-integral. 
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Za svako ravninsko nelinearno elastično tijelo izrađeno od homogenog izotropnog 

materijala takav integral duž zatvorene konture ima vrijednost 0. Ako je takvo ravninsko tijelo 

A, prikazano u Kartezijevu koordinatnom sustavu s koordinatama x1 i x2 , onda se za J-integral 

po proizvoljnoj konturi Γ unutar tijela A (Slika 3.14) može pisati [78]: 

s
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nJ d
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10 











u

TU  (3.38)

gdje je U0 gustoća potencijalne energije deformiranja 

ijij

ij




d
0

0 U , (3.39)

n vektor normale na konturi Γ , u vektor pomaka definiran kao 

juiuu 21  , (3.40)

T vektor (naprezanja) definiran prema normali n i vektoru pomaka u kao  

jiji nT  (3.41)

i ds prirast po konturi Γ. Pri tome je u izrazu (3.39)  tenzor naprezanja definiran kao 

ij
ij 





 0U
. (3.42)

 

 

Slika 3.14 Zatvorena kontura 

 

Tada je jednadžbu J-integrala moguće zapisati u obliku 
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Uz primjenu Greenova teorema također se može pisati [59]: 
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Uz zanemarivanje unutarnjih sila i uz pretpostavku malih deformacija, je:  
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Uvrštavajući jednadžbu  (3.45) u (3.47), slijedi: 
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Slika 3.15 Kontura Γ za određivanje J-integrala – vrh pukotine 

 

Uvrštavanjem  (3.48) u (3.44)  slijedi 
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Za „napuknuto“ tijelo prikazano u Kartezijevu koordinatnom sustavu s koordinatama x i 

y Rice je definirao J-integral po konturi Γ u smjeru obrnutom od kazaljke na satu kao [78] 

s
x

u
TyJ i

i dd0 


 U . (3.50)

Pri tome kontura Γ počinje na donjoj površini pukotine, obilazi vrh pukotine i završava na 

gornjoj površini (Slika 3.15). 

 

3.5.2 Veza J-integrala i faktora intenziteta naprezanja K 

Za slučaj elastičnog deformiranja tijela, odnosno u  uvjetima u kojima vrijedi linearno-

elastična mehanika loma, J-integral je jednak promjeni energije G te se preko te veličine može 

povezati s faktorom intenziteta naprezanja K [78]. Prema (3.23) i (3.25) tada se može pisati za 

ravninsko stanje naprezanja 

 2
II

2
I

1
KK

E
GJ  , (3.51)

odnosno za ravninsko stanje deformacije 
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4. Zamorni lom 
 

 

Do sada se izložene osnove mehanike loma zasnivaju na kvazi-statičkom opterećenju 

konstrukcija, odnosno na konstantnom opterećenju s beskonačno dugim vremenom uvođenja 

opterećenja na sustav. Iako je to prikladno za primjenu i teorijska izučavanja u nekim 

područjima, u  primjeni na strojarske konstrukcije to najčešće nije slučaj. Strojarske su 

konstrukcije vrlo često izložene dinamičkim opterećenjima, odnosno raznim oblicima 

opterećenja i promjenama njihovih intenziteta, te je stoga vrlo važno poznavati ponašanje 

konstrukcija u takvim uvjetima. Kada takve konstrukcije pri tome u svojoj strukturi sadrže 

pukotinu, fizika se problema dodatno komplicira.  

  

Zbog toga su se mnogi znanstvenici tijekom povijesti bavili izučavanjem zamora 

materijala konstrukcija, te postavili mnogobrojne teorije i metode za predviđanje trajnosti 

konstrukcije, od jednostavne σ – N metode, preko nešto složenije ε – N metode, pa sve do 

da/dN – ΔK  metode, odnosno metode propagacije pukotine zamorom. 

 

4.1 Dosadašnje spoznaje 

Počeci proučavanja lomova izazvanih cikličkim opterećenjima sežu još u 19. stoljeće 

kada su zabilježena prva istraživanja lomova željezničkih osovina [67]. Već i tada je 

prepoznato da su lomovi tih osovina značajno različiti od tada dobro poznatih lomova 

uzrokovanih prevelikim statičkim opterećenjem. Oko 1850.–ih prvi je put korištena riječ 

zamor (eng. fatigue ) za opisivanje loma uzrokovanog cikličkom promjenom opterećenja. 
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Začetnikom se proučavanja zamornog loma smatra August Wöhler [97] koji je 

sredinom 19. stoljeća obavljao eksperimente na željezničkim osovinama. Pokazao je da je 

trajnost s obzirom na zamor veća što je manja amplituda naprezanja kojoj je osovina izložena. 

Pokazao je također da ispod određenog raspona naprezanja ne dolazi do pucanja osovine i 

prvi put uveo pojam trajne dinamičke čvrstoće. Wöhlerova istraživanja postala su temelj za 

razvoj σ – N analize trajnosti (eng. S–N analysis, stress-life analysis) te se σ – N dijagrame 

često naziva Wöhlerovim dijagramima (Wöhlerovim krivuljama). Na osnovama Wöhlerova 

rada Gerber je počeo istraživati utjecaj srednjeg naprezanja na trajnost, a Goodman je kasnije 

njegovu teoriju pojednostavnio za lakšu primjenu. 

Godine 1886. Bauschinger je prvi puta dokazao da se naprezanje tečenja smanjuje kod 

nekih materijala ako su oni bili podvrgnuti promjenjivom opterećenju suprotnog predznaka, a 

koje je svojim intenzitetom prelazilo prvotnu granicu tečenja materijala. Time je postavio 

temelje za kasnije razjašnjavanje pojava kinematičkog omekšavanja i očvršćivanja materijala. 

Početkom 20. stoljeća Ewing i Humfrey [25] promatrali su materijal koji je bio 

podvrgnut dinamičkim promjenama opterećenja, te su prvi uočili formiranje linija klizanja i 

stvaranja mikroskopskih pukotina njihovom interakcijom. Godine 1920. Basquin [9] je prvi 

prikazao σ – N dijagrame u logaritamskom mjerilu, u kojemu se i danas koriste. Godine 1924. 

Palmgern [62] je u svojem istraživanju kugličnih ležajeva prvi formulirao linearni model 

sumiranja cikličkog oštećenja materijala.  

1930-ih došlo je do značajne praktične spoznaje da se dinamička trajnost osovina može 

značajno poboljšati određenim tretmanom površine osovina čeličnim kuglicama, a to je prvi 

kroz pojavu zaostalih naprezanja objasnio Almen [1] . 

Interes za istraživanja zamora materijala bio je smanjen do vremena pojave havarija već 

spomenutih brodova klase Liberty. Te havarije, osim što su potaknule razvoj mehanike loma, 

dale su zamah i novim istraživanjima iz područja zamora materijala, ali sada s pretpostavkom 

da u strukturi već postoje nepravilnosti zbog kojih dolazi do loma. 

Godine 1945. Miner [53] je formulirao model oštećenja koji je prije predložio 

Palmgren, a taj model je i danas jedan od važnijih alata za izračun zamora konstrukcija. 

Početkom 1960-ih razvija se ε – N metoda izračuna niskocikličkog zamora, čijem 

razvoju najviše pridonose Neuber [60], Manson [49] i Coffin [92]. Doprinos metodi izračuna 

ovom metodom dali su i Matsuishi i Endo [50] razvojem metode brojanja ciklusa opterećenja 

nazvanom metodom „toka kiše“ (eng. rainflow cycle counting). 
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Slika 4.1 Prototip zrakoplova F-111  sa različito postavljenim napadnim kutom krila 

  

Nadalje, u zrakoplovnoj industriji sve je više prevladavao dizajn na zamor koji je u 

svojim pretpostavkama uključivao postojanje pukotine u strukturi te njezina rasta u 

eksploataciji do kritične veličine pri kojoj postoji opasnost od naglog i nestabilnog loma. 

Temelje za takav pristup problemu postavio je Paris [64] radom koji je bio vezan uz razvoj 

vojnog zrakoplova F-111, prvog operativnog zrakoplova s promjenjivim napadnim kutom 

glavnog krila (Slika 4.1). U spomenutom radu Paris je dao model izračuna propagacije 

pukotine zamorom koji je za izračun brzine propagacije pukotine koristio parametar mehanike 

loma, raspon intenziteta naprezanja ΔK.  

Pristup konstruiranju zrakoplova koji je dopuštao pogreške u materijalu konstrukcije 

(eng. damage-tolerant design) za sobom je povukao i veći naglasak na održavanje i inspekciju 

zrakoplova tijekom njihove eksploatacije [87] koja je zahtijevala daljnje usavršavanje 

Parisova modela. Shjive [80] je istraživao utjecaj preopterećenja na rast pukotina u 

konstrukciji zrakoplova te je došao do zaključka da vlačna preopterećenja konstrukcije mogu 

dovesti do značajnog usporavanja rasta postojeće pukotine. Forman [28], Walker i mnogi 

drugi predložili su zasebne modele koji su bili modifikacija Parisova modela, ali su 

uključivali razne efekte s obzirom na dinamičko opterećenje. Tako je Formanov model 

uključivao efekte srednjeg naprezanja te je modelirao ubrzanu propagaciju pukotine kada se 

raspon faktora intenziteta naprezanja približio kritičnoj vrijednosti. Godine 1970. Elber [24] je 

uveo pojam efektivnog raspona faktora intenziteta naprezanja ΔKeff (eng. effective stress 

intensity factor range). On je prvi pojasnio efekt zatvaranja pukotine. Prije njegovog 
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zapažanja spram ponašanja zatvaranja pukotine i njegova efekta na rast pukotine,  postojalo je 

vjerovanje da dvije površine pukotine djeluju jedna na drugu i zatvaraju pukotinu pri nultom 

ili određenom pritisku. Tvrdio je da nakon aplikacije cikličnog opterećenja konstantne 

amplitude, tijekom porasta vlačnog opterećenja  se formira plastična zona. Prema njegovu 

pojašnjenju, u svakom se  slučaju formira plastična zona koja je veća od one prethodne pri 

kojoj je duljina pukotine bila manja. Svaka nova stvorena plastična zona koja je veća, vezana 

je i s duljinom pukotine i s faktorom intenziteta naprezanja. Sve ovako stvorene plastične 

zone formiraju ovojnicu koja ih sadrži, a njezina prisutnost uzrokom je ponašanja zatvaranja 

pukotine. Također, u radovima s početka 1970-ih, Paris [63, 81] je primijetio postojanje 

minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja, ΔKth, pri kojemu dolazi do 

zaustavljanja rasta pukotine.  

Nakon otkrića postojanja minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta 

naprezanja, ΔKth, mnogi su znanstvenici izveli modele koji su modelirali ponašanje pukotine 

u području neposredno uz vrijednost ΔKth. Tako su 1970. Hartman i Schijve [32] dali 

modifikaciju Formanovog modela kojom su model prilagodili opisivanju ponašanja rasta 

pukotine i u području uz vrijednost minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta 

naprezanja. 1971. godine Frost i Pook [30] su dali model kojim su pokušali modelu dati 

fizičko značenje te su postavili model koji je povezivao brzinu propagacije pukotine sa 

modulom elastičnosti tvrdeći da je moguće povezati promjenu brzine propagacije pukotine sa 

plastičnom deformacijom odnosno promjenom oblika vrha pukotine. Mnogi su znanstvenici 

dali svoje modele koji su povezivali rast pukotine sa statičkim karakteristikama materijala, a 

jedan od uspješnijih je bio model kojeg je 1983. postavio Zheng [98]. Međutim, svi ovi 

modeli su pretpostavljali opterećenje s konstantnom amplitudom, koje se u praksi rijetko 

pojavljuje. Zato su mnogi istraživači razvili način primjene postojećih modela na probleme 

promjenjivog opterećenja i simulacije pojava asociranih s njim. Među prvima koji su 

izučavali usporavanje (retardaciju) brzine rasta pukotine zbog promjenjivog opterećenja bio je 

Wheeler koji je 1972. uveo parametar retardacije u standardne modele propagacije pukotine. 

Na taj je način omogućio modeliranje efekta retardacije brzine rasta pukotine zbog 

promjenjive amplitude opterećenja. Do danas su razvijeni i razni drugi modeli koji predviđaju 

trajnost konstrukcije podvrgnute promjenjivom opterećenju, a mogu se generalno podijeliti na 

one koji se baziraju na izračunu zone tečenja ispred vrha pukotine i one koji se baziraju na 

pojavi zatvaranja pukotine zbog plastičnosti materijala i interakciji površina pukotine. U prvu 

grupu od novijih modela možemo spomenuti model kojeg su 2003. razvili Taheri et al. [90] , 
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a u drugoj grupi je jedan od novijih modela kojeg su 2001. razvili Ray i Patanker [71].  Neki 

od novijih radova daju „hibridne“ modele kao što je onaj kojeg su 2005. predložili Huang et 

al. [35] . 

Na osnovu svih spomenutih istraživanja, upotreba mehanike loma pri proračunu zamora 

materijala konstrukcije postala je raširena pojava u mnogim industrijama. Sa sve većom 

dostupnošću računala te implementacijom spomenutih metoda izračuna brzine propagacije 

pukotine u kombinaciji s izračunom faktora intenziteta naprezanja pomoću metode konačnih 

elemenata, mehanika loma i dinamički rast pukotina zamorom, postali su gotovo neizostavni 

alati u procesu konstruiranja novih proizvoda. 

 

4.2 Ciklički promjenjivo opterećenje 

U praksi su konstrukcije vrlo često izložene raznim dinamičkim opterećenjima koja 

prema svom obliku mogu biti jednostavna i ponavljati se u očitim ciklusima, ali mogu biti i 

nasumična bez očitog  uzorka po kojemu se ponavljaju. Međutim, čak i u slučajevima 

nasumičnog opterećenja, povijest opterećenja može se razložiti na određene cikluse 

opterećenja koji se ponavljaju. Zbog toga su mnogi segmenti takvih opterećenja 

standardizirani i kao takvi se koriste za izračun trajnosti [79, 87]. 

4.2.1 Osnovne veličine koje karakteriziraju ciklički promjenjivo opterećenje 

 

 

Slika 4.2 Karakteristične veličine dinamičkog ciklusa opterećenja 

  

Osnovne veličine koje karakteriziraju ciklički promjenjivo dinamičko opterećenje 

izvedene su iz najjednostavnijeg slučaja dinamičkog opterećenja s konstantnom amplitudom 

(Slika 4.2).  
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Slika 4.3 Karakteristične vrijednosti faktora asimetrije ciklusa s obzirom na predznak   

                opterećenja 

 

σmin i σmax predstavljaju  minimalno odnosno maksimalno naprezanje, σs njihovu srednju 

vrijednost, a Δσ raspon naprezanja. Njihove međusobne relacije dane su jednadžbama [87]: 

2s

 
 , (4.1)

2
minmax

s

 
 . (4.2) 

Iz tih je veličina važno izvesti koeficijent asimetričnosti ciklusa kao često korištenu 

veličinu koja karakterizira ciklički promjenjivo opterećenje [87]: 

max

min




R . (4.3)

Karakteristične vrijednosti koeficijenta asimetričnosti ciklusa R s obzirom na predznak i 

veličinu opterećenja vidljive su na slici (Slika 4.3). 

 

4.3 Rast pukotine zamorom 

Pri proizvodnji, moguće je da konstrukcija u sebi sadrži pogreške i nepravilnosti. To 

mogu biti razni uključci, poroznosti i/ili mikro pukotine u materijalu nastale tijekom obrade, i 

sl. Takve su nepravilnosti svojom veličinom vrlo malene u odnosu na dio u kojemu se nalaze, 

a najčešće ih je nemoguće otkriti ispitivanjem različitim tehnikama bez razaranja. Unatoč 

tome, činjenica je da te nepravilnosti izazivaju koncentracije naprezanja te su to mjesta na 

kojima se stvaraju veće pukotine. 
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Kod dijelova konstrukcija, poput trupa i/ili krila zrakoplova, kod kojih je sigurnost od 

presudne važnosti, potrebno je pristupiti proračunu na način da se ta sigurnost osigura i u 

slučaju kada konstrukcija nije u neoštećenom stanju. Stoga je kod proračuna zamora 

pretpostavljeno postojanje inicijalne pukotine, a zamor konstrukcije i njezino puknuće 

posljedica su rasta te pukotine. 

Radi određivanja brzine rasta pukotine da/dN potrebno je povezati tu veličinu s 

rasponom intenziteta naprezanja ΔK. Raspon faktora intenziteta naprezanja koji djeluje na 

konstrukciju može se odrediti kao [87]: 

minmax KKK   (4.4)

  a
w

a
Ya

w

a
Ya

w

a
YK 




















 minmaxminmax   (4.5)

a
w

a
YK 






  . (4.6)

Brzina rasta pukotine predstavlja nagib krivulje rasta pukotine za određeni broj ciklusa 

(Slika 4.4) te se njezina vrijednost može odrediti iz eksperimentalnih podataka prirasta duljine 

pukotine za određeni broj ciklusa. 

 Budući da ΔK prvenstveno ovisi o Δσ, duljini pukotine a te o funkciji geometrije i 

opterećenja Y(a/w), postoje mnogi predloženi modeli oblika 

  















w

a
YafKf

N

a
,,

d

d  . (4.7)

 

 

Slika 4.4 Porast duljine pukotine s obzirom na broj ciklusa promjene opterećenja 

 

Jednadžbe takvog oblika daju prirast duljine pukotine s brojem promjena opterećenja, te ih 

nazivamo jednadžbama dinamičkog rasta pukotine. 
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4.3.1 Krivulja brzine rasta pukotine 

Tipičan se prikaz jednadžbi dinamičkog rasta pukotine daje u logaritamskom mjerilu s 

vrijednostima log(da/dN) i log(ΔK) na osima. Tada krivulja poprima odgovarajući oblik na 

kojem se mogu razlikovati tri glavna područja (Slika 4.5).  

 

 

Slika 4.5 Oblik krivulje dinamičkog rasta pukotine 

 

Područje I je područje u kojemu pukotina vrlo sporo raste, a na njegovoj se donjoj 

granici taj rast potpuno zaustavlja. U tom području krivulja se asimptotski približava 

minimalnom propagacijskom rasponu intenziteta naprezanja ΔKth. Područje II je područje 

stabilnog rasta pukotine, a naziva se još i Parisovo područje (eng. Paris region) prema Parisu 

[64] koji je prvi postavio model koji opisuje ponašanje pukotine pri dinamičkoj promjeni 

opterećenja. Područje III je područje nestabilnog rasta pukotine gdje se krivulja asimptotski 

približava kritičnoj vrijednosti intenziteta naprezanja Kc. 

 

4.3.2 Minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja 

U praksi, prestankom propagacije pukotine prema ASTM E647 [6] smatra se veličina 

od da/dN = 4·10-10 m / ciklus. Do te pojave dolazi u području I krivulje.  Pri određenom 

rasponu intenziteta naprezanja vrijednost brzine propagacije pukotine počinje naglo padati te 

propagacija pukotine potpuno prestaje, odnosno postaje nemjerljiva. Ta vrijednost raspona 

faktora intenziteta naprezanja naziva se minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta 
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naprezanja (eng. threshold stress intensity factor range) i označava se s ΔKth. Postojanje 

minimalne vrijednosti raspona faktora intenziteta naprezanja pri kojoj prestaje rast pukotine 

prvi je uočio Paris [63, 81].  

Tipične vrijednosti ΔKth za čelike manje su od 10 MPa m , dok su za aluminijske 

legure te vrijednosti većinom manje od 4 MPa m (Tablica 4.1). 

 

 

Slika 4.6 Minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja za kratke pukotine 

 

Vrijednosti minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja dane u 

gornjoj tablici vrijednosti su za koeficijent asimetričnosti ciklusa R = 0 i za duge pukotine ne 

ovise o njihovoj duljini [6, 27] (Slika 4.6). 

 

Tablica 4.1   Minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja za R = 0 za neke 

materijale [27] 

Materijal 

Čelik Aluminijska slitina 

A
IS

I 
 

30
4 

/ 3
04

L
 

A
IS

I 
31

6 
/ 3

16
L

 

A
IS

I 
43

40
 

20
24

–T
3 

20
14

–T
6 

20
24

–T
81

 

60
61

–T
6 

70
75

–T
6 

ΔKth (MPa m ) 3,85–8,8 3,3–8,8 3,85–6,6 3,19 2,97 3,08 3,85–4,85 2,2 

 

Međutim, dokazano je da krivulja rasta (propagacije) pukotine ovisi o koeficijentu 

asimetričnosti ciklusa R, a zajedno s njom i minimalni propagacijski raspon faktora 

intenzivnosti naprezanja ΔKth (Slika 4.7). Općenito gledano, može se reći da vrijednost ΔKth 
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pada s povećanjem koeficijenta asimetričnosti ciklusa, dok su vrijednosti ΔKth za faktor 

asimetričnosti ciklusa R < 0 gotovo nepromijenjene u odnosu na vrijednosti za R = 0. 

Budući da je gotovo nemoguće eksperimentalno izmjeriti sve vrijednosti ΔKth za sve 

moguće kombinacije materijala i faktora asimetričnosti ciklusa R, mnogi su autori dali 

empirijske izraze kojima se može dovoljno točno dobiti te vrijednosti na osnovu poznavanja 

minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja za R = 0 (Slika 4.8). 

 

Slika 4.7 Minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja za R > 0 

 
Empirijski izraz [27] 

  0th 0thR 1 KRCK d   (4.8)

daje vezu između minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja za faktor 

asimetričnosti R, ΔKthR, i minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja 

za faktor asimetričnosti 0, ΔKth0, povezujući ih empirijskim konstantama C0 i d koje se 

određuju nakon prilagođavanja eksperimentalnim podacima. Kada je konstanta C0 = 1 [90] , 

dobiva se  

  0th thR 1 KRK d  . (4.9)

 

U slučaju kada empirijske konstante nisu dostupne te je C0 = d = 1 dobiva se Barsomova 

jednadžba [8] 

  th0thR 1 KRK   (4.10)

koja je primjenjiva za R > 0 i daje konzervativne rezultate. 

Ako nisu dostupni nikakvi empirijski podaci vezani za materijal, kao ni vrijednost 

ΔKth0, razumnu aproksimaciju ΔKthR za široki raspon metalnih materijala [21] daje izraz  

 RK  85,010,7thR . (4.11)
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Slika 4.8 Modeli promjene minimalnog propagacijskog raspona faktora naprezanja zavisno o 

faktoru asimertije ciklusa R, prema jednadžbama (4.10) i (4.11) 

 

4.4 Modeli propagacije pukotine uzrokovane promjenjivim opterećenjem 

Kao što je već rečeno u poglavlju 4.2, postoje mnogi modeli propagacije pukotine koji 

opisuju krivulju propagacije u log-log prikazu. Neki od tih modela bit će prikazani u daljnjem 

dijelu. 

4.4.1 Osnovni model propagacije pukotine za konstantnu amplitudu opterećenja 

Osnovni model za propagaciju pukotine pri dinamičkom opterećenju postavio je Paris i 

taj model daje linearnu vezu u log-log dijagramu. Parisov model dan je izrazom [87] 

 mKC
N

a
Δ

d

d
 . (4.12)

kod kojega su C i m empirijske konstante dobivene prilagođavanjem Parisove jednadžbe na 

eksperimentalne podatke. Linearna veza u log–log dijagramu dana je izrazom 

 KmC
N

a









loglog
d

d
log . (4.13)

Model točno opisuje područje II, odnosno točno opisuje samo područje stabilnog rasta 

pukotine. U tom području rast pukotine primarno ovisi o vrsti materijala, okolišnim uvjetima 

te o rasponu faktora intenziteta naprezanja ΔK. Zbog linearne log-log veze, rast u područjima 

I i III nije točno modeliran, odnosno model linearno ekstrapolira krivulju za ta područja  

(Slika 4.9). To ima  za posljedicu da u području I model precjenjuje brzinu rasta pukotine, a u 

području III je podcjenjuje. Međutim, budući da pukotina u području III najčešće "provodi" 
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relativno malo vremena u odnosu na vrijeme njezina razvoja u području II, utjecaj takvog 

modeliranja područja III na ukupni rezultat najčešće nije značajan te su rezultati dobiveni 

ovim modelom zadovoljavajući. 

 mKC
N

a
Δ

d

d


 

Slika 4.9 Parisov model 

 

4.4.2 Drugi modeli propagacije pukotine 

Parisov osnovni model često daje dovoljno dobre rezultate, no ne modelira efekte koji 

su posljedica srednjeg naprezanja niti opisuje ponašanje pukotine u područima I i III. Zato su 

razvijeni mnogi modeli koji modeliraju propagaciju pukotine s obzirom na faktor 

asimetričnosti ciklusa naprezanja R od kojih je prvog postavio Walker koji je dao jednostavno 

proširenje Parisova modela. Njegov model i dalje daje linearnu ovisnost u log–log dijagramu 

za sva tri područja, ali modificira Parisovu jednadžbu tako da u izrazu uzima faktor 

asimetričnosti opterećenja te na taj način daje modifikaciju koja uključuje efekt srednjeg 

naprezanja.  

Walkerov model ima oblik [10] 

 
W

W1W
1d

d
m

R

K
C

N

a












 
 (4.14)

pri čemu su 
WWW  i  , mC  Walkerove empirijske konstante. Uz 

  W11 



R

K
K  (4.15)

Walkerova jednadžba poprima oblik 

  W

Wd

d m
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N

a
  (4.16)
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čime dobivamo isti oblik kao i kod Parisove jednadžbe. Dodatna Walkerova konstanta λw 

služi prilagođavanju krivulje na podatke za određeni faktor asimetričnosti ciklusa naprezanja 

R. Ako je vrijednost konstante λw = 1 tada Walkerova jednadžba postaje istovjetna Parisovoj 

jednadžbi. 

Osim efekta srednjeg naprezanja, mnogi su autori izveli i modele koji uz taj efekt 

modeliraju i ponašanje pukotine u područjima I i III. Tako je Forman [28] koristio model koji 

osim efekta srednjeg naprezanja i područja II, opisuje i područje III odnosno nestabilnu 

propagaciju pukotine. Njegov je model prikazan u obliku [10] 

 
  KKR

KC

N

a m





c

F

1d

d F

 (4.17)

gdje su FF  i mC  Formanove empirijske konstante, a Kc kritični faktor intenziteta naprezanja za 

određeni materijal i debljinu ploče. Potrebno je posebno naglasiti da konstante FF  i mC nisu 

istovjetne konstantama iz Parisove jednadžbe. Primjer krivulja dobivenih za razne faktore 

asimetričnosti ciklusa opterećenja dan je na slikama (Slika 4.10). 
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Slika 4.10 Formanov model uz donju granicu definiranu prema Barsomu (4.10) 
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Formanov model korišten je za izračunavanje brzine propagacije pukotine u programu 

VC-CGrow izrađenom u sastavu ovog rada.  

Osim spomenutih modela, postoje i mnogi drugi manje ili više komplicirani modeli 

raznih autora od kojih su neki navedeni u daljnjem dijelu rada (Tablica 4.2). 

 

Tablica 4.2   Neki modeli za modeliranje propagacije pukotine [10]  

MODELI PROPAGACIJE PUKOTINE 

Istraživač Izraz 
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4.5 Plastifikacija vrha pukotine pri dinamičkom opterećenju 

 

 
Slika 4.11 Plastična zona za dinamičko cikličko opterećenje 

 

Uz pretpostavku elastično-idealno plastičnog materijala, kada tijelo opteretimo 

maksimalnim vlačnim opterećenjem sukladno ciklusu, formira se plastična zona (za statičko 

opterećenje) čija se veličina može odrediti jednadžbama (3.29) i (3.30), ovisno o stanju 

naprezanja i deformacije koji vladaju u tijelu. Međutim, kada tijelo rasteretimo i opteretimo 

opterećenjem suprotnog predznaka, u vrhu pukotine vlada stanje naprezanja koje je suma 

zaostalih naprezanja i elastičnih naprezanja nastalih zbog opterećenja konstrukcije 

opterećenjem suprotnog predznaka. Zona plastičnosti koja se formira u takvim uvjetima 

nekoliko je puta manja od one koja nastaje pri statičkom opterećenju (Slika 4.11). 

Veličina tako nastale cikličke zone plastičnosti može se procijeniti uvrštavanjem 

dvostruke vrijednosti granice tečenja u jednadžbe  i  te tada dobijemo [87] 
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K

r         (ravninsko stanje naprezanja) (4.18)
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odnosno 

2

T

I
p 12

1
'2 











K

r     (ravninsko stanje deformacije). (4.19)

Dobivena ciklička zona plastičnosti manja je od one koja je uzrokovana statičkim 

opterećenjem. 

Slijedom navedenih činjenica, linearno-elastična mehanika loma može se primijeniti i 

na probleme loma zamorom pri rastu pukotine kada materijal pokazuje sklonost određenoj 

plastifikaciji odnosno plastičnoj deformaciji.  

 

4.6 Efekt zatvaranja pukotine pri dinamičkom opterećenju 

Pojavu i važnost zatvaranja pukotine pri dinamičkom opterećenju prvi je uočio Elber 

[24], kako je ranije napomenuto. Smanjenje efektivnog raspona faktora intenziteta naprezanja 

ΔKeff (Slika 4.12) objasnio je kao posljedicu zaostalih naprezanja nastalih zbog pojave zone 

plastične deformacije pri vrhu pukotine i ta se pojava može karakterizirati kao zatvaranje 

pukotine zbog plastičnosti (eng. plasticity-induced crack closure), [79, 87].  

 

 

Slika 4.12 Efektivni raspon faktora intenziteta naprezanja 

 
To otkriće imalo je značajan utjecaj na daljnji razvoj modela rasta pukotine pri 

dinamičkom opterećenju. Od tada do danas, mnogi su autori istraživali tu pojavu te su 

upotrijebili različite izraze za izračun efektivnog raspona faktora intenziteta naprezanja koji 

ovisi o raznim utjecajnim faktorima (Tablica 4.3).  ΔKeff je definiran kao razlika maksimalnog 

faktora intenziteta naprezanja Kmax i faktora intenziteta otvaranja pukotine Kop [87]: 
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opmaxeff KΚK  . (4.20)

Budući da je Kop veći od Kmin, a kao posljedica toga i ΔKeff manji od ΔK, tada je omjer 

zatvaranja pukotine (eng. crack closure ratio)  

R

ΚK

KΚ

KΚ

K

K















1

1 maxop

minmax

opmaxeff . (4.21)

te predstavlja postotak raspona faktora intenziteta naprezanja ΔK za koji je pukotina otvorena. 

Izraz (4.21) pretpostavlja da je omjer zatvaranja pukotine Ω, u slučaju cikličkog opterećenja s 

konstantnom amplitudom, ovisan samo o koeficijentu asimetričnosti ciklusa. Efektivni raspon 

faktora intenziteta naprezanja može se tada izraziti kao 

Pri opterećenju s konstantnom amplitudom, efekt zatvaranja pukotine više je izražen za manje 

vrijednosti koeficijenta asimetričnosti ciklusa R, odnosno izraženiji je s povećanjem 

vrijednosti Kmax. 

 

Tablica 4.3   Neki od modela omjera zatvaranja pukotine u zavisnosti od R [19] 

 MATERIJAL MODEL 

1. 

2024-T3 Al 
Ω = 0,5 + 0,4R   ;   0,1 < R < 0,7 

2. Ω = 0,55 + 0,35R + 0,1R2   ;   –1 < R < 1 

3. 6063-T6 223,035,1
1000

925,55,13







 

 RK
R

 

4. Titanij 






 





max

27,467,16
1

1

1

K

R

R
 

5. Meki čelik Ω = 0,7 + 0,15R(2 + R) 

6. Čelik Ω = 0,75 + 0,25R 

 

Osim o koeficijentu asimetričnosti ciklusa, efekt zatvaranja pukotine ovisi i o 

mnogobrojnim drugim faktorima kao što su debljina ploče, stvaranje oksida na površinama 

pukotine, grubost površine pukotine i slično [79], no te pojave nisu obuhvaćene ovim radom 

pa neće biti detaljnije opisane. 

 

ΚK  eff . (4.22)
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5. Računalna mehanika loma 

 

5.1 Metoda konačnih elemenata (MKE) 

Razvojem računala u drugoj polovici 20. stoljeća sve je češća uporaba računalnih 

metoda u analizi čvrstih tijela, od kojih je danas najraširenija metoda konačnih elemenata.  

 

 

Slika 5.1 Diskretizacija strukture konačnim elementima 

 
Pri rješavanju problema izračuna naprezanja i deformacija čvrstog tijela metodom 

konačnih elemenata, tijelo se dijeli na konačan broj volumena jednostavnih oblika koji su 

međusobno povezani  u čvorovima (Slika 5.1). Ti se volumeni nazivaju konačni elementi. 

Tako diskretiziran sustav, uza zadane rubne uvjete, rješava se izračunavanjem pomaka i sila u 

čvorovima elemenata koristeći pretpostavke mehanike kontinuuma.  

Osnovna jednadžba konačnog elementa je [72]: 

    eee ukf  (5.1)
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gdje je  ef  vektor čvornih sila elementa,  eu  vektor čvornih pomaka elementa i  ek  matrica 

krutosti elementa u lokalnom koordinatnom sustavu.  

Jednadžba konstrukcije je [72]: 

    UKF   (5.2)

pri čemu je  K  globalna matrica krutosti dobivena iz matrica krutosti konačnih elemenata 

prebačenih u globalni koordinatni sustav, F vektor čvornih sila i U vektor pomaka u 

čvorovima konstrukcije. Također je: 

    ekK (5.3)

Sustav linearnih jednadžbi koje se dobiju iz izraza (5.2) rješava se različitim 

numeričkim metodama. 

5.1.1 Čvorni pomaci 

Temelji li se metoda konačnih elemenata na pomacima, može se pisati [72]: 

    Pu   (5.4)

gdje je  u  pomak u polju konačnog elementa,    vektor konstanti (generaliziranih 

koordinata), a  P  matrica polja elementa. 

Za čvorove elementa vrijedi : 

     ke Pu  (5.5)

gdje je  kP  matrica na konturi (ovisi samo o koordinatama čvorova). Polje pomaka u 

elementu sada je: 

    euNu  (5.6)

gdje je  N  interpolacijska matrica. Jednadžba (5.6) tada predstavlja izraz za polje pomaka 

elementa kao funkciju pomaka njegovih čvorova. 

5.1.2 Deformacije 

Polje deformacije je s poljem pomaka povezano kinematičkim jednadžbama. Može se 

pisati: 

    euB  (5.7)
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gdje je    vektor deformacije, a  B  matrica veze deformacija-pomak čiji su elementi 

derivacije matrice  N  po x, y i z koordinatama. 

5.1.3 Naprezanja 

Zakon linearno-elastičnog ponašanja materijala u tenzorskom zapisu možemo pisati kao 

     D  (5.8)

gdje je    matrica  tenzora naprezanja, a  D  matrica koja sadrži članove ovisne o 

mehaničkim svojstvima materijala. Uvrštavanjem jednadžbe (5.7) u jednadžbu (5.8) 

dobivamo 

     euBD      euBD . (5.9)

 

5.1.4 Matrica krutosti konačnog elementa  

Matrica krutosti konačnog elementa određena je  izrazom: 

      
V

dVBDBk Te  (5.10)

pri čemu se sve vrijednosti navedene u izrazu (5.10) odnose na razmatrani konačni element. 

 

Slika 5.2 Dvodimenzijski konačni elementi korišteni u izradi ovog radu  

a) konačni element s 4 čvora  

b) konačni element s 8 čvorova  

c) konačni element s 8 čvorova i simuliranom singularnošću 
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Za potrebe ovog rada korištena je dvodimenzijska konačnoelementna analiza. 

Usporedba faktora intenziteta naprezanja izračunatih metodom virtualnog zatvaranja pukotine 

dana je za rezultate dobivene iz MKE modela s elementima s 4 čvora, 8 čvorova te za 

posebno modificirane elemente s 8 čvorova koji daju r1  singularnost deformacije i 

naprezanja u vrhu pukotine (Slika 5.2). 

 

5.2 Određivanje faktora intenziteta naprezanja K temeljem MKE 

analize 

Metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja koja je najčešće implementirana u 

moderne MKE softvere zasniva se na metodi koju su postavili Paris i Sih [65]. Faktor 

intenziteta naprezanja određuje se iz pomaka čvorova na površini oko vrha pukotine, gdje su 

pomaci čvorova u blizini vrha pukotine u linearno-elastičnom tijelu (stanju) [3] 

     r
rKrK

u O
2

3
sin

2
sin32

242

3
cos

2
cos12

24
III 



 



 







 (5.11)

     r
rKrK

v O
2

3
cos

2
cos32

242

3
sin

2
sin12

24
III 



 



 







 (5.12)

 r
rK

w O
2

sin
24

III 



 (5.13)

pri čemu su u, v i w pomaci čvorova u lokalnom Kartezijevu sustavu, r i θ koordinate u 

lokalnom polarnom sustavu, µ modul smicanja(Laméova konstantra), ν Poissonov koeficijent, 

O(r) članovi višeg reda, a κ koeficijent ovisan o stanju deformacije te za ravninsko stanje 

deformacije iznosi 

 43  (5.14)

a za ravninsko stanje naprezanja 








1

43
 (5.15)

Za θ = ±180° i bez članova višeg reda imamo [96] 

 


 1
22

II rK
u , (5.16)
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 1
22

I rK
v , (5.17)

 2

2 III rK
w  . (5.18)

 

 

Slika 5.3 Relativni pomaci površina pri otvaranju pukotine 

 

Za dvodimenzijsku MKE analizu imamo samo pomake u smjeru x i y osi (Slika 5.3) te 

izraze za faktore intenziteta naprezanja za I. i II. oblik otvaranja pukotine možemo dobiti iz 

izraza (5.16) i (5.17) kao 

r

v
K








1

2I          (5.19)

i 

r

u
K








1

2II . (5.20)

U izrazima (5.19) i (5.20) veličine Δu i Δv predstavljaju relativne pomake jedne površine 

pukotine u odnosu na drugu (Slika 5.3). 

Problem s upravo opisanom metodom Parisa i Siha jest u tome, što, dobivanje točne 

vrijednosti faktora intenziteta naprezanja, zahtijeva uporabu posebnih konačnih elemenata s 8 
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čvorova posebno modificiranih da simuliraju singularnost naprezanja (Slika 5.4 i Slika 5.6). 

Takvi elementi nisu podržani u većini jeftinijih programa za MKE analizu, te je upravo ta 

činjenica bila jedna od glavnih motiva u izradi ovog rada, odnosno u izradi programa koji bi 

računao vrijednost parametra loma iz MKE modela koji ne uključuje posebne tipove 

elemenata.   

 

t/4

t

t/2 t/2

1

2

3
4 5

6

7

8

3 4 5

6

71

2

8

1,2,3
4 5

6

7

8

 

Slika 5.4 Modificirani dvodimenzijski konačni element 

 

 

Slika 5.5 Uporaba modificiranog konačnog elementa pri omrežavanju vrha pukotine  

 

5.2.1 Određivanje  faktora intenziteta naprezanja pomoću metode virtualnog 

zatvaranja pukotine 

Prema (3.3) i (3.4) promjena energije prirastom  pukotine  za duljinu da (Slika 5.6) 

može se pisati kao 
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aB

W

A

W
G









 potpot

 (5.21)

pot

1
W

aB
G 


 . (5.22)

Za određivanje vrijednosti promjene energije deformiranja mogu se koristiti metode 

zasnovane na analizi metodom konačnih elemenata uz konačno produljenje pukotine za 

duljinu Δa. 

 

 

Slika 5.6 Prirast pukotine za duljinu da 

 

5.2.2 Metoda zatvaranja pukotine 

 

 

Slika 5.7 Metoda zatvaranja pukotine 
 

Određivanje promjene energije deformiranja metodom zatvaranja pukotine (eng. crack 

closure model, CCM), a pri produljenju pukotine za konačnu veličinu Δa, obavlja se pomoću 

rezultata dviju MKE analiza. Prva MKE analiza obavlja se na modelu pukotine početne 
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duljine a, a druga MKE analiza na modelu te iste pukotine produljene za konačno produljenje 

Δa na duljinu a+Δa. (Slika 5.7).  

Tada, za pukotinu modeliranu dvodimenzijskim konačnim elementima s 4 čvora, 

energija, odnosno rad, potreban  za zatvaranje pukotine između točaka A i B iznosi [46] 

 AyAAxA2

1
vFuFW   (5.23)

gdje su FxA i FyA smična sila i sila otvaranja pukotine dobivene u vrhu pukotine A za prvu 

MKE analizu, a ΔuA i ΔvA odgovarajući pomaci novostvorene površine pukotine na poziciji 

točke A u drugoj analizi. Iz toga se promjena energije deformiranja prema jednadžbama 

(5.21) i (5.22) može izraziti kao 

aB

W

A

W
G








  (5.24)

pri čemu je ΔA novostvorena površina pukotine, Δa konačno produljenje pukotine, a B 

debljina konačnog elementa. 

Iz promjene energije deformiranja tada se jednadžbama (3.20) do (3.25) mogu dobiti 

vrijednosti pripadajućih faktora intenziteta naprezanja. 

Nedostatak je te metode što su nam za izračun jednog parametra rasta pukotine potrebne 

dvije konačnoelementne analize te je zbog te činjenice metoda računalno zahtjevna, posebno 

ako se uzme u obzir da za dobivanje točnih rezultata trebamo relativno gustu mrežu konačnih 

elemenata. 

 

5.2.3 Dvodimenzijska formulacija metode virtualnog zatvaranja pukotine (VCCT) i 

njena primjena na MKE analizi 

Na osnovu prije spomenute pretpostavke da je energija koja se "potroši" na otvaranje 

pukotine između točaka A i B  jednaka energiji potrebnoj da bi se ta ista pukotina zatvorila 

između te dvije pozicije i na osnovu sličnosti konačnoelementnih modela koji se koriste u oba 

koraka, potrebne čvorne sile i pomaci mogu se dobiti iz jedne MKE analize. 

Možemo zaključiti da su pukotine u 1. i 2. analizi dovoljno slične da smična sila i sila 

otvaranja pukotine u točki A imaju vrijednosti istovjetne onima u točki B za drugu analizu, te 

da na taj način iz jedne analize možemo dobiti sve potrebne veličine (Slika 5.8). 

Prema Slici 5.8, komponente promjene energije deformiranja GI i GII za element s 4 

čvora možemo izračunati iz izraza [45]  
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  AyBA'AyBI 2

1

2

1
vF

aB
vvF

aB
G 





  (5.25)

i 

  AxBA'AxBII 2

1

2

1
uF

aB
uuF

aB
G 





 . (5.26)

gdje je Δa veličina elementa na fronti pukotine, B debljina elementa, xBF  i yBF  čvorne sile u 

vrhu pukotine, Au  i Av  pomaci čvorova na gornjoj površini pukotine, a A'u  i A'v  pomaci 

čvorova na donjoj površini pukotine. 

 

Slika 5.8 Veličine za izračun promjene energije deformiranja pomoću dvodimenzijske analize  

               MKE i metode virtualnog zatvaranje pukotine – elementi s 4 čvora 

 

Metodu su prvi put u svom radu primijenili Rybicki i Kanninen [75], a Raju [69] je 

dodatno potvrdio teoriju. Jednadžbe (5.25) i (5.26) vrijede za ravninsko stanje naprezanja, dok 

za ravninsko stanje deformacije konačni elementi imaju širinu od B = 1 te se spomenute 

jednadžbe tada mogu pisati kao 

AyBI 2

1
vF

a
G 


  (5.27)

i 
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AxBII 2

1
uF

a
G 


 . (5.28)

 

 

Slika 5.9 Veličine za izračun promjene energije deformiranja pomoću dvodimenzijske analize  

               MKE i metode virtualnog zatvaranje pukotine – elementi s 8 čvorova 

 

Kod konačnih elemenata s 8 čvorova imamo dodatni čvor na površini pukotine odnosno 

na sredini stranice konačnog elementa (Slika 5.9) i promjenu energije deformiranja za takav 

model možemo dobiti iz jednadžbi [46] 

      MyNAyBM'MyNA'AyBI 2

1

2

1
vFvF

aB
vvFvvF

aB
G 





  (5.29)

      MxNAxBM'MxNA'AxBII 2

1

2

1
uFuF

aB
uuFuuF

aB
G 





  

(5.30)

 

gdje su FxN i FyN sile u čvoru ispred vrha pukotine, Mv  i Mu  pomaci čvorova na gornjoj 

površini pukotine, a M'v  i M'u  pomaci čvorova  na donjoj površini pukotine. 

Ovdje izložena metoda izračuna promjene energije deformiranja ne zahtijeva nikakvu 

posebnu vrstu konačnih elemenata te se na osnovu ovih izračuna iz jednostavnih MKE 

modela može dobiti rješenje za faktor intenziteta naprezanja.  
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Iako posebni elementi nisu potrebni za točan izračun faktora intenziteta naprezanja, 

jednadžbe (5.29) i (5.30) mogu se koristiti i s elementima s modeliranom singularnošću  

(Slika 5.2 c) i Slika 5.10) [70]. 

U ovom radu korišteni su svi ovdje spomenuti elementi te su uspoređena rješenja 

dobivena s raznim tipovima elemenata. 

 

 

Slika 5.10 Veličine za izračun promjene energije deformiranja pomoću dvodimenzijske 

analize MKE i metode virtualnog zatvaranje pukotine – elementi s 8 čvorova,  

modelirana singularnost  
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6. Računalna simulacija rasta pukotine 

 

6.1 Opis programa VC-CGrow i pomoćne APDL skripte 

6.1.1 Opis glavnog programa 

U  ovom je radu izrađen program VC-CGrow (Slika 6.1) kojim se može vršiti izračun 

propagacije pukotine podvrgnute dinamički promjenjivom opterećenju rabeći pritom rezultate 

konačnoelementne analize za izračun faktora intenziteta naprezanja K. Program je izrađen u 

programskom paketu MATLAB.  

Program za ulazne podatke uzima rezultate čvornih sila i pomaka dobivenih linearno-

elastičnom MKE analizom, iz kojih metodom virtualnog zatvaranja pukotine (eng. Virtual 

crack closure technique, VCCT) računa faktore intenziteta naprezanja K za određene 

kombinacije duljine pukotine i nominalnog opterećenja te formira matricu rješenja faktora 

intenziteta naprezanja K u ovisnosti o duljini pukotine i nominalnog opterećenja. Ta matrica 

se prilikom izračuna propagacije pukotine koristi za dobivanje rješenja faktora intenziteta 

naprezanja K za opterećenje u trenutnom ciklusu, odnosno pripadajućeg raspona faktora 

intenziteta naprezanja ΔK. Program u ovisnosti o tome je li MKE analiza obavljena za 

ravninsko stanje naprezanja ili ravninsko stanje deformacije, sam odabire način izračuna 

faktora intenziteta naprezanja K, a prema izrazima (3.23) i (3.25) (Slika 6.2). 

Program je u mogućnosti koristiti složenu povijest opterećenja sa različitim rasponima 

opterećenja i faktorima asimetrije ciklusa. Pri učitavanju podataka o povijesti opterećenja 

program filtrira samo relevantne vrhove i dolove opterećenja, odnosno odbacuje suvišne 

podatke o malim fluktuacijama opterećenja i u obzir uzima samo globalne fluktuacije 
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opterećenja koje imaju značajan utjecaj na trajnost elementa. Na osnovu tako dobivene 

povijesti opterećenja program računa amplitudu i srednju vrijednost opterećenja, te na osnovi 

tih vrijednosti dobiva minimalno i maksimalno opterećenje za svaki ciklus pojedinačno, kao i 

pripadajuću vrijednost faktora asimetrije ciklusa R. 

 

 

Slika 6.1 Glavni blok dijagram programa VC-CGrow 

 

Pri izračunu brzine propagacije pukotine, program na osnovi podataka o minimalnom i 

maksimalnom opterećenju u trenutnom ciklusu izračunava minimalnu i maksimalnu 

vrijednost faktora intenziteta naprezanja K na osnovi rješenja dobivenih iz MKE analize, te iz 

tih rješenja izračunava raspon faktora intenziteta naprezanja ΔK. Tako izračunati raspon 
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faktora intenziteta naprezanja ΔK program koristi u Formanovoj formulaciji za izračun 

trenutne brzine propagacije pukotine te na osnovi toga računa prirast pukotine za trenutni 

ciklus. Na osnovi tog prirasta, metodom direktnog sumiranja, izračunava se duljina pukotine u 

sljedećem ciklusu opterećenja te se cijeli proces ponavlja do pojave nestabilnog rasta pukotine 

(Slika 6.3). 

 ijijxijijyij uFvF
Ba

G 



2

1

EE *  2

*
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E
E

*EGK ijij 

 

Slika 6.2 Subrutina za izračun faktora intenziteta naprezanja u ovisnosti o duljini pukotine i  

               opterećenju 

 

Program simulira i efekt srednjeg naprezanja, kako kod rasta pukotine tako i kod 

promjene vrijednosti minimalnog propagacijskog raspona faktora intenziteta naprezanja 

ΔKthR, kojeg računa prema jednadžbi (4.10) . Za izračun minimalnog propagacijskog faktora 

intenziteta naprezanja ΔKthR za trenutnu vrijednost faktora asimetrije ciklusa R, program mora 

imati dostupnu vrijednost istog za R = 0. 
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Interpolacija Kmin i Kmax 

za i-ti ciklus

Izračun raspona
ΔK za i-ti ciklus

ΔK >ΔKthR

Izračun prirasta 
pukotine da za

i-ti ciklus

ΔK < KC

DA

DA

NE

NE

Početna duljina pukotine, 
a0

Nova duljina pukotine
ai+1 = ai+dai 

Matrica rješenja faktora 
intenziteta naprezanja

Podaci o materijalu i 
geometriji

Podaci o 
opterećenju

Izlaz

  

Slika 6.3 Subrutina za izračun rasta (propagacije) pukotine 

 

Također, u program su ugrađena ograničenja koja služe za provjeru da li će uopće doći 

do propagacije pukotine u pojedinom ciklusu, u slučaju da je raspon faktora intenziteta 

naprezanja ΔK manji od minimalnog propagacijskog faktora intenziteta naprezanja ΔKthR za 

trenutnu vrijednost faktora asimetrije ciklusa R,  ili će možda doći do nestabilnog rasta 

pukotine već u prvom ciklusu, u slučaju da je raspon faktora intenziteta naprezanja ΔK za 

zadano opterećenje veći od kritičnog faktora intenziteta naprezanja Kc. 

 Ukoliko kritični faktor intenziteta naprezanja za stanje ravninskog naprezanja Kc za 

simulirani primjer elementa s pukotinom nije dostupan, program isti izračunava u zavisnosti o 

debljini stjenke i vrijednosti lomne žilavosti KIc, a na osnovi izraza (3.36) ili (3.37) . 
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Dobivene rezultate rasta pukotine u zavisnosti od broja ciklusa, prirast pukotine za svaki 

ciklus, kao i sve korištene ulazne i ostale izračunate vrijednosti program snima u tekstualne 

datoteke, te izravno u uređenu Excel datoteku radi lakše daljnje obrade dobivenih rezultata. 

 

6.1.2 Pomoćna APDL skripta 

Kao pomoćni potprogram izrađena je APDL skripta za program ANSYS (Slika 6.4) 

zbog  lakšeg i bržeg dobivanja rezultata MKE analiza te lakšeg formiranja ulazne datoteke za 

program VC-CGrow. 

Skripta je u mogućnosti obavljati automatizirane izračune većeg broja MKE modela, uz 

promjene ključnih parametara kao što su opterećenje i duljina pukotine. Skripta automatski 

vrši izračune za definirane kombinacije duljine pukotine i opterećenja, počevši od početne 

duljine pukotine a0 i početnog opterećenja, pa do njihovih maksimalnih vrijednosti koje 

definira korisnik. 

Skripta je napisana na takav način da omogućava jednostavnu promjenu tipa konačnog 

elementa koji će se koristiti u konačnoelementnoj analizi. Također, promjenom jednog 

parametra moguće je uključivanje automatske modifikacije konačnog elementa uz vrh 

pukotine u konačni element sa simulacijom singularnosti polja deformacije i naprezanja (Slika 

5.10). Osim promjene tipa elementa i analiziranog stanja naprezanja, na jednostavan je način 

moguće promijeniti i veličinu konačnog elementa, odnosno veličinu koraka pukotine rasta 

pukotine, uz pomoć koje se onda kasnije automatski generira konačnoelementna mreža 

modela. Od ulaznih parametara skripte, treba još spomenuti mogućnost promjene podataka o 

materijalu, kao što su Youngov modul elastičnosti i Poissonov koeficijent, te promjenu 

podataka o osnovnim geometrijskim parametrima analizirane geometrije modela, kao što je 

npr. debljina i širina ploče i sl. 

Na kraju svake pojedinačne MKE analize skripta očitava podatke o čvornim silama i 

čvornim pomacima relevantnih čvorova pukotine za trenutnu kombinaciju duljine pukotine i 

opterećenja te ih sprema u posebno formiranu matricu rješenja i pokreće sljedeću analizu u 

petlji.  

Nakon što se izvrše sve MKE analize, matrica s rješenjima čvornih sila i pomaka se 

zapisuje u posebno formatiranu datoteku s rezultatima koja kasnije služi kao jedna od ulaznih 

datoteka za program VC-CGrow. Program u datoteku zapisuje i sve postavke analiza te 

karakteristike korištenog materijala i konačnih elemenata. 
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Slika 6.4 Blok dijagram APDL skripte
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7. Rezultati 

 

7.1 Rješenja faktora intenziteta naprezanja K pomoću metode 

virtualnog zatvaranja pukotine 

U ovom radu je za simuliranje rasta pukotine korištena vrijednost faktora intenziteta 

naprezanja K dobivena iz MKE analize metodom virtualnog zatvaranja pukotine. Da bi se 

procijenila točnost metode, izvršeno je nekoliko analiza točnosti dobivenih rješenja. Analize 

su provedene za sve tipove geometrije koja je korištena kasnije za predviđanje trajnosti 

konstrukcijskog elementa, a uključuju ploču s pukotinom na jednom rubu, ploču s centralnom 

pukotinom te standardni C(T) uzorak. Rezultati su uspoređeni s teorijskim rješenjima prema 

Irwinu i Feddersonu u slučaju ploče s pukotinom na jednom rubu i  ploče s centralnom 

pukotinom  (Tablica 3.1), odnosno s rješenjem danim u standardu ASTM E647 [6] u slučaju 

C(T) uzorka. Dobiveni rezultati su pokazali dobru podudarnost sa spomenutim teoretskim 

rješenjima. 

 

7.1.1 Vlačno opterećena ploča s pukotinom na jednom rubu 

U svrhu procjene točnosti izračuna faktora intenziteta naprezanja K metodom virtualnog 

zatvaranja pukotine prvo je izvršena evaluacija na primjeru ploče s pukotinom na jednom 

rubu (Slika 7.1). Izvršena je evaluacija rezultata s obzirom na duljinu pukotine, razinu 

opterećenja, tip korištenog konačnog elementa te veličinu konačnog elementa. 
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Za prvu je evaluaciju uzet primjer čelične ploče, debljine B = 3 mm, širine w = 50 mm i 

početne duljine pukotine a0 = 4 mm. U MKE analizi su korišteni podaci za čelik 18G2A 

(Tablica 7.2 i Tablica7.4). 

 

 

Slika 7.1 Vlačno opterećena ploča s pukotinom na jednom rubu 

 

Prikazana su rješenja faktora intenziteta naprezanja K za  relativnu duljinu pukotine a/w 

od 0,08 do 0,68, za dvije razine nominalnog naprezanja od 100 i 200 MPa (Slika 7.2). VCCT 

metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja s primjenom konačnih  elemenata s 4 i 8 

čvorova, pokazala je dobru podudarnost rješenja s teoretskim rješenjem dobivenih prema 

Irwinovoj relaciji. Modifikacija elemenata u vrhu pukotine radi simulacije singularnosti 

pokazala se kao nepotrebna, budući da je MKE analiza s tom vrstom elemenata davala čak i 

lošije rezultate od MKE analiza s običnim elementima s 4 i 8 čvorova. Primjena običnih 

dvodimenzijskih konačnih elemenata s 4 i 8 čvorova pokazala se adekvatnom za primjenu pri 

izračunu faktora intenziteta naprezanja K, s tim da je model s elementima s 8 čvorova dao 

nešto točnije rezultate (Slika 7.3). Točnost rješenja, u području gdje je relativna duljina 

pukotine veća od približno 0,7, naglo opada zbog utjecaja ruba ploče na rješenja. Međutim, to 

je područje u kojemu i Parisova i Sihova metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja iz 

MKE modela često ne daje pouzdane rezultate zbog ograničenosti fizičkog smještaja 

specijalnih elemenata u preostali materijal ploče. 
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Slika 7.2 Utjecaj tipa elementa na izračunati faktor intenziteta naprezanja za ploču s   

                pukotinom na jednom rubu 
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Slika 7.3 Odstupanje faktora intenziteta naprezanja izračunatog VCCT metodom u odnosu na 

Irwinovo rješenje za vlačno opterećenu ploču s pukotinom na jednom rubu 

 

Utjecaj veličine konačnog elementa na točnost rješenja prikazan je na Slici 7.4. Čak i 

relativno gruba numerička mreža s konačnim elementima veličine 5x5 mm daje dovoljno 

dobra rješenja. Međutim, kao optimalno rješenje pokazalo se koristiti konačne elemente 

veličine 2 mm. Korištenje finije konačnoelementne mreže ne donosi značajno poboljšanje u 

rezultatima, a pridonosi značajnom povećanju potrebe za raspoloživim računalnim resursima, 

a time i značajno duljem vremenu izračuna. 

 

 

Slika 7.4 Utjecaj veličine elementa na točnost izračuna faktora intenziteta naprezanja kod 2D 

elementa s 8 čvorova za vlačno opterećenu ploču s pukotinom na jednom rubu 
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7.1.2 Vlačno opterećena ploča s centralnom pukotinom 

Za drugu evaluaciju točnosti izračuna faktora intenziteta naprezanja K metodom 

virtualnog zatvaranja pukotine korištena je geometrija ploče s centralnom pukotinom (Slika 

7.5). Evaluacija dobivenih rezultata također je izvršena s obzirom na duljinu pukotine, razinu 

opterećenja, tip korištenog konačnog elementa te veličinu konačnog elementa. Korištena je 

geometrija čelične ploče debljine B = 4 mm, širine w = 80 mm i početne duljine pukotine  

2a0 = 20 mm. Korišteni materijal je također čelik 18G2A (Tablica 7.2 i Tablica 7.4). 

 

           

Slika 7.5 Vlačno opterećena ploča s centralnom pukotinom 

 

Na Slici 7.6 prikazana su rješenja faktora intenziteta naprezanja K za  relativnu duljinu 

centralne pukotine 2a/w od 0,25 do 0,9, za razinu nominalnog naprezanja od 80 MPa.  

VCCT metoda određivanja faktora intenziteta naprezanja s primjenom konačnih  

elemenata s 4 i 8 čvorova, pokazala je dobru podudarnost rješenja s teoretskim rješenjem 

dobivenih prema Irwinovoj relaciji, a izvrsnu podudarsnost s rješenjem dobivenim prema 

Feddersenovoj relaciji . Modifikacija elemenata u vrhu pukotine radi simulacije singularnosti 

i ovdje se pokazala kao nepotrebna, budući da je MKE analiza s tom vrstom elemenata davala 

lošije rezultate od MKE analiza s običnim elementima s 4 i 8 čvorova, uz znatno veće 

 



 S. Kršćanski – Doktorska disertacija: Analiza uvjeta nastanka pukotina i model procjene vijeka trajanja konstrukcija 

73 

 

 

Slika 7.6 Utjecaj tipa elementa na izračunati faktor intenziteta naprezanja za ploču s                

centralnom pukotinom 
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odstupanje od teorijskih rješenja (Slika 7.7 i Slika 7.8). Primjena običnih dvodimenzijskih 

konačnih elemenata s 4 i 8 čvorova i na ovom se primjeru pokazala adekvatnom za primjenu 

pri izračunu faktora intenziteta naprezanja K, s time da su ovdje elemenati s 4 čvorova dali 

bolje rezultate u usporedbi s rješenjem prema Irwinovoj teoriji (Slika 7.7), dok su u usporedbi 

s rješenjem prema Feddersonovoj teoriji bolje rezultate dali elementi s 8 čvorova (Slika 7.8). 

Točnost rješenja u usporedbi s rješenjem prema Irwinovoj teoriji i ovdje opada s povećanjem 

duljine pukotine, ali ne u tolikoj mjeri kao kod primjera s vlačno opterećenom pločom s 

pukotinom na jednom rubu. Ukoliko rješenja faktora intenziteta naprezanja K dobivena 

metodom virtualnog zatvaranja pukotine usporedimo s rješenjem dobivenim prema 

Feddersonovoj teoriji, vidljivo je izvrsno poklapanje dobivenih rezultata s teoretskim 

rješenjima za cijeli promatrani raspon relativne duljine pukotine, uz odstupanje manje od 2% 

u slučaju uporabe elemenata s 8 čvorova. 

 

 

 

 

Slika 7.7 Odstupanje faktora intenziteta naprezanja izračunatog VCCT metodom u odnosu na  

Irwinovo rješenje za vlačno opterećenu ploču s centralnom pukotinom 
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Slika 7.8 Odstupanje faktora intenziteta naprezanja izračunatog VCCT metodom u odnosu na 

Feddersonovo rješenje za vlačno opterećenu ploču s centralnom pukotinom 

 
Utjecaj veličine konačnog elementa na točnost rješenja faktora intenziteta naprezanja K 

kod vlačno opterećene ploče s centralnom pukotinom prikazan je na Slici 7.9. I ovdje čak i 

relativno gruba numerička mreža s konačnim elementima veličine 4×4 mm daje dovoljno 

dobra rješenja. I ovdje se, kao i kod prošlog primjera, kao najbolje rješenje pokazalo koristiti 

konačne elemente veličine 1 ili 2 mm, dok finija konačnoelementna mreža ne daje bolje 

rezultate, a pridonosi značajnom povećanju potrebe za raspoloživim računalnim resursima. 

 

 

Slika 7.9 Utjecaj veličine elementa na točnost izračuna faktora intenziteta naprezanja kod 2D 

elementa s 8 čvorova za vlačno opterećenu ploču s centralnom pukotinom 
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7.1.3 Ekscentrično opterećenje - C(T) uzorak 

Za treću evaluaciju točnosti izračuna faktora intenziteta naprezanja K metodom 

virtualnog zatvaranja pukotine korištena je geometrija C(T) uzorka prema standardu ASTM 

E647–00 (Slika 7.10). Evaluacija dobivenih rezultata je, kao i u prethodna dva slučaja, 

izvršena s obzirom na duljinu pukotine, razinu opterećenja, tip korištenog konačnog elementa 

te veličinu konačnog elementa. Korištena je geometrija uzorka debljine B = 12,5 mm, širine 

w = 50 mm i početne duljine pukotine a0 = 12,5 mm. Korišteni materijal je čelik ASTM A516 

Grade 70 s modulom elastičnosti E = 210 GPa i Poissonovim koeficijentom ν = 0,3 (Tablica 

7.5). 

 

 

Slika 7.10 C(T) uzorak prema ASTM E647 [6] korišten za evaluaciju rezultata izračuna 

faktora intenziteta naprezanja 

 

Na slici 7.11. prikazani su rezultati dobiveni primjenom 2D konačnih  elemenata s 4 i 8 

čvorova. Prikazana su rješenja faktora intenziteta naprezanja K za relativnu duljinu pukotine 

a/w od 0,25 do 0,9 uz silu opterećenja od 10kN i uspoređena sa rješenjem dobivenim prema 

izrazu iz standarda ASTM E647–00 [6]. 
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Budući da se primjena elemenata modificiranih za simulaciju singularnosti u prijašnjim 

primjerima pokazala nepotrebnom, u ovom primjeru nije izvršena analiza primjenom tih 

elemenata. 

 

Slika 7.11 Utjecaj tipa elementa na izračunati faktor intenziteta naprezanja za C(T) uzorak 

 

Dobivena rješenja pokazala su izvrsnu podudarnost s teoretskim rješenjem iz standarda. 

Primjena običnih dvodimenzijskih konačnih elemenata s 4 i 8 čvorova i ovdje se pokazala 

adekvatnom za primjenu pri izračunu faktora intenziteta naprezanja K. Za većinu raspona 

relativne duljine pukotine odstupanje rješenja dobivenog metodom virtualnog zatvaranja 
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pukotine od rješenja dobivenog izrazom iz standarda je ispod 4% za elemente s 4 čvora, 

odnosno ispod 3% za elemente s 8 čvorova (Slika 7.12).  

 

 

Slika 7.12 Odstupanje faktora intenziteta naprezanja izračunatog VCCT metodom u odnosu 

na standardno rješenje za C(T) uzorak prema ASTM E647 

 

 

 

Slika 7.13 Utjecaj veličine elementa na točnost izračuna faktora intenziteta naprezanja kod 

2D elementa s 8 čvorova za standardni C(T) uzorak 
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Budući da je MKE model modeliran elementima s 8 čvorova dao rezultate koji manje 

odstupaju od rješenja iz standarda nego model modeliran elementima s 4 čvora, zaključak je 

da je pri izračunu faktora intenziteta naprezanja K metodom virtualnog zatvaranja pukotine 

preporučljivo korištenje upravo takvih elemenata. 

Utjecaj veličine konačnog elementa na točnost rješenja faktora intenziteta naprezanja K 

kod kod C(T) uzorka prikazan je na Slici 7.13. I u ovom primjeru se pokazalo da čak i 

relativno gruba numerička mreža s konačnim elementima veličine 4×4 mm daje relativno 

dobra rješenja, pogotovo za relativne duljine pukotina manje od 0,7. I ovdje se, kao i kod 

prošla dva primjera, kao najbolje rješenje pokazalo koristiti konačne elemente veličine 2 mm i 

manje. Preporučljiva je uporaba konačnih elemenata veličine ne manjih od 1×1 mm budući da 

finija konačnoelementna mreža ne daje značajno bolje rezultate te samim time nepotrebno 

povećava potrebe za raspoloživim računalnim resursima. 

 

7.2 Procjena trajnosti konstrukcijskog elementa temeljem praćenja 

propagacije pukotine – podaci i primjeri  

Trajnost se konstrukcijskog elementa prati, odnosno određuje, metodom virtualnog 

zatvaranja pukotine kojom se, uz uporabu konačnoelementne analize, dobiva vrijednost 

faktora intenziteta naprezanja za opterećenja u trenutnom ciklusu, te se na osnovu tih 

vrijednosti izračunava raspon faktora intenziteta naprezanja, uporabom kojega se izračunava 

trajnost elementa Formanovim modelom. 

 

7.2.1 Podaci 

Za evaluaciju dobivenih rješenja trajnosti elementa s pukotinom korišteni su 

eksperimentalni podaci iz rada Mohanty, J.R. et al. [56], Skorupa, M. i Skorupa, A. [86] te 

Sarzosa, D.F.B. et al. [77]. Analizirana su dva slučaja ploče s pukotinom na jednom rubu [56], 

te standardni M(T) i C(T) uzorak prema ASTM E647-00 [6,86] (Slika 7.14, Slika 7.15 i Slika 

7.16). Podaci za materijal, geometriju i opterećenje nalaze se u Tablicama 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 

7.5, 7.6 i 7.7. 
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Slika 7.14 Dimenzije uzorka s pukotinom za primjere 1 i 2 [56] 

 

 

 

Slika 7.15 Dimenzije M(T) uzorka za primjer 3 i 5 [86] 
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Slika 7.16 Dimenzije C(T) epruvete korištene za primjer 4 [77] 

 

Tablica 7.1   Kemijski sastav korištenih aluminijskih legura [21, 56] 

MATERIJAL Al (%) Cu (%) Mg (%) Mn (%) Fe (%) Si (%) Zn (%) Cr (%) 
Ostalo 

(%) 

2024-T3 
90,7-
94,7 

3,8-4,9 1,2-1,8 0,3-0,9 0,5 0,5 0,25 0,1 0,15 

7020-T7 93,13 0,05 1,2 0,43 0,37 0,22 4,6 – – 

 

Tablica 7.2   Kemijski sastav čelika u primjerima  [77, 86] 

MATERIJAL C (%) Mn (%) Si (%) P (%) S (%) Cu (%) Cr (%) Ni (%) 

18G2A 0,164 0,93 0,007 0,008 0,006 0,009 0,005 0,005 

A516 Gr70 0,27-0,31 0,79-1,3 0,13-0,45 max. 0,035 
max. 
0,035 

– – – 

17-4PH (H1025) max. 0,07 max. 1,0 max. 1,0 max. 0,04 max 0,03 3,0-5,0 15,0-17,5 3,0-5,0 

 

Tablica 7.3   Kemijski sastav legure Inconel 718 (ASTM B670) 

INCONEL 718 
(ASTM B670) 

Ni (%) Cr (%) 
Nb+Ta 

(%) 
Mo (%) Ti (%) Al (%) Co (%) C (%) 

50-55 17-21 4,75-5,5 2,8-3,3 0,65-1,15 0,2-0,8 max. 1,0 max. 0,08 

Mn (%) Si (%) P (%) S (%) Cu (%) B (%) Fe (%) 
Ostalo 

(%) 

max. 0,3 max. 0,35 
max. 
0,015 

max. 0,015 max. 0,3 
max. 
0,006 

ostatak – 
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Tablica 7.4   Karakteristike materijala korištenih za analizu propagacije pukotine u 
primjerima 1,2 i 3  [56, 86] 

MATERIJAL 
Vlačna 
čvrstoća, 

MPa 

Granica 
tečenja, 

MPa 

Modul 
elastičnosti, 

GPa 

Poissonov 
koef. 

Lomna 
žilavost, 

mMPa  

Konstante 
Formanove 
jednadžbe 

CF  mF 
Primjer 1 2024-T3 469 324 73,1 0,33 37 1·10-5 3,2094 
Primjer 2 7020-T7 352,14 314,7 70 0,33 50,12 1,33·10-5 3,1954 

Primjer 3 18G2A 540 398 210 0,3 68* 
2,23·10-6 

** 
3,073 

** 
*procijenjeno temeljem vrijednosti minimalnog udarnog rada loma za čelik S355(18G2A) kod 20°C, navedene u  
  EN 10025–2:2004 
**iz eksperimentalnih podataka u [86] 

 

 

Tablica 7.5   Karakteristike materijala korištenih za analizu propagacije pukotine u 
primjerima 4 i 5 [21, 26, 77] 

MATERIJAL 
Vlačna 
čvrstoća, 

MPa 

Granica 
tečenja, 

MPa 

Modul 
elastičnosti, 

GPa 

Poissonov 
koef. 

Lomna 
žilavost, 

mMPa  

Konstante Formanove 
jednadžbe 

CF  mF 

Primjer 4 
A516 
Gr 70 

bez 
zavara 526 351 

210 0,3 
- - - 

sa 
zavarom 580 511 91* 5,31·10-7 ** 3,256 **

Primjer 5 
17-4PH 
(H1025)*** 

- 1145 196 0,272 60 1,4·10-6 2,65 

Inconel 718*** - 1172 200 0,29 132 4,29·10-6 2,79 
*približna vrijednost prema CVN za 20°C 
**iz eksperimentalnih podataka u [77] 
***podaci iz [21] i [26] 

 

 

Tablica 7.6 Geometrija i opterećenje ploče za  primjere 1, 2 i 4 [56, 77] 

Primjer a0, mm Fmax, kN Fmin, kN R 
1 17,75 7,2 0,72 0,1 
2 18,3 8,89 0,89 0,1 
4 12,7 7,061 0,7061 0,1 

 

 

Tablica 7.7 Geometrija i opterećenje ploče za  primjere 3 i 5 [86] 

Primjer a0, mm σmax, MPa σmin, MPa R 

3 10 
94,12 14,12 0,15 
160 80 0,5 

5 12,5 50 5 0,1 
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7.2.2 Primjeri 

 

Primjer 1.  

Prvi primjer je ploča s pukotinom inicijalne duljine a0 = 17,75 mm (Slika 7.18 i Slika 

7.21). MKE model je izrađen korištenjem simetrije da bi se smanjili potrebni računalni resursi 

za analizu (Slika 7.17). MKE model je mapirano omrežen elementima 2×2 mm oko vrha 

pukotine, dok je ostatak geometrije omrežen numeričkom mrežom sa krupnijim elementima 

(Slika 7.18). 

 

Slika 7.17 Geometrija MKE modela za primjer 1 i 2 

 

Prema eksperimentu, predviđena duljina pukotine pri pojavi nestabilnog loma je  

af = 34 mm, a VC-CGrow je predvidio nastupanje nestabilnog loma pri duljini od 34,8 mm. 

Također, izračunato je da će do pucanja doći nakon 125626 ciklusa, dok je rezultat iz 

eksperimenta [56] 125088 ciklusa. Dakle, možemo zaključiti da je trajnost relativno dobro 

predviđena, kao i duljina pukotine pri kojoj će doći do katastrofalnog loma. Predviđeni rast 

pukotine odvija se u skladu sa eksperimentalnim podacima, osim u zadnjih par tisuća ciklusa 

kada je procijenjena brzina propagacije pukotine nešto manja nego u rezultatima eksperimenta 

(Slika 7.23). Prirast pukotine u odnosu na raspon intenziteta naprezanja očekivano prati 

vrijednosti Formanove jednadžbe (Slika 7.24). Valja napomenuti da su sva prikazana rješenja 

po Formanu (◊) (Slika 7.24, Slika 7.25, Slika 7.29, Slika 7.30) dobivena analitičkim izrazom 
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(4.17) uz uvrštene vrijednosti za ΔK prema izrazu (4.6). Rješenja dobivena programom VC-

CGrow također uključuju Formanovu formulaciju, s tim što je u tim slučajevima ΔK dobiveno 

temeljem MKE analize. 

 

 

Slika 7.18 Mreža konačnih elemenata za MKE model za primjer 1 sa numeričkom mrežom 

zrcaljenom oko linije simetrije 

 

 

 

Slika 7.19 Deformirani MKE model za primjer 1 
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a) pukotina zatvorena                                 b) pukotina otvorena 

Slika 7.20 Nedeformirani i deformirani vrh pukotine za primjer 1 

 

 

 

 

Slika 7.21 Raspodjela ekvivalentnog naprezanja po von Misesu za primjer 1 
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Slika 7.22 Raspodjela faktora intenziteta naprezanja ovisno o nominalnom opterećenju i 

duljini pukotine za primjer 1 

 

 

 

Slika 7.23 Rast pukotine u zavisnosti od broja ciklusa za primjer 1 
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Slika 7.24 Zavisnost prirasta pukotine od raspona faktora intenziteta naprezanja za primjer 1 

 

 

Slika 7.25 Krivulja brzine rasta pukotine za primjer 1 

 

Na ovom je primjeru ispitano i ponašanje programa pri promjeni faktora asimetrije 

ciklusa R uz konstantni raspon nominalnog naprezanja Δσ = 19,172 MPa. Dobiveni rezultati 

pokazuju da program za veće vrijednosti R pomiče krivulju brzine rasta pukotine ulijevo 

(Slika 7.26) i daje manju trajnost odnosno manji broj ciklusa do puknuća ploče (Slika 7.27).  
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Slika 7.26 Zavisnost krivulje brzine rasta pukotine o faktoru asimetrije ciklusa za primjer 1 

 

 

 

 

Slika 7.27 Zavisnost izračunate trajnosti  elementa iz primjera 1 za različite faktore asimetrije 

ciklusa R 
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Primjer 2.  

Drugi primjer je ploča s pukotinom iste geometrije kao i u prvom primjeru, ali s 

pukotinom inicijalne duljine a0 = 18,3 mm. Razlika u odnosu na prvi primjer je i u materijalu 

ploče i opterećenju kojem je ista podvrgnuta. MKE model modeliran je na isti način tj. 

korištena je simetrija modela. 

Prema eksperimentu, predviđena duljina pukotine pri pojavi nestabilnog loma je  

af = 30,24 mm, a programom VC-CGrow je predviđeno nastupanje nestabilnog loma pri 

duljini od 34,9 mm. Također, izračunato je da će do pucanja doći nakon 103401 ciklusa, dok 

je rezultat iz eksperimenta [56] 98829 ciklusa. Dakle, možemo zaključiti da je u ovom 

primjeru trajnost relativno dobro predviđena, iako nešto lošije nego u primjeru 1. Predviđena 

duljina pukotine pri lomu pokazuje veće odstupanje, a trend rasta pukotine dobro prati 

eksperimentalne podatke, uz nešto veće odstupanje u području nakon 90 tisuća ciklusa (Slika 

7.29). Prirast pukotine u odnosu na raspon intenziteta naprezanja i ovdje očekivano prati 

vrijednosti Formanove jednadžbe (Slika 7.30). 

 

 

Slika 7.28 Raspodjela faktora intenziteta naprezanja ovisno o nominalnom opterećenju i 

duljini pukotine za primjer 2 
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Slika 7.29 Rast pukotine u zavisnosti od broja ciklusa za primjer 2 

 

 

 

 

 

Slika 7.30 Zavisnost prirasta pukotine od raspona faktora intenziteta naprezanja za primjer 2 
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Slika 7.31 Krivulja brzine rasta pukotine za primjer 2 

 

Primjer 3. 

Treći primjer za usporedbu rezultata je M(T) uzorak (eng. middle tension specimen) 

prema [86] sa početnom duljinom pukotine a0 = 10 mm (Slika 7.15, Slika 7.33, Slika 7.34). 

 

 

Slika 7.32 Detalj mreže konačnih elemenata na pravcu rasta pukotine za primjer 3 

 

Da bi se smanjili potrebni računalni resursi za analizu, MKE model je izrađen 

korištenjem simetrije, odnosno modelirana je samo četvrtina geometrije. Rješenja 

ekvivalentnog naprezanja prema von Misesovoj teoriji prikazana su na modelu zrcaljenom 

oko linija simetrije (Slika 7.33). MKE model je mapiran konačnim elementima dimenzija 1×1 

mm na pravcu rasta pukotine (Slika 7.32), dok je ostatak geometrije omrežen numeričkom 

mrežom s krupnijim konačnim elementima zbog racionalizacije računalnih zahtjeva modela 

(Slika 7.34). Na osnovi takvog modela, iz rezultata MKE analize dobivene su čvorne sile i 

pomaci potrebni za izračun potrebnih faktora intenziteta naprezanja K u ovisnosti o duljini 

pukotine i nominalnom opterećenju (Slika 7.35). 
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Slika 7.33 Raspodjela ekvivalentnog naprezanja po von Misesu za primjer 3 

 

 

 

Slika 7.34 Deformirani MKE model M(T) uzorka za primjer 3 
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Slika 7.35 Raspodjela faktora intenziteta naprezanja ovisno o nominalnom opterećenju i 

duljini pukotine za primjer 3 

 

 

Slika 7.36 Krivulje brzine rasta pukotine za primjer 3 

 

Budući da mnogi podaci za usporedbu nisu bili dostupni, na ovom primjeru je provjeren 

samo izračun brzine propagacije pukotine te je isti uspoređen sa eksperimentalnim rezultatima 
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iz rada [86]. Rezultati brzine propagacije pukotine dobiveni programom VC-CGrow su 

pokazali dobro poklapanje s dostupnim eksperimentalnim podacima (Slika 7.36).  

 

Primjer 4. 

Za četvrti korišteni primjer korišten je C(T) uzorak (eng. compact tension specimen) sa 

zavarom iz [77], s pukotinom inicijalne duljine a0 = 12,7 mm (Slika 7.16).  Korištene su 

karakteristike materijala A516 Grade 70 sa zavarom [77] (Slika 7.5). Budući da vrijednost 

lomne žilavosti KIc za taj materijal sa zavarom nije pronađena u literaturi, njezina vrijednost je 

aproksimirana vrijednošću lomne žilavosti dobivene temeljem minimalne vrijednosti rada 

loma od CVN = 40J za 20°C. Usvojena vrijednost minimalne lomne žilavosti iznosi 

~91 mMPa , što odgovara vrijednosti za materijal ASTM A517 GrF. 

Potrebna geometrija za dobivanje faktora intenziteta naprezanja modelirana je 

pojednostavljeno, te je takva geometrija omrežena mrežom konačnih elemenata (Slika 7.37, 

Slika 7.38 i Slika 7.39). Na tako dobivenom modelu vršena je MKE analiza (raspodjela 

ekvivalentnog naprezanja za početnu duljinu pukotine prikazana je na Slici 7.40) na osnovi 

koje su dobivene čvorne sile i pomaci na površini pukotine potrebni za izračun potrebnih 

faktora intenziteta naprezanja K u ovisnosti o duljini pukotine i opterećenju (Slika 7.41).  

 

 

Slika 7.37 MKE model za primjer 4 

 

Za prije opisani MKE model, programom VC-CGrow, izračunata je trajnost elementa 

od 1068031 ciklusa (Slika 7.42), dok je trajnost takvog C(T) uzorka prema eksperimentu 

1044000 ciklusa [77]. Dakle, možemo zaključiti da je trajnost i u ovom slučaju dovoljno 

dobro predviđena. Predviđeni rast pukotine odvija se u skladu s eksperimentalnim podacima, 

a kroz povijest ciklusa opterećenja vidi se da je predviđena duljina pukotine za većinu ciklusa 
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nešto veća nego u rezultatima eksperimenta (Slika 7.42). Prirast pukotine u odnosu na raspon 

intenziteta naprezanja dobro prati eksperimentalne vrijednosti (Slika 7.43).  

 

 

Slika 7.38 Mreža konačnih elemenata C(T) uzorka za primjer 4 

 

 

Slika 7.39 Deformirani MKE model C(T) uzorka za primjer 4 
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Slika 7.40 Raspodjela ekvivalentnog naprezanja po von Misesu za primjer 4 

 

 

Slika 7.41 Raspodjela faktora intenziteta naprezanja ovisno o opterećenju i duljini pukotine 

za primjer 4 
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Slika 7.42 Rast pukotine u zavisnosti od broja ciklusa za primjer 4 

 

 

 

 

 

Slika 7.43 Krivulja brzine rasta pukotine za primjer 4 
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Primjer 5. 

U petom primjeru korištena je ista geometrija C(T) uzorka kao i u primjeru 4, ali s 

inicijalnom duljinom pukotine  a0 = 12,5 mm (Slika 7.16). U ovom primjeru je dana 

usporedba izračuna trajnosti za dva slučaja s jednakom geometrijom i opterećenjem (Tablica 

7.7), ali s dva različita materijala, čelikom visoke čvrstoće oznake 17-4PH (Tablica 7.2) i 

legure nikla i kroma, INCONEL 718 (Tablica 7.3). Geometrija MKE modela korištenog za 

izračun  podataka potrebnih za izračun faktora intenziteta naprezanja K modelirana je 

pojednostavljeno, kao i u prethodnom primjeru. Dobivene čvorne sile i pomaci na pukotini  

korišteni su u glavnom programu za izračun potrebnih faktora intenziteta naprezanja K u 

ovisnosti o duljini pukotine i opterećenju te su te vrijednosti dalje korištene u izračunu 

trajnosti. 

Dobiveni rezultati jasno pokazuju povećanu trajnost uzorka izrađenog od legure 

INCONEL 718 u odnosu na čelik 17-4PH (Slika 7.44). Predviđena trajnost uzorka izrađenog 

od čelika 17-4PH je 1632940 ciklusa, dok je predviđena trajnost uzorka izrađenog od legura 

INCONEL 718 2400672 ciklusa.  

Krivulje brzine rasta pukotine jasno pokazuju veću brzinu propagacije kod pukotine u 

čeliku 17-4PH (Slika 7.45) što rezultira spomenutom kraćom  trajnošću uzorka izvedenog od 

tog materijala. 

 

 

Slika 7.44 Rast pukotine u zavisnosti od broja ciklusa za dva različita materijala 
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Slika 7.45 Krivulja brzine rasta pukotine za dva različita materijala 
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8. Zaključak 
 

 

U ovom je radu dan kratki pregled uvjeta nastanka pukotine, mehanike loma i 

parametara loma te propagacije pukotine uzrokovane zamorom konstrukcijskog elementa. 

Identificirani su faktori koji utječu na inicijaciju i propagaciju pukotine te je na osnovu tih 

spoznaja napravljen program kojim se računa, odnosno prati propagaciju pukotine uzrokovane 

zamorom pri dinamičkom opterećenju i na taj se način zapravo procjenjuje trajnost 

konstrukcijskog elementa. Prvo se pomoću MKE analize određuju sile i pomaci u čvorovima 

konačnih elemenata oko vrha pukotine, a zatim se u daljnjem dijelu programa pomoću metode 

virtualnog zatvaranja pukotine (VCCT) izračunava faktor intenziteta naprezanja K, odnosno 

njegov raspon, te se, uz primjenu Formanovog modela, izračunava trajnost konstrukcijskog 

elementa.  

Testiranje je programa provedeno putem dviju cjelina, pri čemu prva od njih jest 

testiranje točnosti izračuna faktora intenziteta naprezanja K, a druga jest testiranje točnosti 

izračuna trajnosti elementa konstrukcije. Ova druga faza, međutim, sada u operativnom 

smislu sadrži i prvu fazu.  

Dobiveni rezultati za vrijednosti faktora intenziteta naprezanja K za konačnu ploču s 

pukotinom na jednom rubu pokazali su izvrsno poklapanje s vrijednostima dobivenima 

uobičajenom analitičkom relacijom za takvu konfiguraciju pukotine. Rezultati su nešto više 

odstupali za relativne vrijednosti duljine pukotine veće od a/w = 0,7 što je donekle i bilo 

očekivano zbog utjecaja drugog ruba ploče na rješenja MKE modela. Rezultati faktora 

intenziteta naprezanja K dobiveni za vlačno opterećenu ploču  sa centralnom pukotinom 

(M(T) uzorak), kao i rezultati dobiveni za C(T) uzorak, pokazali su još bolje podudaranje s 
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dostupnim teorijskim rješenjima, čak i kod MKE modela diskretiziranih elementima s 4 

čvora. 

Točnost izračuna trajnosti konstrukcijskog elementa, odnosno procjena trajnosti na 

temelju praćenja propagacije pukotine, testirana je na nekoliko različitih uzoraka, a rezultati 

su uspoređeni s dostupnim eksperimentalnim rezultatima drugih autora.  

U ovom je smislu  program testiran na geometriji ploče s pukotinom s jedne strane te na 

geometrijama M(T) i C(T) uzorka, s time da je na C(T) uzorku ispitivano modeliranje rasta 

pukotine kroz materijal zavara. Na M(T) uzorku je provjeravan samo izračun brzine 

propagacije pukotine, dok je kod ploče s pukotinom na jednom rubu i kod C(T) uzorka 

provjeren i rast pukotine u odnosu na broj ciklusa opterećenja kojima je element s pukotinom 

bio izložen. Dobiveni rezultati brzine propagacije pukotine pokazali su dobru podudarnost sa 

eksperimentalnim rezultatima. Predviđene trajnosti elemenata i brzine rasta pukotine kroz 

cikluse za primjere 1 i 4 dobro se poklapaju s eksperimentom, dok je kod primjera 2 

odstupanje izračunate trajnosti u odnosu na eksperiment nešto veća, ali je rješenje ukupne 

trajnosti i dalje zadovoljavajuće. 

Doprinos se ovog rada očituje u razvijanju programa koji uporabom konačno-

elementnog modela, a bez potrebe za korištenjem "specijalnih" konačnih elemenata, 

izračunava parametre loma i koristi ih za simuliranje rasta pukotine. Unutar skripte, koja je 

sastavni dio cjelokupnog programa, temeljem ulaznih parametara (geometrija, materijal, tip i 

veličina konačnog elementa) automatski se generira tražena geometrija i pripadajući MKE 

model za sve sukcesivne promjene rasta pukotine. Razvijeni algoritam primjenjiv je na 

dvodimenzijske probleme, dok ga je u budućnosti, uz određene preinake, moguće 

prenamijeniti i na trodimenzijske probleme. Prednost je razvijenog algoritma u tome što je 

relativno nezavisan od toga koji se MKE softver koristi, budući da koristi osnovne konačne 

elemente dostupne u svakom MKE softveru koji može obavljati dvodimenzijske analize. 

U budućnosti je u planu raditi na točnosti predviđanja brzine propagacije pukotine kao i 

implementirati razne druge efekte koji se mogu pojaviti prilikom dinamičkog opterećenja 

konstrukcija koje sadrže pukotine, a sada ih nije moguće simulirati ovim programom. 

Također, program je potrebno verificirati i raznovrsnijim rezultatima eksperimenata na 

složenijim konstrukcijama. U budućnosti sigurno postoji mogućnost i da se program prilagodi 

trodimenzijskim problemima.  
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Popis oznaka i simbola 
 

a duljina pukotine (m) 

a' duljina teorijske pukotine (m) 

A površina (m2) 

ac kritična duljina pukotine (m) 

 B  matrica veze deformacija–pomak 

B debljina ploče/epruvete/tijela (m) 

C,m empirijske konstante Parisove jednadžbe 

C0, d empirijske konstante Barsomove jednadžbe 

CF, mF empirijske konstante Formanove jednadžbe 

CW, mW, λW empirijske konstante Walkerove jednadžbe 

d diferencijal 

dEpuk energija potrebna za stvaranje nove površine pukotine (J) 

Π ukupna energija tijela / sustava (J) 

 D  matrica materijalnih konstanti 

E Youngov modul elastičnosti (Pa) 

 F  vektor čvornih sila konstrukcije 

 ef  vektor čvornih sila za konačni element u lokalnom koordinatnom sustavu  

F sila (N) 

G promjena energije deformiranja (J) 

Gc  kritična promjena energije deformiranja (J) 

J J – integral (J) 
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 ek  matrica krutosti za konačni element u lokalnom koordinatnom sustavu 

 K  matrica krutosti konstrukcije 

K faktor intenziteta naprezanja ( mMPa ) 

Kc kritični faktor intenziteta naprezanja ( mMPa ) 

KI faktor intenziteta naprezanja za odcijepni način otvaranja pukotine ( mMPa ) 

KIc kritični faktor intenziteta naprezanja pri odcijepnom načinu otvaranja pukotine, 

lomna žilavost ( mMPa ) 

KII faktor intenziteta naprezanja za smični način otvaranja pukotine ( mMPa ) 

KIIc kritični faktor intenziteta naprezanja pri smičnom načinu otvaranja pukotine      

( mMPa ) 

KIII faktor intenziteta naprezanja za vijčani način otvaranja pukotine ( mMPa ) 

KIIIc kritični faktor intenziteta naprezanja pri vijčanom načinu otvaranja pukotine      

( mMPa ) 

tottot
I  , KK  faktor intenziteta naprezanja za kombinirana opterećenja ( mMPa ) 

K promjena kinetičke energije sustava (J) 

 N  interpolacijska matrica 

N broj ciklusa 

n vektor normale 

 P  matrica polja 

 kP  matrica na konturi 

R koeficijent asimetričnosti ciklusa 

r radijalna koordinata u polarnom koordinatnom sustavu (rad, °) 

rp veličina plastične zone (m) 

T vektor naprezanja 

T vrijeme (s) 

 U  vektor čvornih pomaka konstrukcije 

 u  vektor pomaka u polju konačnog elementa 

 eu  vektor čvornih pomaka za konačni element u lokalnom koordinatnom  

                        sustavu 

u vektor pomaka 
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u,v pomak čvora po x i y osi (m) 

U potencijalna energija deformiranja (J) 

U0 gustoća potencijalne energije deformiranja (J/m3) 
W rad vanjskih sila (J) 
w širina ploče/epruvete (m) 

x, y, z koordinate u Kartezijevu koordinatnom sustavu (m) 

   vektor konstanti (generaliziranih koordinata) 

β, Y funkcija za različite konfiguracije pukotine 

Δa konačan prirast duljine pukotine (m) 

ΔK raspon faktora intenziteta naprezanja ( mMPa ) 

ΔKeff efektivni raspon faktora intenziteta naprezanja ( mMPa ) 

ΔKth minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja ( mMPa ) 

ΔKthR minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja za R > 0 

( mMPa ) 

ΔKth0 minimalni propagacijski raspon faktora intenziteta naprezanja za R = 0 

( mMPa ) 

Δσ raspon naprezanja pri cikličkom opterećenju (Pa) 

Δu, Δv relativni pomak čvorova na površini pukotine (m) 

   tenzor deformacije 

zy  ,,, x  relativna deformacija 

μ Laméova konstanta, modul smicanja (Pa) 

 Poissonov koeficijent 

Ω omjer zatvaranja pukotine 

321 ,,   glavno naprezanje (Pa) 

, x,y, z normalno naprezanje (Pa) 

  , ij tenzor naprezanja 

a  nominalno naprezanje pri nestabilnom rastu pukotine (Pa) 

c  nominalno naprezanje pri nestabilnom rastu pukotine (Pa) 

ekv  ekvivalentno naprezanje (Pa) 

maxmin ,  minimalno i maksimalno naprezanje pri cikličkom opterećenju (Pa) 

s  srednje naprezanje pri nestabilnom rastu pukotine (Pa) 
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T  naprezanje pri tečenju (Pa) 

 kutna koordinata u polarnom koordinatnom sustavu  

,xy,zx,zy smično (tangencijalno) naprezanje (Pa) 

  parcijalni diferencijal 

ξ, η koordinate lokalnog koordinatnog sustava 
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