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O Z N A K E 

- matrica 

- inverzna matrica 

- transponirana matrica 

- vektor 

- transponirani vektor 

- suma 

- površina presjeka 

- površina elementa 

- matrica za povezivanje pomaka 
s generaliziranim koordinatama 

- vektor 

- poluširina pravokutnog profila 

- širina grednog elementa, poluvisina 
pravokutnog profila 

- duljina 

- modul 

- udaljenost 

- sila 

vektor elementa za savijanje 
oko osi x,y 

- vektor sistema (konstrukcije) 

- modul smika 

- visina struka profila 

- moment inercije presjeka 

- momenti inercije presjeka 
za osi x, y, 

- torzioni moment inercije 
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- matrica krutosti elementa 

- matrica krutosti sistema (konstrukcije) 

- faktor 

- S. Venant-ova torziona krutost 

- duljina grednog elementa 

- duljina grednog elementa 

- dimenzije elementa po xi y osi 

- moment savijanja za osi x, 

- moment torzije 

- unutarnji torzioni moment 

- normalna sila 

- os uskog pravokutnika 

- matrica polja elementa 

rezultanta tangencijalnih sila u pojasu profila 

- radius 

- moment V• povrs1ne 

- moment V• povrs1ne za OS X 

- moment V• povrs1ne za os y 

- uzdužna os uskog pravokutnika 

- tangencijalna sila 

- debljina stijenke 

- matrica polja elementa 

- debljina pojasa profila 

- potencijalna energija deformacije 

- pomaci u smjeru osi x,y,z 

- volumen 
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- vektor pomaka u polju elementa 

- potencijalna energija 

- moment otpora presjeka za os x 

- torzioni otporni moment 

- sila 

- sila u pravcu osi x, y 

- tok 

- totalna potencijalna energija 

- normalno naprezanje 
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- komponente tangencijalnog naprezanja 
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- komponente tangencijalnih naprezanja 

- deformacija 

- komponente deformacija 
(produljenja) u pravcu osi x,y,z 

- komponente tangencijalnih defor-
macija u pravokutnim koordinatama 

komponente sile u pravcu osi x,y,z 

- deformacija 

- kut zaokreta 

- kut torzije 

- funkcija vitoperenja 

funkcija naprezanja 

- kutevi 

- koordinate pravokutnog koordinatnog sistema 
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XT , Yr - koordinate težišta 

r - koordinata 

1 - koordinata 

z - udaljenost 
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1. U V O D 

Rad problematiku analize stanja naprezanja presjeka 
grednih elemenata podvrgnutih torzije i savija-
nja. 

U radu je primjenjena metoda elemenata bazirana na razvoju 
familije specijalnih 2-D elemenata. 

Uz rješavanje navedenog problema analize stanja naprezanja, primjenje-
nom metodom se i karakteristike presjeka : površina, te-
žište, momenti inercije,krutosti, centar smika. 

Cilj rada je stvaranje pogodnog a jednostavnog aparata u svrhu provo-
analize tangencijalnih naprezanja, raspodjela kod složenijih 

oblika presjeka postaje komplicirana, dok je raspodjela norrralnih 
naprezanja poznata iz gredne teorije. 

Osnovna znanstvenog doprinosa sastoji se u realiza-
ciji aparata, koji služi za analizu tangencijalnih naprezanja a baziranje 
na razvijenoj familiji specijalnih 2-D elemenata koju tvore pravo-
kutni,trokutni i element. Stoga se ispravnost 
tog aparataprovjerava usporedbom njime dobivenih rezultata s teoretskim 
vrijednostima. Analiza koja se aparatom provodi kako 
vrijednosti tako i sliku raspodjele naprezanja po presjeku. 

Neke od poznatih aplikacija u strukturnoj analizi daju samo 
nja za presjeke, dok neke služe i u svrhu ana-
lize naprezanja ali u obzir stanje konstrukcije u cjeli-
ni ili lokalni dio konstrukcije, a zasnovane su na 
elementima [6,13,30]. Pogodnost ove aplikacije je u analize 
naprezanja i karakteristike presjeka za poznata 

danog presjeka, a njena jednostavnost je u izboru razvijene familije 
jednostavnih elemenata. 

Rezultati analize u usporedbi s teoretskim vrijednostima po-
kazuju dobru podudarnost. 

Rad je koncipiran po poglavljima. Osnovni kratki sistematizirani pri-
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kaz analize stanja naprezanja presjeka jednostavnih oblika, za 
torzije i savijanja dan je u drugan 

poglavlju pod naslovom "Raspodjela naprezanja presjeka 
grednih elemenata". Analiza je provedena u formi koja je pot-

rebna i podesna kako za daljnji rad na analizi tako i za kont-
rolu dobivenih rezultata. 

Dio rada koji je ujedno i baza za aplikacioni dio, dan je u 
poglavlju pod naslovom analiza stanja naprezanja". Ova analiza 
bazirana je na spomenutim elementima osnovu predstavlja aksi-
jalni pomak "w" koji je funkcija koordinata xi y a s kojima je vezan preko 

kuta torzije i Saint-Venant-ove funkcije vitoperenja. U ovom su 
dijelu dane vrijednosti matrica krutosti, vektora i osnovnih 
karakteristika presjeka za primjenjene elemente. 

U poglavlju pod naslovom "Primjeri analize"., uz kra-
tak opis programa za su primjeri za jednos-
tavnije i složenije oblike presjeka uz primjenu svih spomenutih 

elemenata. 

Analiza dobivenih rezultata dana je u petan poglavlju. Vid-
ljivo je, u usporedbi s teoretskim vrijednostima, koje se mogu dobiti za 
jednostavne oblike presjeka, da je ostvarena podudarnost teoret-
skih i dobivenih vrijednosti, pogotovo pri diskretizaciji 
nog presjeka na broj elemenata. 

U rada istaknuto je mišljenje kako je provedena 
analiza bazirana na jednostavnim elementima a pruža dis-
kretizacije proizvoljnog oblika presjeka te dobivanja zadovolja-

rezultata posebno pri upotrebi diskretizacione mreže. 

Prilog rada na kojima su dane raspodjele naprezanja 
1\ot uslijed torzionog Rezultati ovih raspodjela koriste se 

u svrhu analize konvergencije k teoretskom rješenju. 
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2. RASPODJELA NAPREZANJA PRESJEKA 
GREDNIH ELEMENATA 

2.1. U Vod 

Poznavanje raspodjele naprezanja po presjeku grednog elemen-
ta predstavlja važan faktor u procesu dimenzioniranj~-- Takva slika pruža 
uvid u iskoristivost presjeka te što povoljnijeg izbora 
njegovog oblika. 

U ovom poglavlju bit ukratko iznesena teoretska podloga na kojoj 
se bazira stvaranje slike raspodjele naprezanja za 
tom torzijom i savijanjem. 

2.2. Torzija 

2.2.1 razmatranja 

gredne elemente s obzirom na oblik presjeka mo-
že se razlikovati 

- torziju grednih elerrenata punog presjeka 

- torziju grednih elerrenata ostalih oblika presjeka. 

U spomenutoj drugoj grupi poseban imaju tankostjeni 
oblici, koji mogu biti zatvorenog, otvorenog i kombiniranog (zatvoreno -
otvorenog) tipa. 

S obzirom na tip torzije može se za navedene oblike govoriti o 

- torziji (Saint - Venant) 

- torziji s vitoperenjem. 

Raspodjela tangencijalnih naprezanja tankostjenih zatvorenih i otvorenih 
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presjeka bitno se razlikuje a otuda i razlika u njihovoj nosivosti. 

Problem (Saint-Venant) torzije grednog elementa kružnog 
nog presjeka, temelji se na pretpostavci, da presjeci u procesu 
deformacije ostaju ravni i okomiti na uzdužnu os Ta se pretpostavka 
dobro _slaže s eksperimentalnim rezultatima. 

Plohe presjeka od kružnih ne ostaju ravne nego 
se vitopere. Ukoliko je takvo vitoperenje nastaju u uzdužnim 
fazama grednog elementa normalna naprezanja proporcionalna vitoperenju, 
koja prouzrokuju sekundarna tangencijalna naprezanja za razliku od primar-
nih kod torzije.Sekundarna tangencijalna naprezanja mogu se zanemari-
ti pri promatranju problema torzije s vitoperenjem kod grednih 
elemenata punog presjeka. 

2.2.2. torzija 

2.2.2.1 Proizvoljni puni presjek 

elementa protusmjernim torzionim momentima intenziteta Mr 
na njegovim krajevima, izaziva njihovo zakretanje za kut 'f , 
sl. 1 a. Hipoteza deformacija zasniva se na malim pomacima, te se smatraju-

kut uvijanja malim, mogu nastale linije aproksimirati pravcima 
(24, 27] 

V 

z 

I„ .,I 
z 

!-------- ----------_ L 

Cl) b) 

Sl.1. Deformacije elementa torzionim momentima 

V 

y 

X 
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Postavljanjem koordinatnog sistema u centar torzije presje-
ka i kut torzije 0 = ~: = const, mogu se pre-
ma Saint-Venant-u pomaci kod proizvoljnog punog konstantnog 

presjeka izraziti prema sl. 1 b na [18, 24, 27]: 

u = -(Jyz 

v = 0xz 
(2.2.1} 

Prema Saint-Venant-ovoj hipotezi presjeci elementa se na cijeloj du-
ljini jednako vitopere. U skladu s tim je deformacija w u smjeru z funk-
cija koordinata x i y [ 18, 24, 27 ] : 

w = (J y.r(x,y) (2.2.2) 

Funkcija ljl (x,y) funkciju vitoperenja a predstavlja vitoperenje 
presjeka u odnosu na ravni presjek. Do vitoperenja 

presjeka, odnosno uzdužnih pomaka presjeka, dolazi uslijed zakreta-
nja uzdužnih faza i njihovog klizanja zbog djelovanja tangencijalnih napre-
zanja. 

vrijednosti (2.2.1) i (2.2.2) u jednadžbe veza 
deformacija i pomaka koje glase [ 17, 24 ] 

i 

Ex c)U 
Ey --- ax ' 

f, c)u + 
c}V 

xy= cJY c)X 

(,J- c;lW oU 
! zx = ax + 

' 

oV 
Ez 

'dW = cJY = c)z ' ' 

ryz - av + oW 
- oz oY (2.2.3) 

, te primjenom Hooke-ovog zakona slijedi 

= o ' aw 1 f ax = G zx + ey, aw - .l r - ex cJy - G zy 

(2.2.4a) 
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c;v G t'"zx G e c0'f - y) Lzx = = ox 
(2.2.4b) 

'Czy = G V-zy = G () (o'/1 + x) y 

1: = o xy 

Vidljivo je da pri torziji postoje samo naprezanja u ravnini 
presjeka : f i f , te da je na bazi od relacija (2.2.3) zx zy 
E z = i; = O , je v x = rt Y = (Jz = O. Na taj pomak w uzduž 
osi z je konstantan i funkcija je koordinata xi y kako je dano relaci-
jom ( 2 • 2 • 2 ) • 

vrijednosti (2.2.4b) u ravnotežne jednadžbe oblika [12, 17] 

u .. . + x. = o l.J,J ]. (2.2.5) 

te u obzir da osim momenta torzije MT nema drugog 
slijedi da funkcija vitoperenja lf mora zadovoljiti Laplace-ovu diferen-
cijalnu jednadžbu 

+ 821tf = o (2.2.6) a x2 oy2 

Ravnotežne jednadžbe (2.2.5) u ovom u obzir (2.2.4b) 
postaju: 

af xz 
3x 

oCC yz 
oz 
3'(; zx 

ax 

= o 

= o (2.2.7) 

+ 

Zahtjevi (2.2.7) bit zadovoljeni funkcije naprezanja~ kao 
funkcije koordinata x i y [ 24, 27 J : 
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a- aip 
L zx = o y ' (2.2.8) 

Ako se u relaciji (2.2.3) izraz za t derivira po y, a izraz za r~ zx I zy 
po x, te oduzmu, pri je istovremeno primjenjen izraz (2.2.1) 
dobiva se 

afzx 
oY - 20 (2.2.9) 

vrijednosti (2.2.4b) u (2.2.9) slijedi da funkcija naprezanja~ 
mora zadovoljiti parcijalnu diferencijalnu jednadžbu: 

(2.2.10) 
Ox 2 oy2 

Osim jednadžbe (2.2.10) funkcija naprezanja <:p mora zadovoljiti i odgovara-
rubne uvjete. Do njih se dolazi iz uvjeta da naprezanje 

na konturi presjeka u smjeru normale na tu konturu mora biti jednako nuli, 
s obzirom da ne postoji nikakvo vanjsko u smjeru te normale. 
Na bazi toga slijedi [24] 

d© 
ds = O (2.2.11) 

Dobiveni rubni uvjet da funkcija naprezanja po konturi mora biti kons-
tantna. naprezanja (2.2.8) ovise samo o derivaciji funkcije 
q), to njena vrijednost može biti jednaka nuli. 

Veza torzionog momenta M1 i funkcije naprezanja ep , sl. 2, je: 

MT = r r ( f ' X - f . y ) dA JJ zy zx (2.2.12) 

vrijednosti (2.2.8) u (2.2.12) i na konturi <P = O, 
slijedi veza momenta torzije i funkcije naprezanja: 

MT = if f ip dxdy , (2.2.13) 
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V 

YI 

r,,b \' 
l Z)( 

o X 

Sl. 2. Komponente naprezanja 

a vrijednosti (2.2.4) u (2.2.12) slijedi 

(2.2.14) 

pri je It torzioni moment inercije presjeka je vrijednost: 

It =rr(x2 + y2 + of.// X - o(J/ y) dxdy JJ oY ax (2.2.15) 

vrijednosti (2.2.8) u (2.2.12) te s (2.2.14) slije-
di : 

1 rr 'oCV 'o© It = - GO J J ( ox X + ay y) dxdy (2.2.16) 

Na bazi iznijetog jednostavno se dolazi do raspodjele naprezanja karakteris-
presjeka, sl. 3. 

Kod kružnog presjeka, sl. 3 a, u obzir relacije 
(2.2.1) i (2.2.3), uz poštivanje Hooke- ovog zakona, slijedi: 

Tzx = - G 0 y 

T = zy 
(2.2.17) 
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odnosno : 
(2.2.18) 

c,, n--lzy0Lmax 

'rz.x..::.ltz.y 
'tz:y•'trna,c 

-----1- ·-+-----4~-~ 

I- 20 -I 
a) b) 

S1.3. presjeci 

Do istog rezultata dolazi se i na bazi relacije (2.2.8) uz 
izbor funkcije naprezanja q) • 

Kod pravokutnog presjeka, sl. 3 b, koji za razliku od kružnog, 
doživljava distorziju, komponente tangencijalnog naprezanja iznose [ 12]: 

00 

16 G0 a L '[zx = TI2 
n•l,2 ... 

o<> 

16 G0 a [ fzy = lT2 
n•f,2 ... 

Maksimalno naprezanje 

f max = 
16 G0 a 

1f2 

(-1)n-1 
. 2n-1 TI 2n-1 TI sin -- - x . sh -- - x 

(- 2 a 2 a ) 2 ch 2n-1 TI (2n-1) b 2 a 

(2.2.19) 

(-1 )n-1 h 2n-1 1T C ---y . 2n-1 1T ( 1 2 a ) 
(2n-1) 2 - ch 2n-1 TI b 

sin --- x 2 a 
2 a 

nastupa u sredini dulje strane i iznosi 

00 

L 
n,1,2 ... 

1 1 --- ( 1 - --,,--,-- ) 
(2n-1) 2 ch 2~-1 : b 

(2.2.20) 
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Maksimalno naprezanje izražene preko torzionog momenta je 

rmax 
MT 

= ----,,-
k 2 (2a)22 b 

(2.2.21) 

pri je faktor k2 funkcija omjera b/a [12J. 

2.2.2.2. Tankostjeni gredni elementi otvorenog presjeka 

Profili tipa I, L, T, [ i sl., koji se u praksi koriste, sas-
tavljeni su od uskih pravokutnika. Kod tako sastavljenih tankostjenih gred-
nih elemenata krakovi djelovanja unutarnjih sila su maleni što ima za pos-
ljedicu relativno velika tangencijalna naprezanja, odnosno malu torzionu 
krutost takvih presjeka. 

Do raspodjele naprezanja kod otvorenog presjeka tankostjenog 
elementa, sl. 4 a, kod kojeg je omjer t/r malen, dolazi se pod pretpostav-

y 

, ,... 
I --
I 

I 

~r-

s 

--·--· 

a) 

X 

s 

,P2., .. u~1 
b> 

Sl.4. Tankostjeni otvoreni presjek 

(" 

le. s 

n 

kom da je element tog profila duljine ds dio pravokutnika neizmjerne 
duljine, zbog se stanje naprezanja zanemarljivo mijenja u pravcu osi 
y (odnosno osi s - smjer konture). 
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Diferencijalna jednadžba (2.2.10) postaje 

= - 2 G 8 (2 .2.22) . 

Prva integracija jednadžbe (2 . 2.22), u obzir da nema vanjskih si-
. la na pravcu s, daje naprezanje 

f = 2 G 9n zs 

je maksimalna vrijednost 

(2.2.23) 

(2.2.24) 

a druga integracija, u obzir f = O , daje vrijednost funkcije 4) 
uvrštavanjem u (2.2.13) slijedi 

je na bazi sl. 4 b, unutarnji torzioni moment 
s 

Mu = 9f f t3ds ' 
o 

(2.2.25) 

(2.2.26) 

slijedi da polovinu vanjskog torzionog momenta uravnotežuje moment koji 
od tangencijalnih naprezanja f , koja su malena ali je krak dje-zn 

lovanja velik. 

Usporedbom relacija (2.2.14) i (2.2.24) slijedi 

a usporedbom (2.2.24) i (2.2.25) je 
s 

= 1 J t 3 ds 
o 

(2.2.27) 

(2.2.28) 
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U da je profil sastavljen iz pravokutnih površina (hiti}, može se 
uzeti: 

(2.2.29) 

Pri tome je h t. 

Do istih rezultata dolazi se i poznatom Prandtl-ovom membranskom ana-
logijom. 

2.2.2.3. Tankostjeni gredni elementi zatvorenog presjeka 

Proizvoljni tankostjeni zatvoreni presjek, kao i segment tog 
presjeka, prikazani su na sl. 5. 

dA 

l 
ds 

a) b) 

Sl.5. Tankostjeni zatv0reni presjek 

Zbog male debljine stijenke smatra se da su tangencijalna naprezanja 
jednoliko raspodjeljena po presjeku, sl. 5 a. 

Uzevši u obzir konstantnost tangencijalnog toka, na bazi sl. 5 b, sli-
jedi [ 26 , 29 ] : 

MT = / ft· t · r ds (2.2.30) 

odnosno 
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r = 2At (2.2.31) 

pri je A površina srednjom linijom opsega. 
radove vanjskog i tangencijalnih sila za jedinicu duljine ele-
menta, te uzevši u obzir relacije (2.2.14) i (2.2.31) slijedi : 

Ukoliko se radi o segmentima duljina i:::, Si 
relacija (2.2.32) može pisati 

2.3. Savijanje -

2.3.1. razmatranja 

= fJ (_ . 
l 

i debljina 

(2.2.32) 

t., tada se 
l 

(2.2.33) 

Savijanje spada vrlo pojedinih dijelova kons-
trukcije a karakterizirano je svojim djelovanjem okomito na uzdužnu os no-

Naprezanja koja se pri djelovanju ovog mogu javiti jesu: 

- normalna naprezanja 

- tangencijalna naprezanja 

S obziran na djelovanja ovog razlikuje se 

- ravno savijanje 

- koso savijanje 1 

a s obzirom na samo momentima savijanja ili i 
nim silama razlikuje se 

savijanje 
- savijanja 



- 26 -

2.3.2. Normalna naprezanja kod ravnog savijanja 

Ravno savijanje karakterizirano je djelovanjem samo momenata 
savijanja u glavnoj centralnoj ravnini inercije koja je ujedno i ravnina 
savijanja grednog elementa, sl. 6. 

b C 
V 

Sl. 6. Gredni element podvrgnut ravnom 
savijanju 

Na osnovu Bernoulli-jeve hipoteze da se presjeci (ab,cd) ne deformi-
raju nego samo a eksperimenti ove hilpoteze, do-
lazi se do linearne raspodjele naprezanja, sl. 6 b, [ 25, 27] : 

Pri tome je: 

M ...... 
X 

I = f y2dA 
X 

A 
w ...... X 

y ...... 

M 
X 

= r Y 
X 

moment 

moment 

moment 

M 
X =w 
X 

savijanja oko osi 

inercije 

otpora za os x 

x, 

presjeka 

udaljenost vlakna od neutralne osi 

(2.3.1) 

u odnosu na os x. 

(2.3.2) 

presjeka. 
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2.3.3. Tangencijalna naprezanja kod savijanja 

Djelovanje sila izaziva pojavu tangencijalnih naprezanja u 
pojedinim presjecima grednog elementa, sl. 7. 

_ .. ··1 

. . 

lxi 
x~dMx _ ,_,! .J 

.. -·•" 
_.,...--,~ N + dN ... ·· .. 

!. •••• .. ··· 
"' .. · 

Sl.7. Tangencijalna naprezanja po visini rebra grednog elementa 

Na osnovu ravnoteže promatranog sloja presjeka na udaljenosti y od 
neutralne osi je [25, 27] 

I z = N + dN - N - dT = o 

odnosno 
/ ( V_ + d V )b dy -fv b dy=JL b dz . z z z (2.3.3) 

relaciju (2.3.1) slijedi relacija za raspo-
djele naprezanja po visini rebra presjeka grednog elementa [25,27]: 

Pri tome je 

a--l -~ - I b (2.3.4) 

t angencijalno naprezanje po visini rebra 
presjeka 

z 
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I = I 
X 

b 
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moment površine za os x (2.3.5) 

moment inercije presjeka za os x 

širina profila u pranatranoj 
presjeka 

sila u danom presjeku 

U presjecima pojasa (1, 2, itd.), sl. 8, pojavljuju se tangencijalna 
naprezanja f , koja su paralelna s pojasevima. zx 

( 

······· ······ 

.... ···--, .. . ...... ·· 
- ·-···-.... J .. ···· 

Sl. 8. Tangencijalna naprezanja u pojasu profila 

uvjet ravnoteže (2.3.3) na element pojasa, sl.8, slijedi 
[25, 27]: 

Q SA 
'T:zx = rt 

p 
(2.3.6) 

Pri tome vrijednosti Q i I su iste kao i za relaciju (2.3.4), dok je SA 
moment površine Ap = c tp u odnosu na neutralnu os • 
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vrijednost t~/2 u odnosu na h/2, slijedi 

Q ch 
c;vL = 2I 

ZX X 
(2.3.7) 

Na osnovu iznijetog dolazi se do poznatih slika raspodjela naprezanja 
za poznate oblike presjeka. 

2.3.4. Centar smika 

Pri na sav1Janje silama, u sila i 
rezultanta tangencijalnih naprezanja formiraju spreg sila koji prouzrokuje 
torzioni moment. Tada je savijanje torzijom. pomak presjeka 
bez zakretanja javlja se samo u kad ravnina djelovanja si-
le prolazi kroz Ta naziva se centar smika, a 
njezin položaj se na osnovu jednakosti momenata sile i 
tangencijalnih sila za bilo koju u ravnini presjeka, a za dva odgova-

savijanja (7]. 

Položaj centra smika podudara se s položajem težišta 
nih presjeka, dok se kod presjeka s jednom osi simetrije centar 
smika nalazi na toj osi. Savijanje je torzijom i u djelova-
nja sile u glavnoj centralnoj ravnini inercije ako ova ravnina ni-
je ujedno i ravnina simetrije. Za presjeke bez ijedne osi simetrije potreb-
ne su dvije koordinate za položaja centra smika. 

Na primjeru[ profila, prikazanog na sl.9 , položaj centra smika 
CS, je na osnovu jednakosti 

Q e = R h (2.3.8) 

Uzevši u obzir linearnu raspodjelu tangencijalnog naprezanja u pojasu 
i njegovu maksimalnu vrijednost prema relaciji (2.3.7) slijedi da je [25 J: 
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-O t 
f....._____, --- .....,_ ---- -- .,_ --~ 

R 

Sl. 9. Centar smika [ profila 

R Q b2h t 2 = 4 I (2.3.9) 
X 

odnosno: 
b2 h2 tp e = 4 I (2.3.10) 

X 

2.3.5. Utjecaj tangencijalnih naprezanja na normalna naprezanja 

Razmatranje utjecaja tangencijalnih naprezanja na norrralna naprezanja 
pri na savijanje predstavlja kompleksan problem u smislu prona-
laženja rješenja. Pretpostavka o zakretanju presjeka 
pri na savijanje vrijedi uz konstantan moment savijanja po dulji-
ni grednog elementa, dok pojava sila tangencijalnim napre-
zanjima, dovodi do deformiranja presjeka. 

Teorija J. L. Taylor-a dovodi do rješenja za raspodjele 
normalnih naprezanja korigiranih za utjecaj tangencijalnih naprezanja. 

Na sl. 10 prikazan je J presjeci (ABCDE)i (A1B1c1D1E,)nakon 
deformacije uslijed tangencijalnih sila prelaze u oblike (A'B'C'D'E') i 
(A1s1c1o1E1). 
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Deformacija presjeka J 
uslijed tangencijalnih naprezanja 

Do raspodjele korigiranih normalnih naprezanja dolazi se na 
na [ 15 , 27 J : 

- kut nagiba tangente na krivulju deformacije je 

(2.3.11) 

- linearna deformacija nastala uslijed tangencijalnih naprezanja je: 

dz + 'o e d -- · z-dz 'o e 'oz (2.3~12) = 
dz oz 

- dodatno normalno naprezanje je 

odnosno uzevši u obzir vrijednost e na 
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osnovu relacije (2.3.11), te vrijednost 't na osnovu r~lacije (2.3.4) sli-
jedi : 

E f S L:l G'- = - G q I dy 
X 

(2.3.13) 

Modificirana raspodjela normlnih naprezanja njihovo smanje-
nje za vrijednost (2.3.13), što ima za posljedicu nepostojanje ravnoteže 
vanjskom momentu savijanja. Prema Taylor-ovoj teoriji, dok se ne nadoknadi 
manjak momenta : 

s 
E q f f X 6 MX = GI ( b y dy) dA , 

X 
(2.3.14) 

dobivati progib. Pod pretpostavkom linearne raspodjele naprezanja 
uslijed 6 M , slijedi : 

X 

y = 

= ( 
M + 6.M 

X X 
I 

X 

E q / Sx ) y - GI b dy 
X 

(2.3.15) 

Raspodjela korigiranih normalnih naprezanja za J profil prikazana je na 
sl.11, a promjena iznosi (10-15)% u odnosu na nekorigirana naprezanja [15,31]. 

Ta.ytor-ova teor. -----·-----.. --

teor.savi ·an ·a 

-------

Sl. 11. Raspodjela korigiranih normlnih naprezanja 

L 
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3. ANALIZA STANJA NAPREZANJA 

3.1. Uvod 

metode zastupljene su u svim strukturne analize. 
Posebno je zastupljena metoda elemenata koja spada u me-
tode diskretne analize pri kojoj se vrši diskretizacija kontinuuma na odgo-

broj elemenata [ 2, 1 O, 11 J • Takva diskretizacija daje mre-
žu elemenata povezanih u na konturi elementa. 

Za probleme strukturne analize i u težnji stvaranja što bo-
ljeg modela, primjenjuju se vrste elemenata na kojima 
su bazirane razne aplikacije [ 1, 3, 5, 8, 22 ] . 

U ovom dijelu rada metodom elemenata rješava se problem odre-
karakteristika i analize stanja naprezanja presjeka gred-

nih elemenata torzijom i savijanjem silama. 

Za rješavanje spomenutih problema ovdje se primjenjuju specijalni 
2-D elementi bazirani na aksijalnim pomacima kao funkciji 

kuta torzije i funkcije vitoperenja. Familiju ovih ele-
menata pravokutni, trokutni i element. Za 
njih su, u ovom radu, izvedene matrice krutosti i vektori 

Rješavanje problema komplicirane raspodjele tangencijalnih naprezanja 
kod složenih oblika presjeka, a za spomenuta u osno-
vi je prisutno kod nekoliko autora [ 4, 9, 31 ] . 

Najjednostavniji specijalni elementi, kojima se vrlo uspješno 
rješavaju problemi (torzija, savijanje) brodskog trupa, 
kao i drugih tankostjenih konstrukcija, jesu 1-D gredni elementi, bazirani 

na aksijalnim pomacima [31]. Pri rješavanju dane problematike 
to se koristi metoda energije [28]. 
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Primjena, ovdje izvedene familije specijalnih 2-D elemenata, 
ima tu prednost, što se može slijediti i analizirati presjek bez 
obzira na geometrijski oblik i debljinu stijenke. 

3.2. torzija 

3.2.1. razmatranja 

Aksijalni pomak pretpostavlja se u formi 

w(x,y) = [P(x,y)J {a} , (3.2.1) 

pri je 

matrica polja elementa [p(x,y)J 

{ a} vektor generaliziranih koordinata 

matricu [ A J koja povezuje pomake s generaliziranim 
koordinatama, slijedi 

w. 
1 

w n 

={W}=[A]{a) 

vrijednost (a) iz (3.2.2) u (3.2.1) slijedi 

w(x,y) = [ p(x,y)] L A-1] { w} 

Uz oznake 
p = oP 

X c)X 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 
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slijedi 

Relativne deformacije u ovom jesu: 

U skladu s relacijama (2.2.1), (2.2.3) i (3.2.5) slijedi 

fzx = [ Px] [ A-1] { w} - 6 y 

fzy=[Py] [A- 1]{w}+8x 

Naprezanja u ovom jesu 

I u}- f f Ci" j l - 1 zx' l zy 

U skladu s relacijama (3.2.6) je : 

'tzx = G( [ Px] [A-
1
] { w} -8y) 

t zy = G ( [ P y] [ A -
1 J i W i + 9 X) 

u obzir relaciju (2.2.2) slijedi 

f zx =GO( [ Px] [A-1Jflf'l - y) 

l zy = G 9 ( [ Py] [ A- 1 ] / o/ } + x) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 
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3.2.2. Matrica krutosti elerrenta 

Izraz za totalnu potencijalnu energiju sistema (konstrukcije) je : 

- j 1 T li = u - w = 2 (J t dV - w , 
. V 

(3.2.9) 

pri je U unutarnja energija (energija deformacije) koja ovisi o po-
macima w, dok je W potencijal vanjskog a ovisi o 9 . 

Stoga uvjet minimuma : 

Juw =O, daje raspodjelu vitoperenja po presjeku. 

Sumiranjem unutarnjih energija elemenata sekcije duljine ,6.z = 1, 
slijedi : 

(3.2.10) 

u relaciju (3.2.10) vrijednost (3.2.7) slijedi 

U =~zi!/f[([Px][A-1
] (w) -9y)

2
+([Py][A-1J{wl+ex/J dxdy (3.2.11) 

e •f 

slijedi : 
n 

u = 6z g Iffu w }T [A-1] T [Px]T [Px] l w}[A-1] + 

l }T [ -1 T T { } [ -1 + w A ] [ Py] [ Py] w A ] + 

T -1 T T lT[ -1 T T + 2 9 ( { w) [A ] [Py J x - \ w A ] [Px] Y) + 

+ 92 (x2+y2) ] dxdy ' 

odnosno : ,, 
U =Dz I,jf[J \w}T [Ke)lw\ -0\wlT \Fe} + Ja 2(x2+y2)]dxdy 

e=1 

(3.2.12) 
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Sumiranjem po svim elerrentima i sortiranjem u matricu odnosno vektor kons-
trukcije slijedi : 

(3.2. 13) 

Minimizacijom totalne potencijalne energije : 

Jliw = cf Uw = O , u obzir relaciju (2.2.2), slijedi 

(3.2. 14) 

U jednadžbi (3.2.12) [ Ke] je matrica krutosti elementa koja je dana jed-
nadžbom: 

(3.2.15) 

Rješenjem sistema (3. 2. 14) dobivaju se vrijednosti ljJ , a za tim 
kut fJ jednak jedinici, mogu se prema (3. 2. 8) odredi ti tangenci-
jalna naprezanja t i f . Totalna potencijalna energija sekcije zx zy1 duljine na ~azi naprezanja je : 

,/1rr 2 2 1 lf = 2G J ( '[: zx + t zy ) dxdy - 2 MT (} 
1 1 

(3.2.16) 

u obzir relaciju (2.2.14), minimizacijom totalne potencijalne 
energije dane relacijom (3.2.16)1slijedi torziona krutost presjeka: 

I') 

G It = \ 1r ( ( f + 1; ) dxdy 
u L J zx1 zy1 

e • 1 

(3.2.17) 

Nakon torzione krutosti prema (3.2.17) dobiva se na bazi 
(2.2.14) kut 8 , a potom stvarna naprezanja množenjem s kutem 

9 (relacija 3.2.8). 



- 38 -

3.2.2.1. Pravokutni element 

Pravokutni element duljine prikazan je 
na sl. 12. 

z 

y 

X 

Sl. 12. Pravokutni element 

U skladu s (3.2.1) do (3.2.4) je [ 19,21,23] 

[P(x,y)] = [ 1, x, Y, xyJ (3.2.18) 

[ Px] = [ o' 1' o, y ] 

X ] 

(3.2.19) 
[ Py] = [ o, o, 1 ' 

1 X. yi x.y. 
1 1 1 

1 X. y. X .y. 
J J J J 

[ A J = (3.2.20) 
1 xk yk xkyk 

1 xe Ye xe Ye 



Vrijedi daj~ X. = X ,· l. . e 

Inverzna vrijednost ' (A - 1] je 

~yk 

[A -J = ¾- -yk 

e -xk 

1 
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-xiyk xkyi 

yk -y. 
l. 

X. -x. 
l. l. 

-1 1 

Transponirana vrijednost inverzne matrice [ A-1] 

~yk -y . k -xk 

-xiyk yk X. 

[ A-1] T= _1 
l. 

Ae x.y. -y. -x. 
l. l. l. l. 

-xkyi yi xk 

Vrijednost površine pravokutnika je 

ili uz 

slijedi 
A = e e e X y 

u obzir vrijednosti (3.2.19) slijedi 

-xkyi 

y. 
l. 

(3.2.21) 
xk 

-1 

je 

1 

-1 
(3.2.22) 

1 

-1 

(3.2.23) 

(3.2.24) 

(3.2.25) 



o 

o 
= 

o 

o 

o 

1 

o 
y 

o 

o 

1 

X 

[ o 

[ o 

o 

ff o 
o 
o 

o 

xy 

o 

y 2x 
-2-

o 

o 
1 

o 
y 

o 

o 

xy 

x 2y 
-2-
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o 

1 

o 
o 
1 

X 

X] = 

o 
y 

X 

x2 +y2 

o 

xy2 
-2-

x2y 
-2-

o 

o 

o 
o 

o 

o 

o 

o 

dxdy 

x 3y y3x 
-3- + -3-

= 

o 

o 

y 

o 

o 

o 

o 

= 

XK 'JK 

Xj Y; 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

X 

o 

y 

o 
y2 

o 

o 

X 

x2 

(3.2.26) 

(3.2.27) 

(3.2.28) 



- 41 -

vrijednosti (3.2.21), (3.2.22) i (3.2.28) u relaciju (3.2.15) 
slijedi : 

o o o o 

o xy o xy2 x. Yw: -2-

[A -1] T [ A -1] = 
o o x2y xy -2- )(; 'li 

o y2x x2y x3y y3x 
-2- -2- -3- + -3-

xkyk -yk -xk 1 o o o o 

o xy o xy2 XK YK 
-xiyk yk X. -1 -2-l 

i 
Ae 1 o o xy x2y 

xiyi -y. -x. -2-
l l xi Yi 

-1 o y2x x2y x3y y3x 
-xkyi yi xk -2- 3 +3 

xkyk - xiyk xiyi -xkyi 

- yk yk -y. yi 
1 l 

= Ae - xk x. -x. xk l l 

1 -1 1 -1 



1 
= Ae 

o 

o 

o 

o 

1 • Ae 

y2x 
-y XY+ --k · 2 

y2x -y.xY+ --l . 2 

xkyk -xiyk 

-yk yk 

-xk X. 
l 

1 -1 
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x2y 
X.XY- --l . . 2 

x2y 
-X.XY+ --l . 2 

x.y. 
l l -xkyi 

-y. 
l yi 

-x. xk l 

1 -1 

Prvi matrice je: 

2 2 
= [ yk xy-ykx(yk-y i )(yk +y i )+xkxy-xky(xk-xi )(xk +xi) + 

2 2 
(xk-xi)(xk+xkxi+xi)Y 

+ 3 + 

2 2 2 2 2 2 
3Yk-3yk(yk+yi)+3xk - 3xk(xk+xi)+xk+xkxi+xi+yk+ykyi+yi 

= 3 Ae 

2 2 2 2 
xk+ xkxi+xi + yk+ykyi+yi - 3xkxi- 3YkYi 

= 3 Ae ::: 

1 
T 
Ae 

X; Y; 

X; Y; 



- 43 -

2 2 2 2 2 2 

xk-2xkxi+xi+yk-2YkYi+yi (xk-xi) +(yk-yi) 
= 3 Ae = 3 Ae = 

= 

Analognim postupcima dobivaju se ostali matrice krutosti dane 
u tabeli 1. 

·-··· ....... · · ······ .. . .... -- •-,•······•·· .. ··········•··········· ..... . . ·t----· · · ... ·•········ . .. . . . . . . .... •··· .. ... . .. .. ...... .... ... _. 

/J 2 2 t.x + ey 
6Ae 

e 2 2 
X + ey 

3Ae 
····················-·-·-·--····~----·-·-··· · --- ·--------- -- - -;- . -· ·· ······· ········-······:··-···· ·· ·· -·- ·· ··· 

e 2n2 2 e2 -2 X + t'. y ex + y 
.~A~ .... _ .. . ..... ...... 6Ae_·······----

Tabela 1 Matrica krutosti pravokutnog 
elementa za S. Venant-ovu torzionu analizu 

3.2.2.2. Trokutni element 

Trokutni element duljine prikazan je 
na sl. 13. 

CD 
CD x· v· - J J 

z Xj y j 
I 
I e. , 

y I / /\ 
/ \ 

C T --....... ____ / \ 

X 

SL 13. Trokutni element 
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Oznaka p korištena kod pravokutnog elementa ovdje biti zamijenjena 
oznakom t. 

U skladu s (3.2.1) do (3.2.4) je 

[t(x,y)] = [1, x, Y] 

[txJ= =[ o, 1 ' o] 

[ ty]= =[ o 
cJY ' 

o, 1 ] 

1 x. 
]. 

y. 
]. 

l A] = 1 X. yj J 

1 xk yk 

Površina trokuta (elementa) je 

Ae =½I [A] I= (xiyj-xjyi+xjyk-xkyj+xkyi-xiyk) 

Inverzna vrijednost [ A- 1 ] je : 

xjyk-xkyj xkyi-xiyk 

[A-1]= 1 yj-yk yk-yi 
2A e 

xk-xj xi-xk 

Transponirana vrijednost inverzne matrice 

xjyk-xkyj yj-yk 

[ A-1J T= 1 
2A 

.xkyi-xiyk yk-yi 
e 

x.y .-x.y. ]. J J ]. 
y. -y. ]. J 

(3.2.29) 

(3.2.30) 

(3.2.31) 

(3.2.32) 

x.y.-x.y. ]. J J ]. 

y. -y. ]. J (3.2.33) 

x.-x. 
J ]. 

[ A-1] je 

xk-xj 

(3.2.34) 
xi-xk 

x.-x. 
J ]. 
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Prema sl. 14 izražavaju se pravokutne koordinate trokutnih na sli-
[ 20, 22 J 

k 

o X 

-Sl. 14. Trokutne koordinate 

X = x. + X ji f + xkj f ( l 
(3.2.35) 

y = y. 
l 

+ y .. f 
Jl + ykjJ1 

Diferencijal površine elementa je 

dA = 2 Ae Š. d { d L (3.2.36) 
e 

Dalje slijedi 

I f ( [ t X] T [ t X] + [ty] T [ty])dA = 

o o 

li( 1 [ o 1 o ] + o [ o o 1 ] ) dA = 

o 1 

o o o o o o 
JI ( o 1 o + o o o ) dA = 

o o o o o 1 

o o o o o o 

JI o 1 o dA = 2 Ae// o j o ctjd1 
o o 1 o o r 

(3 .2.37) 
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vrijednosti (3.2.33), (3.2.34) i (3.2.37) u relaciju (3.2.15) 
slijedi : 

xjyk-xkyj yj-yk xk-xj o o o 

1 1 
G 2A xkyi-xiyk yk-yi xi-xk ·2A o 2 o 

e e 

x.y.-x.y. y.-y. x.-x. o o 1 
l J J l l J J l - 2 

xjyk-xkyi xkyi-xiyk x.y.-x.y. 
l J J l 

1 
2A yj-yk yk-yi y.-y. = 

e l J 

xk-xj xi-xk x.-x. 
J l 

o yj-yk xk-xj xjyk-xkyi xkyi-xiyk xiyj-xjyi 
1 = G 1fA o yk-yi xi-xk yj-yk yk-yi y.-y. 
e l J 

o y.-y. x.-x. xk-xj xi-xk xj-xi l J J l 

Nakon izvršenih operacija množenja slijedi matrica krutosti dana u tabeli 2. 

2 2 

~j + yjk 
4 A e :v 

········ ··-··--- ---- - , SIMETRl:CNO .. . ·, ····-- ·- ·- - - . ··--· .. .. -- · ·.· ··· ...... ..... .. ····-

x.kxk. + y 'kyk. : 
l J J l ; 

4 A : e , 
' ··· -··-······ · ·· ·····-····-r ··--- ---· ·· · ······-· · -• ·· ·· ·- - ··---··· 

X .,X + y y 
Jl kj ij jk 

4 A e 

x.kx .. +y y 
l Jl ij ki 

4 A e 

Tabela 2. Matrica krutosti trokutnog elementa za 
S. Venant-ovu torzionu analizu. 

= 
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Pri ovome je 

Yrs = Yr - Ys 

3.2.2.3. elerrent 

elerrent duljine pri-
kazan je na sl. 15. 

z 

y 

--
I 

---\ ---- \ e-1 ' \ 

"1 ..... t k ( L.l. , I 

LH ···-i,j,k 
~3 .... l , j , l 
~4 .. .... j,k,e 

Sl.15. elerrent 

Ovdje vrijede relacije (3.2.18) do (3.2.20). 

Površina elementa je: 

Dvojni indeksi i u ovom definirani su relacijom (3.2.38). 

(3.2. 39) 



- 48 -

relaciju (3.2.28) prije integracije, te vrijednosti (3.2.21) 
i (3.2.22)1 dolazi se do matrice krutosti na 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

y 

o 

o 

o 

1 

X 

o 

o 
y 

X 

o 

= G [A-1]T 
o A o s 

[ A-1] e X 

Pri tome je 

Ae 
s ,s 

X y 

I ,I 
X y 

o o A s e y 

o s s I +I 
X y y X 

površina elementa 

momenti površine (elementa) 

momenti inercije 

(3.2.40) 
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3.2.3. Vektor eleID2nta 

U jednadžbi (3.2.12) { Fel je vektor elemen-
ta koji je jednadžbom: 

(3.2.41) 

3.2.3.1. Pravokutni element 

u obzir vrijednosti (3.2.19) slijedi : 

( [py]T x - [Px]T y) dxdy = 

o o o 

//< o 1 
y) dxdy = !! -y 

X - dxdy (3.2.42) 
1 o X 

X y x2-y2 

Ako se nakon integracije izraz (3.2.42) te izraz (3.2.22) uvrste u relaciju 
(3.2.41) slijedi : · 

~yk -yk -xk 1 o 
XK YK 

-xiyk yk X. -1 -y2x 

{Fe}=-G 1e 1 -2-

xiyi -y. -x. 1 
x2y 

1 1 Xi Yi 

-~yi yi -1 
x3y y3x 
-3- - -3-
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Prvi vektora je 

o 

1 (yk-yf)(xk-xi) xk(xk-xf)(yk-yi) 
= ----[ yk ----

(xk-xi)(yk-yi) 2 2 

+ 
(xk-xi) (yk-y i) 

3 

(yk-yk) (xk-xi) 
---]= 

3 

== 

+ 

C __ 1 __ [ yk 
(xk-xi)(yk-yi) 

(xk-xi)(yk-yi)(yk+yi) 

2 

xk(xk-xi)(xk+xi)(yk-yi) 

2 

+. 
3 

(xk-x. )(yk-y. )(yk2 +yky.+y~) 
l l l l } 

3 

yk(yk+yi) xk+xkxi+xf 
=---- +----- ----- = 

2 3 3 

= ----------+----------- = 
6 

= 
6 

= 

+ 

6 . 

yk + ykyi - 2Yf 
6 

= 
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Analogno slijede i ostali vektora tako da je 

(2x.+xk)e + (y.+2yk) e l X l y 

3.2.3.2. Trokutni element 

u obzir vrijednosti (3.2.30) slijedi 

11 

= 2 Aeffi 
00 

= 2 Ae 

o 

o 

X - 1 

o 

o 
o 

y) dxdy 

X.+X .. + xkj 1 Jl 

o 
y. y .. yk . 

1 Jl 
+~ - <2 + -3-

X. X .• xk. 
( -2. + +~ 2 3 

o 

yi+yji +ykj 

o 

(3.2.43) 

(3.2.44) 

.. 
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vrijednosti (3.2.34) i (3.2.44) u relaciju (3.2.41) slijedi: 

xjyk-xkyj YrYk 

{Fe }:-G _1 
2A xkyi-xiyk yk-yi 

e 

x.y.-x.y. l J J l y.-y . l J 

Prvi vektora je 

X .. Jl -- + 3 

3x.+ 2x .. + xkJ" 
( l Jl = xk-xj) 

xk-xj o 

y. . y .. yk. 
xi-xk 21\ -( + + :p ) e 

x. x .. xk. 
x.-x. ( + ~l + --t2 ) J l 

(y.-yk)(3y.+2y .. + yk.) J l Jl J 

2 2 2 2 

= (xixk+ xk -xj -xixk)-(yiyj+ yj -yk - ykyi) 

= 
(xk-x.)(x.+x.+xk)-(y.-yk)(y.+y.+yk) J l J J l J 

= xkjXT - yjk Yr 
2 

= 

= 
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Analogno se dobiju ostali vektora tako da je 

xjixT - YijYT 
2 

(3.2.45) 

U relaciji (3.2.44) i yT su koordinate težišta eleIIEnta a su 
relacijama 

(3.2.46) 

dok za upotrebljene dvojne indekse vrijedi relacija (3.2.38). 

3.2.3.3. element 

vrijednosti (3.2.22) i (3.2.42) u relaciju (3.2.41) 
slijedi 

o 

-y 
dxdy = 

X 



Pri tome su 
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o 

-S 
X 

s y 

I -I y X 

momenti površine (elementa) 

momenti inercije 

(3.2.47) 
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Savijanje silama 

3.3.1. razmatranja 

Aksijalni pomak grednog elementa pri savijanju silama (ne 
savijanje torzijom) je : 

b s w = w + w (3.3.1) 

Pri tome 

b savijanje ( bending ) 

s smik 

U konvencionalnoj grednoj teoriji pretpostavljaju se deformacije pri 
savijanju jednake nuli, te na osnovu relacija (2.2.3) slijedi : 

Slijedi da je aksijalni pomak 

s w = - x u'(z) - y v'(z) + w 

Relativne deformacije ovdje su : 

Na osnovu relacija (2.2.3) slijedi 

'ow s 
fzx = ax 

'ow s 
fzy = w-

(3.3.2) 

(3.3-3) 

(3.3.4) 
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aksijalni pomak u formi koja je dana relacijom (3.2.3), 
pri je 

s w = w(x,y) slijede relativne 

f zx = [ P x] [ A - 1 ] \ w I 
tzy = [Py] [A-1] lwl 1 

odnosno naprezanja : 

r zx = G [Px] [ A-1] I w I 

<f:zy = G [Py] [A-1] jw} 

je definirano na 

M 
y X ) A Z 

Iy 

- Qy 
F = ( y + X ) 6. z 

Ix Iy 

(3.3-5) 

(3.3.6) 

(3.3-7) 

Pri tome su xi y koordinate promatrane mjerene od težišta presjeka 
u kojeg su postavljene glavne centralne osi inercije. 
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3.3.2. Matrica krutosti elementa 

Totalna potencijalna energija sistema, u skladu s relacijom 
(3.2.9) je : 

,, ,, 
- \ e \ f 1 T J ] li = L-11 = L [ 2 V E dV - F w(x,y) dA = 

e-1 e., Ve Ae 
,, 

= 6 z .l [ Jf} ( t !x f zx + t ;y fzy) dxdy -
eaf 

(3.3.8) 

u obzir relacije (3.3.5), (3.3.6) i (3.3.7) te slijedi: 

f1 

7f = A z I [ I w J T [ Ke ]{ w J - I w} T I Fe j J (3.3-9) 
ec1 

Sumiranjem po svim elementima te sortiranjem u matricu odnosno vektor kons-
trukcije (sistema) slijedi : 

- [ 1 T T ] ll=~z 2 /w} [K]fw)-jw} fFJ (3.3.10) 

Minimizacija totalne potencijalne energije daje onoliko jednadžbi kolikoitna 
nepoznanica w. : 

l 

cf T = o - [ K ] { w J = f F J (3.3.11) 

U jednadžbi (3.3-9) [ Ke J je matrica krutosti elementa koja je 
jednadžbom: 
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Ova vrijednost je vrijednosti danoj relacijom (3.2.15), te na 
taj slijedi da je matrica krutosti elementa za savi-
janja silama dana za 

- pravokutni element 
tabelom 1 

- trokutni element 
tabelom 2 

- element 

relacijom (3.2.40) 

3.3.3. Vektor elementa 

U jednadžbi (3.3.9) i Fe j je vektor elementa 
koji je jednadžbom: 

(3.3.12) 

3.3.3.1. Pravokutni element 

u relaciju (3.3.12) vrijednosti (3.3-7) i (3.2.18) 
slijedi vektor elementa za savijanje oko osi x: 

1 

X 

dxdy (3.3.13a) 
y 

xy 
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Nakon integracije slijedi 

y2x 

x2y2 xi( Y.v. 

{ F~ } = [ A-1] T 
Qy ---ir-
r 

X y3x 
(3.3.13b) 

-3-
Xi 'fi 

x2y3 

granice integracije i u obzir relaciju (3.2.23), te 
položaj težišta elementa koji je dan relacijama 

(3.3.13c) 

slijedi 

(3.3.13d) 

Analogno slijedi vektor za savijanje oko osi y 

1 

X 
dxdy (3.3.14a) 

y 

xy 
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Nakon integracije slijedi 

(3.3.14b) 

granice integracije i u obzir relacije (3.2.23) i 
(3.3.13c) slijedi : 

· ( 3-3. 14c) 

Pri tome je [A-1JT dano relacijom (3.2.22). 

Globalni problem dan jednadžbom (3.3.11) raspada se u dva dijela: 

[K]\wJ = r Fxl 
[KJ{w}=!FyJ 

(3.3.15) 

Naprezanja se u skladu s relacijama. (3.3.6), u obzir re-
lacije (3.2.19) i (3.2.21) mogu pisati u obliku: 
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xkyk -xi yk -~yi -xkyi wi 

-yk yk -y. yi w. 
1 J 

'[zx= G [ O 1 o Y] 1 r e -xk X. -x. xk wk 1 1 

1 -1 1 -1 we 

Slijedi da je w. 
1 

= ~e { y-yk 
w. 

"" yk-y y-y. y.-y } J (3.3.16) L zx 1 1 
wk 

Analogno je we 

w. 
1 

! zy = f-{ x-X 
w. 

J 
~-X x-x. x.-x (3.3.17) e k l 1 wk 

We 

3.3.3.2. Trokutni element 

u relaciju (3.3.12) vrijednosti (3.3.7) i (3.2.29) slije-
di vektor elementa za savijanje oko osi x: 

dxdy (3.3.18) 

Obilježi li se integral : 

(3.3.19) 
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Tada je 

u obzir relacije (3.2.35) slijedi 

3y. + 2(y.-y.) + (yk-yJ.) 
= 2A ( l J l ) 

e 

= 2A e 

y. + y. + yk 
l J 

I I 

= Ae. YT 

1 11 = 2Ae/[ (xi+xjif +xkjf L )(yi+yjij +ykjf() J d! d[ = 
o o 

[ 1 1 1 = 2A -2 x.y. + -3 x. (y .-y.) + r x. (yk-y .) + e l l l J l u l J 

(3.3.20) 

(3.3.21) 

+ 1 1 1 -3 (x.-x.)y.+" (x.-x.)(y.-y.) + lJ (x.-x.)(yk-y.) + Jll't Jl Jl o Jl J 

+ 

Ae 
= -12 [ 2 (x.y.+x.y.+xkyk) + x.y.+x.yk+x.y. + l l J J l J l J l 

(3.3.22) 



Pri tome je : n = i , j, k 
f I 
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102 = 2Ae I! (yi+yjiS + ykj f 7 / r d r dt = 
o o 

I I 

= 2Ae//[ Yf + (yj-yi/ f 2 + (yk-yj)2 J 27. 2 + 
o o 

+ 2 yi (yj-yi) f +2yi (yk-yj)f ?+2(yj-yi)(yk-yj) r 2{] f d r d7 = 

A 
= 12e [ 2 (y~+y~+yk2 ) + 2 (y.y. + y.yk + y.yk)] 

Pri tome je 

je: 

l J l J l J 

m :i , j, k 

A e 

1 2 \ 2 12 (gyT + L 'jm) 

(3.3.23) 

(3.3.24) 

U skladu s relacijama (3.3.18) i (3.3.24) slijedi vektor za sa-
vijanje oko osi y 

(3.3.25) 

Ovdje je n = m = i, j, k. 
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Razvojem izraza [ 22] 

(3.3.26) 

pri su desne strane dani relacijama (3.2.29) i (3.2.33) sli-
jedi : 

(3.3.27) 

Na taj primjenom relacija (3.3.27), (3.2.35) i (3.2.36) a na osnovu 
relacije (3.3.18), dobiju se jednostavniji izrazi za vektore : 

3yT + yi 

{ F~ 1 
A e 3yT (3.3.28) = r + y. 

X 12 J 

3YT + YK 

3xT + x. 
l 

I F;} 
A e 3xT (3.3.29) = r + x. 

y 12 J 

3xT + xk 

Naprezanja se u skladu s relacijama (3.3.6), u obzir relacije 
(3.2.30) i (3.2.34) mogu pisati u obliku 

xjyk-xkyj yj-yk ~-xj w. 
l 

'['zx = G [ o 1 o ] 1 
2A xkyi-xi1k yk-yi xi-xk w. 

e J 

xiyj-xjyi y.-y. x.-x. wk l J J l 
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Slijedi da je w. 
l 

t = 2~ { yj-yk yk-yi yi-y j} w. (3.3-30) zx J e 

wk 

Analogno je 
w. 

l 

fzy 
G { xi-xj} (3.3-31) = 2A xj-xk xk-xi w. 
e J 

wk 

3.3.3.3. element 

Vektor jednostavno se može dobiti na bazi podjele 
na dva trokuta. Usvoji li se ta podjela na dva sl .15, 

tada slijedi : 

A1(3y1+yj)+ A3(3y3+yj)+ A4(3y4+Yj) 

A1( 3Y1+yk)+ A2( 3Y2+yk)+ A3( 3y3+yk) 

A2(3y2+Yt )+ A3(3y3+Ye )+ A4(3Y4+Yt) 

A1(3x1+xj)+ A3(3x3+xj)+ A4(3x4+xj) 

A1(3x1+~)+ A2(3x2+xk)+ A3(3x3+xk) 

A/3x2+xe )+ A3(3x3+Xe )+ A4(3x4+Xe) 

(3.3-32) 

(3.3-33) 
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U relacijama ( 3. 3. 32) i (3. 3. 33) jesu 

4) 

4) 

3.4. Karakteristike presjeka 

površine trokutnih elemenata 

koordinate težišta trokutnih elemenata. 

Površina i težište presjeka se na Vrijednosti 
površina elemenata odnosno težišta tih površina dane su relacijama 
(3. 2. 23 ) , (3. 2. 32 ) , (3 • 2. 39 ) , ( 3. 3. 13c) i ( 3. 2. 46 ) . 

3.4.1. Torziona krutost 

Za konstantne raspodjele tangencijalnih naprezanja po presjeku 
elementa je : 

Pri tome su 

C' 
l zx 

1 

3.4.2. Kruto.st na 

E I = X 

E I = y 

(3.4.1) 

tangencijalna naprezanja. 

savijanje 

n 
E [ I (3.4.2a) xe 

e•i 

,, 
E [ I (3 .4 .2b) 

e•i 
ye 
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Pri tome je za : 

- pravokutni element : 

2 

I lx e/ lx ey 
(yi+yk) 

= 12 + 4 xe (3.4.3a) 

2 

I €y ex
3 

lx ly 
(xi+xk) 

= 12 + 4 ye (3.4.3b) 

- trokutni element : 

(x.-x.) 
I = l J (y~ + y~y. + y.y2. + y~ ) + xe 12 l l J l J J 

(xj-xk) 
(y~ 2 y 2 3 ) + 12 J + yjyk + jyk + yk 

(xk-xi) 
(y3 + Y2ky. + yky~ + y~ ) (3.4.4a) 12 k l l l 

Iye = 
(yj-yi) 

(x~ + x~x. +X.X~+ X~ ) + 12 l l J l J J 

(yk-yj) 
(x~ + x2.x + 12 x ,x2 + x3 ) + J J k J k k 

(yi-yk) 
(x3 2 2 X~ ) ·12 k + xkxi + xkxi + l (3.4.4b) 
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3.4.3. Krutost na smik 

(3.4.5a) 

1 
GA = -----------y n 

G
1 L ( r 2 + r zy2 ) . A 

e-1 zx1 1 I e 
'),=1 

(3.4.5b) 

Pri tome su 

cr i Lzx 
1 tangencijalna naprezanja 

3.4.4. Centar smika 

Za konstantne i poznate raspodjele tangencijalnih naprezanja 
uslijed sile, slijedi : 

" 
xcs = I ( 't zy · Xr - 1 zx · Yr) Ae 

fd 1 1 I 
'),=1 

(3.4.6a) 

,, 
Ycs = I ( t zx . Yr - f · X ) A zy 1 T

I 
e 

e •1 1 
Q =1 

X 

(3.4.6b) 

J 
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4. PRIMJERI ANALIZE 

analiza u ovom radu bazirana je na specijalnim 2-D 
elementima. Za pravokutni, trokutni i element 
izvedene su matrice krutosti i vektori za analizu stanja napre-
zanja pri S. Venant-ovoj torziji i savijanju silama. Ovakvom familijom 
elemenata je diskretizacija proizvoljnog geometrijskog oblika 

presjeka. je više primjera za 
Konture naprezanja kao i analiza dobivenih rezultata dani su u daljnjem 
dijelu rada. 

4.1. Program "PRESJEK 211 

Na osnovu izvedenih postavki u poglavlju je program 11 PRESJEK 211 • 

Struktura programa i datoteke koje koristi kao i njihova veza s modulima 
programskog paketa "SCADA" prikazani su na sl. 16. Od programske cjeline 
"SCADA" koriste se moduli za generiranje mreže elemenata (MGEN), 
unos pojedinih ulaznih podataka (SEDIT) te crtanje kontura naprezanja 
(REPORT). 

Glavni kontrolni program (MAIN) otvara datoteke i redom poziva pot-
programe 

INPUT 

CALCUL 

ulazne podatke iz datoteke XXX.INP i ispi-
suje originalne kao i ulazne podatke te 
vrši provjeru grešaka. Ovaj potprogram poziva pot-
program MATCH koji može tekstualne i nume-

podatke, a poziva potprogram LISTS koji 
pretražuje liste 

geometr i j ske kar akt eris t i ke presjeka, ras-
podjelu tangencijalnih naprezanja od 
torzije i smika kao i krutosti presjeka koje ovi-
se o navedenim naprezanjima, te vrši ispis karak-



INITF 

STRES 

INVER 

MULT 

ESTIF 

SOL 
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teristika presjeka. Ovaj potprogram poziva pot-
programe : 

........ vrši inverziju matrice [A) 

vrši množenje kvadratne matrice .i vektora 

matrice krutosti za element 

rješava sistem linearnih jednadžbi za 
jednadžbu sistema. 

formatizira datoteku XXX. SAV i upisuje u njih 
potrebne podatke za crtanje kontura naprezanja. 

stvarna naprezanja u elementima 
za zadane i puni izlaznu 
datoteku XXX.OUT, te puni datoteku XXX.SAV po-
dacima o naprezanjima. 

Program dobivanje dvaju izlaza. Jedan je preko XXX.OUT 
datoteke koja sadrži ulazne podatke, vrijednosti karakteristika 
presjeka i vrijednosti naprezanja, a drugi je preko modula REPORT. Ovaj 
je izlaz kvalitetniji jer pruža cjelokupan i istovremen uvid u stanje nap-
rezanja danog presjeka. Prezentirane konture naprezanja izlaza putem 
REPORT-a su izolinije. Te su linije (polja) obojane a svaka boja 

intenzitet naprezanja koji se na skali uz kon-
ture. REPORT služi i u samom rada na naprezanja 
i to u svrhu kontrole generirane mreže. Geometrijski oblik pres-
jeka je diskretizirati unosan potrebnih podataka ili direktno preko 
MGEN-a. Diskretizacija preko MGEN-a je znatno brža i jednostavnija ali je 

samo za diskretizacije pravim linijama. Nakon što se unesu 
geometrijski podaci o superelementima i podatak o traženom broju linija ko-
jim se oni Žele podijeliti, MGEN izvrši kompletnu diskretizaciju presjeka . 
On ujedno kreira XXX.INP datoteku, u koju se preostali podaci mogu unijeti 
programom SEDIT. 



PROGRAM „PRESJEK 2" DATOTEKE PROGRAM „ SCADA" 

I I MGEN I I I 
LI STS I I XXX . INP I 

t-- IN PUT 
HMATCH 

SEDI T I 
. 

I I 

I I 
M 

-{ INVER I 
I I A 

HMULT I I I I 

-.:i 

I I CALCUL H ESTIF I t--

I I 
N 

H so L I I I 
I I J 

I J J I XXX . SAV I .__ 
REPO RT 

I 

HINITF '- .... I 

I I I I -
l - XXX. OUT I STRESS I - I 

,___ 
I 

S1.16. Struktura programa "PRESJEK 2" 

I--=. 
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4.2. Primjeri 

Na petnaest slika prikazani su primjeri vezani uz nume-
analizu stanja naprezanja po presjeku. Uz primjere 

su dimenzije presjeka, vrsta i broj ko-
rištenih elemenata te naziv raspodjele naprezanja. Skala sa stra-
ne slike daje gradaciju intenziteta naprezanja u Pa. 

Sl. 17 

Sl.18 

Sl.19 

Sl.20 

Na slikama je redem prikazano kako slijedi : 

raspodjela naprezanja t zx pravokutnog 
presjeka, dimenzija (100x150)mm, 

silom Q = 100 kN, 
X 

a diskretiziranog na 100 pravokutnih ko-
elemenata. 

raspodjela naprezanja 7: tot pravokutnog 
presjeka, dimenzija (100x150)mm, 

torzionim momentom 
Mi,= 1000 Nm, a diskretiziranog na 400 
pravokutnih elemenata. 

raspodjela naprezanja t zx pravokutnog 
presjeka, dimenzija (100x150)mm, 

silom~= 100 kN, a diskreti-
ziranog na 256 trokutnih eleme-
nata. 

raspodjela naprezanja 't tot pravokutnog 
presjeka dimenzija (100x150)mm, 

torzionim momentom Mr= 1000 Nm, 
a diskretiziranog na 256 trokutnih eleme-
nata. 



Sl.21 

Sl.22 

Sl.23 (a, b) 

Sl.24 

Sl.25 
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raspodjela naprezanja f pravokutnog zx 
presjeka dimenzija (100x150)mm, 

silom Q = 100 kN, 
X 

a diskretiziranog na 100 
kutnih elemenata. 

raspodjela naprezanja <t'tot pravokutnog 
presjeka dimenzija (100x150)mm, 

torzionim momentom~= 1000 Nm, 
a diskretiziranog na 100 
nih elemenata. 

konvergencija rješenja za pravo-
kutnog presjeka 
momentom torzije, a je raspodjela 
naprezanja za korištene pravokutne i 
trokutne elemente dana na sl.18 
i sl.20, te sl.: 32, 33, 34 i 35 danim 
u prilogu rada. 

raspodjela naprezanja 7: zy 
presjeka oblika T 

silom~= 100 kN, a diskreti-
ziranog na 136 pravokutnih ele-
menata. 

raspodjela naprezanja 'r tot 
presjeka oblika I profila 
momentom torzije MT = 100 Nm, a diskre-
tiziranog na 256 pravokutnih 
elemenata. 



Sl.26 

Sl.27 

Sl.28 

Sl.29 

Sl.30 
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raspodjela naprezanja t tot složenog 
zatvoreno-otvorenog presjeka 

momentom torzije M.r= 1000 Nm, 
a diskretiziranog na 360 pravokutnih 

elemenata. 

dimenzije i mreža trokutnih 
elemenata presjeka oblika 

Geometrijske preu-
zete su iz [ 29 ] • Diskretizacija je 
izvršena na 395 trokutnih ele-
menata 

raspodjela naprezanja 7: tot za primjer 
naveden na sl. 27. je moment 
torzije M.r = 1000 Nm. 

raspodjela naprezanja 'C tot i dimenzije 
osovine s utorom. Raspodjela naprezanja 
prikazana je na segmentu osovine. Diskre-
tizacija je izvedena 
kutnih elemenata u globalu, iako 
mreža sadrži i pravokutne elemente. 

je moment torzije M.r= 1963 Nm, 
koji prouzrokuje nominalno naprezanje 
C[ = 1 · 107 Pa. nom 

izolinije naprezanja koje su u biti dane 
i na sl. 29 b, a odnose se na oso-
vine, dane na sl. 29 a, momen-
tom torzije M.r = 1963 Nm. 



Sl.31 
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konvergencija rješenja prema vrijednosti 
preuzetoj za zadane podatke iz [ 16), a 
na bazi sl. 29, te sl. 37 i 38 iz Priloga. 
Prikaz je dan tako da je na ordinati omjer 
maksimalnog i nominalnog naprezanja a na 
apscisi omjer maksimalne i minimalne povr-
šine elementa u diskretizacionoj 
mreži. Ovakav prikaz je vjerodostojniji 

je maksimalno naprezanje u stvari 
koncentracija naprezanja te je 
broja elemenata izvršeno na tan 



r-..s:, 
C0 

d -d 
C 
cu 

E E 
E~ 

- 41) o -
LI) o 
X X 
o o 
o -:::::.-

r- r- r-..s:, ..s:, ..s:, 
CD N qt 

C0 r-

- 76-

n._d 
t'--o 

r- r- r- r- r- r- r-..s:, ..s:, ..s:, ..s:, ..s:, ..s:, ..s:, 
..s:, C0 CD N qt ..s:, C0 
l,D &n &n qt ('I') N 

•••••••••• 
z 
X 
o o 

li 
)( 

o 

d ...... 
C 
C, 
N 
cu ... 
a. 
C, 
C 

d 
cu ...... 
-o o a. 
Ili 
C, 

a:: 
t'---_; 
(/) 



MT = 1000 Nm 

111~~~~1~~, 1~~8 ~1111 

i1;~illll~~~~~~~~lllagl_~ 
~---=-~==- . -- ~-. ~~~iilllllliiif~c=c -~:, . ~~f,fi:-:¾~ 

~~-lt@ :=, :,,,e--,, :S ·· ·- · · ~ - · \;SSF. = ;0,;1,~~~ 
;_~"$~~'-·:;;" ~.l~ ~;;;;;; . ~ : . "~ ~~--6'.:\~~~ 
~~§tr;c:::~=~~~-~~~~!iffl~~ml'"§:;~%~~w': 

Itrl~lfi!tlllla&;;;11::11111t; 1t~rn:::::: 
:I:llwlf~illl!lllillllll!~i:/1!: 

:Jt1i ~1~rffll lll llllllll!ll::f\I 
fIIllml!~I IJfl l lllilil~lii l~ii:/f: 
.. Jl ~!~i~l lll! ll=lllll illlffllfl lI 
t~ ~lfš.t~~$Eilil&~=~ii~~~~~~{f~%1~tt'id 
~ -i:~ ,= ='"""WA~= -- . · ._ · ;.,;;,,e=½t~,,,;,): -:,~~"'.~ "1Z+~~~E~ S~ F-:= . -..:: - · • ~ ·::.. . 
~¾;~·z(~ :::-=-::: ;.::.:· ~ ~--= . - . = ~~=-0~ ~ "-~·¼:'"' ::,,s:_11= ==~~-am!ffl"""=esl., ltt:==~""0,'YPX' 
,!@;8::~~; ~ g~~~~=~ti-E~::; 
~~llll~~i;;s~~il~II~ 
~~~~~a~:.s.._::::::,SC-=S ,_,_-s§ §°=~~ffli mi~~~9 
;!=ll~§=f±ID;,~~0.1::2~:~~~II~!! 

Sl. 18 Raspodjela naprezanja "rtot 

I .·.-.- ·-

(l00x ISOlmm 
( 20x20)elemenata I 1-

~-
-~ y V, 

::: 
tb:t ,_ 
$ Si 

h1 

i· 
~-

i llls y 
- ~ 

~_x ( 

.2722 

.2464 

.2206 

.1948 

.1690 
107 p 

-..J a 
.1433 -..J 

I 

.1175 

.9169E- 01 

.6591E-01 

.4013E-01 

.143SE-01 



r,---------------------------------------------------------------1 
:i: 

Q x = 100 k N 

,. • . ,-,---.,.,.-.. -,-cs••• 
11:,:1::.:~;;;:li 

Sl. 19 Raspodjela naprezanja 'rzx 

:~~=:~-
I llt n = 256 elemenata 

I l 
I ....,, 

i 

l 
I 
~-

I """ V L_x 11 

.9864 

.9056 

.8248 

.7440 

I .6633 7 
-...] 

,o Pa 
00 

.5825 I 

.5017 

.4209 

.3401 

.2594 

.1786 



"'r-----------------------------------------------------------------, i 
i 

M = 1000 Nm 
T 

.ij 
:+~ !9 
/:,,:;:::::~ 

li ., 
~i 
~.\,.'. 

SL 20 Raspodjela naprezanja ltot 

:,· 
.,,,~ ~,•,~:. 

•~,~ '..,t 
~::::::: 
~--•:•::·· .. ;: ,~, 
; , ;.;.;,•:•:•:•:•: 

l:I::::: ,,.:,: ~• 

n= 256 elemenata 

y 

v:,.:.:-- .2604 

t1iI! 

1- .2369 

.2134 

I .1899 I. ; 
.1663 

,s I 107 Pa 
-..:i 
(O 

J 
I 

.1428 

.1193 

I .9579E-01 
,-

.7227E-01 

.4875E-01 

.2523E-01 



I 
n =100 elemenata 

MT = 100 k N 

y 

~---)( 

Sl. 21 Raspodjela naprezanja ?: 2 x 

1: 
I I 
I 
;a,!"" 

I 

i 
s:! g 
;,;;a; = 

I 

.9848 

.9015 

.8182 

.7349 

I 6516 , 
107 Pa 

I 

.5683 co o 
I 

.4851 

.4018 

.3185 

.2352 

.1519 



~---------------------------------------------------i --!"::lih d~~//U////b.9/U,<~ :,C 

M =1000 Nm 
T 

rn· 

ii . ......... ~. ~!-~ 
tnl ,, .. I'"· 

' 
Sl. 2 2 Raspod ii · ita naprezanja 7:'tot 

'( --~ i II, 

n = 100 elemenata 

y 

L _ _x 

I 
I i_ ; 

,2569 

.2341 

.2113 

.1885 

= ;-
l 
I I 
~-

.1658 I 

107 Pa 

.1430 I CD --I 
I 

.1202 

.9741E-01 

.7464E-01 

I 
.5186E-01 

.2908E-01 



~tot 
1Pa) 

- 82-

teoret. rmax = O, 2 886 · 10 7 Pa 
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Sl. 23a) Konvergencija rješenja za upotrebe 
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n = 395 elemenata 

M1 = 1000 Nm 

S1.2 8 Raspodjela naprezanja T tot 
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M :1963 Nm 
T 
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cf / i ~r- 13-

b ) 

- - -t- _.f =- _:_::-..:.-

~-:I r=?= \ 
n = 286 elemenata 

a; 

(_y 
Sl. 29 Raspodjela naprezanja ltot i dimenzije osovine 

!1!f 
1.766 

I 1.601 

J 1.435 

I 1.270 
ŠE 

1.105 I 7 i 10 Pa 

I 
.9403 

I CD 
CD 

.7753 

.6102 fii 

J .4452 

.2801 

I .1151 
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Sl. 30 lzolinije naprezanja za osovine, dane na sl. 29b,a 
a tako da je Tnom = 1•107 Pa 

n = 286 elemenata 
I za cijeli presjek) 

Kt = 2,44 I LEYEN) 
................ ........... .. .. --·-· ....... ........ .... ..... .............. ........... ..... ······ ............................................................ ................... ······ ....... ................. ... .... ····-·---···············i 

·. PRESJEK 2 - I 
Q e\ernen\1. " ! 

' L[) I 
(1) : _ ... : 

50 200 

(286el.) (352el.) 

Sl . 31 Konvergencija rješenja za upotrebe 
elemenata 

-Amax/Amin 1666 

I 406 el.) 
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5. ANALIZA REZULTATA 

Primjeri izvedenim aparatom imaju za cilj 
vanje pouzdanosti tog aparata. Iz tog razloga primjeri su odabrani tako da 
se dobiveni rezultati analize kako po vrijednosti tako i po slici 
raspodjele mogu s teoretskim rješenjima. 

Redom slijedi : 

Za pravokutni presjek, za kojeg su 
mreža elemenata i raspodjela naprezanja dani na slikama 17, 18, 
19, 20, 21 i 22, vidljivo je da se dobivene raspodjele naprezanja podudara-
ju s teoretskim raspodjelama naprezanja, te da su odstupanja vri-
jednosti od teoretskih : 

- sl. 17 

- sl. 18 

- sl. 19 

maksimalna vrijednost naprezanja 't' zx manja je od 
teoretske vrijednosti, koja prema relaciji (2.3.4) 
iznosi f max = = 1 · 107 Pa, za 1,33 o/o. 

maksimalna vrijednost naprezanja 'f: tot manja je 
od teoretske vrijednosti, koja prema relaciji 
(2.2.21) iznosi : 

'rmax 
MT 

0,2886 107 Pa, za 5,6 o/o. = 2 = 
k2(2a) 2 b 

Pri tome je: b = 0,231, 2 a 100 mm i k2 = f(a) za = 

2 b = 150 mm. 

maksimalna vrijednost naprezanja f: manja je od zx 
teoretske vrijednosti, koja kao i na sl.17 iznosi 

CC' max = 1 · 10 7 Pa, za 1 , 36 o/o. 



- sl. 20 

- sl. 21 

- sl. 22 
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maksimalna vrijednost naprezanja CC tot manja je 
od teoretske vrijednosti, koja kao i na sl. 18 
iznosi 't = 0,2886 107 Pa, za 9,7 o/o. max 

maksimalna vrijednost naprezanja f manja je zx 
od teoretske, koja kao i na sl.17 iznosi 

CC max = 1 · 107 Pa, za 1,52o/o. 

maksimalna vrijednost naprezanja t tot manja je 
od teoretske, koja kao i na sl. 18 iznosi 
tmax = 0,2886 107 Pa, za 10,9 o/o. Ovo odstupanje 
je za mreže (10x10) ele-
menata, dok se ono znatno smanjuje gus-

mreže, na primjer sl. 18. 

Na osnovu do sada i teoretskih vrijednosti nap-
ravljeni su dijagrami konvergencije rješenja k teoretskom rješe-
nju za istog presjeka i istog izvršene dis-
kretizacije s pravokutnim odnosno trokutnim elementima, sl.23(a i b). 

Na osnovu ovih dijagrama vidljivo je da je bolje približavanje teoret-
skom rješenju u pravokutnih elemenata. To je razumljivo kad 
se uzme u obzir polazna osnova za formiranje matrica krutosti i vektora 

ovih elemenata, pri kojoj su vrijednosti 1p(x,y)J i [t(x,yJ] 
dane relacijama (3.2.18) i (3.2.29). 

Na sl. 24 prikazana je raspodjela naprezanja f za gredni element zy 
presjeka T profila. je~= 100 kN. Vidljivo je da 

se raspodjela naprezanja podudara s teoretskom raspodjelom naprezanja, te 
da je i pretpostavka da se za ova~vih može 
smatrati da rebro profila preuzima svo 
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Teoretska vrijednost maksimalnog naprezanja je prema (2.3.4) 

Pri tome je: = 100 kN, 

,,. 
6,843 107 Pa . 

S = 61,24 cm3 , 
X 

4 od donjeg ruba rebra, I = 447,4 cm , t = 2 cm. 
X 

Yr = 7,8 cm 

Odstupanje i teoretske vrijednosti je za 2,3 o/o. 
,· 

Na sl. 25 prikazana je raspodjela naprezanja f tot za dvoosno si-
I profil. je moment torzije MT = 1000 Nm. Primjenom 

relacija (2.2.27) i (2.2.29) slijedi : 

= _3_·1_0_0_0_·_2 __ = 2,344 107 Pa 

Raspodjela naprezanja podudara se s poznatom raspodjelom naprezanja za ovaj 
[ 24 ] , a odstupanja i teoretske vrijednosti nema. 

Na sl. 26 prikazana je raspodjela naprezanja CC' tot za zatvoreno otvo-
reni profil momentom torzije MT = 1000 Nm. Glavni dio torzione 
krutosti profila njegov zatvoreni dio [ 27] . Otvoreni dio ovog profila 
u usporedbi s njegovim zatvorenim dijelom preuzima znatno manji dio optere-

Ct4] 

Njegov zatvoreni dio po konfiguraciji bliži je tankostjenom profilu. 
vrijednost naprezanja po srednjoj liniji opsega deb-

ljine stijenke dane kutije i teoretske vrijednosti (relacija 2.2.31) prema 
kojoj je 

7 1,39 10 Pa , slijedi da je odstupanje 1 , 07o/o. 

Na sl. 28 prikazana je raspodjela naprezanja 1: tot profila 
diskretiziranog na trokutne elemente i momentom torzije 

= 1000 Nm, a su geometrijske preuzete iz [ 29] i dane na 
sl. 27. dobi vena vrijednost naprezanja je od teoretske [ 29] 
za 1,2 o/o. 
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Na sl. 29 a, odnosno sl. 301prikazana je raspodjela naprezanja 't' tot 
za segment osovine s utorom, su geometrijske dane na sl.29 b. 

je moment torzije Mi, = 1963 Nm, a odabran je tako da nominalno 
· Cf: 16 M b d · d ak . d' .. N t . "· . 1· .. naprezanJe nom = lfd 3 u e Je n o Je 1n1c1. a aJ nac1n 1zo 1n1Ja 
vrijednosti daje koncentraciju naprezanja u klina. 

Na sl. 31 prikazano je približavanje rješenja prema rješe-
nju analize Leven-a dane u [ 16] . broja 
elemenata u utora za klin, gdje je koncentracija napre-
zanja, dovodi brže do rješenja nego jednakomjerno broja 
k " . h 1 t t j t d. . · t k v max d onacn1 e emena a e e s oga u 1Jagramu ov1snos = G"'nom ana u 
funkciji omjera maksimalne i minimalne površine korištenih 
nih elemenata. Odstupanje rješenja pri korištenju 406 

elemenata, prema rješenju Leven-a,je 2,9 o/o. 
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Z A K L J U A K 

Aplikacija prezentirane metode za analizu stanja naprezanja i 
vanja karakteristika presjeka predstavija efikasan aparat u rješavanju ove 
problematike i daje rezultate. 

Razvijeni elementi koji predstavljaju bazu ove aplikacije omo-
diskretizaciju proizvoljnog geometrijskog oblika presjeka 

grednog elementa. 

Jednostavnost ove metode sastoji se u jednostavnosti primjenjenih ko-
elemenata je razvoj baziran na aksijalnim pomacima, a 

rezultata diktirana je diskretizacione mreže. 

A~likacija dobivanje slike raspodjele komponenata ili total-
nog naprezanja po presjeku. 

Primjenjeni elementi se mogu diferencirati sa stano-
višta njihove primjene. 

Pravokutni elementi su na primjenu pres-
jeka pravocrtnih kontura, ali su ujedno u ovim i najefikasniji. 

Trokutni i elementi primjenjivi su za sve 
geometrijske oblike presjeka s tim, što bolje rezultate daju 
verokutni elementi. 

S obzirom na primjenjene jednostavne elemente potrebno je ko-
ristiti gustu diskretizacionu mrežu a posebno u presjeka 
gdje se naprezanje. Nepravilnosti toka linija koje ocrtavaju 
raspodjelu naprezanja po presjeku ukazuje da diskretizaciona 
mreža nije dovoljno gusta. 
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Prilog sadrži slike 

Sl. 32 

Sl. 33 

Sl. 34 

Sl. 35 

Sl. 36 

Sl. 37 

Sl. 38 

raspodjela naprezanja 'Ltot pravokutnog pro-
fila diskretiziranog na 25 pravokutnih 
elemenata, a momentom torzije 
MT = 1000 Nm 

raspodjela naprezanja cr tot pravokutnog profila 
diskretiziranog na 100 pravokutnih ele-
menata, a momentom torzije ~= 1000 Nm. 

raspodjela naprezanja 'C'tot pravokutnog profila 
diskretiziranog na 64 trokutna elementa, a 

momentan torzije = 1000 Nm. 

raspodjela naprezanja 't'tot pravokutnog profila 
diskretiziranog na 100 trokutnih eleme-
nata, a momentom torzije ~= 1000 Nm. 

raspodjela naprezanja 'r tot za osovine 
s utorom za klin. Diskretizacija je izvršena 

286 elemenata. 
je moment torzije MT = 1963 Nm. 

raspodjela naprezanja ttot za pr1mJer sa sl. 36 
(odnosno sl. 29 b) a za mreže od 352 

elementa. je 
moment torzije = 1963 Nm. 

raspodjela naprezanja 't tot za pr1mJer sa sl. 29b
1 

a za mreže od 406 
nih elemenata. je moment torzije 
MT = 1963 Nm, 



rr----------------------------------------------------------------, -ll 
;l'.; 
i 

M=1000Nm 
T 

)}~~,, 
{fili li :::::@~1 
:::::··~ <~ 

Sl. 32 Raspodjela naprezanja 'itot 

" 

( 5 x 5) elemenata 
( 100 x 15 O l mm 

V 

b __ x 

.... -
f ;'.:: 
ft 
tt~ 1· 
I ~--:.;..i.,;.;; z ;_ 
i 
I 
i 

( 

.2222 

.2069 

.191? 

.1?64 
I -.1611 o 

N 
107 Pa I 

I 
.1459 

.1306 

.1154 

.1001 

.848?E-01 

.6962E-01 



MT = 1000 Nm 
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Sl. 33 Raspodjela naprezanja 'ttot 

• .,. 
131-j "'~~~b:::::: !.:~~:'::;/: 
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2-~:~:;:::::::::::::: ~~~~~-::::::::::::::) 

1111 =~~10,,,,.~~:;:··-·.-.· "'"'"~"~~-:-:-:: 

,~šsL~i•~ ;~1~ 
riff'-

(100 x IS0)mm 
( 1 O x 10 l elemenata 

y 

~_l( 

1: 
.2560 

.2333 

I .2106 ~-I .1878 
~::: ::::; 
:: :! : t .1651 ..... 

7 -G 
10 P0 

(,-) 
ffi I ii .1424 

I .1197 
ii 

j .9693E-01 

.7420E-01 

.5148E-01 lc5! 
'=' I .2875E-01 
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i 
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• 
SI . 34 Raspodjela naprezanja 'rtot 

. .ffl (4x4)x4 elemenata = ffi ( 100 x 150) mm 

I ~4;; 
\/ 

I 
y 

~_x 

'11: 

I I_ 

i .. 

( 

,2280 

.2101 

.1923 

.1744 
I 

I -.1566 I o 
107 Pa 

-!'--
I 

I 
.1387 

,1209 

,1030 

.8515E-01 

.6729E-01 

,4944E-01 
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Sl. 35 Raspodjela naprezanja ?:'tot 

, ( 5 x 5)x4 elemenata 
1 ( 100x 150) mm 

I~ -~•~ ~•1te ~-:::::-:-:<-

li ~-:-:-:-•:-:-:-~-:::::,:::;::,: ~--
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.2325E-01 

107 Pa 
I -a 
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M{l 963 Nm 

Sl. 36 Raspodjela naprezanja ltot ( prema sl. 29b) 

n = 286 elemenata 
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Sl. 37 Raspodjela naprezanja Ytot ( za osovinu s primjera na sl. 2 9 b l 

1.950 

1: 1.766 
I l 1.583 

I_ 1.399 
$I 

1.215 1 10 7 Pa -o 
-..J r I 1.031 

I .8475 

.6637 

I 
-.4800 

.2962 

( .1125 
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MT= 1963 Nm 
,•c.• 

·.?.f.:-
·,<t· 
z,; 
!ti 
l=E 

n = 406 elemenato 

~-Y 

Sl. 3B Raspodjela naprezanja r tot ( za osovinu s primjera na sl. 29 b) 

~f 
2.369 

2.1?8 ( 1.988 

I 1.?9? I„ 
I 
SE 1.606 r . 

107 Pa o 
1,416 CD I I 
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is 
fflt 
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