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Sazetak

Modeliranje procesa raspucavanja (nastajanja i razvoja pukotina) koriStenjem konac¢nih
elemenata vrlo je sloZeno, vremenski dugotrajno te iziskuje sloZzene nelinearne procedure. Gredni
konaéni elementi, temeljeni na relativno jednostavnoj grednoj teoriji, imaju znatno smanjen broj
stupnjeva slobode u odnosu na ravninske ili prostorne kona¢ne elemente, te time pruZaju osnovu za
ucinkovitije rjeSavanje procesa modeliranja raspucavanja.
U radu je razvijen novi slojeviti gredni konac¢ni element s ugradenom popre¢nom pukotinom, kojim je
mogucée prikazati raspucavanje u armiranobetonskim ravninskim elementima uslijed monotonog
optere¢enja. Mehanizam nastajanja i razvoj pukotine opisan je koristeéi princip mehanike oSte¢enja u
sprezi s toénom kinematikom veze izmedu slojeva. Pukotina se u pojedinom sloju elementa otvara u
trenutku kada naprezanje u betonu na sredi$njoj osi sloja dosegne vlacnu ¢vrstocu. Buduéi je element
viseslojni, time je omogucena propagacija pukotine po visini popre¢nog presjeka. Svaki raspucani sloj
ukljucuje diskontinuitet u polju pomaka i diskontinuitet u polju zaokreta poprecnog presjeka.
Armaturne Sipke modelirane su kao dodatni sloj koji se nalazi unutar betonskog sloja povezan
nelinearnim zakonom koji definira naprezanje prianjanja kao funkciju proklizavanja armature.
Kona¢ni element ima dvije komponente pomaka i po jedan kut zaokreta u pojedinom sloju za svaki
¢vor te, dodatno, proklizavanje armaturnog sloja u svakom ¢voru, i kut otvora pukotine za svaki sloj
kao dodatne stupnjeve slobode. Za rjeSavanje problema posmi¢ne blokade upotrijebljena je vezana
interpolacija. Element je testiran na nekoliko reprezentativnih primjera, u kojima su prikazane njegove

prednosti u modeliranju raspucavanja.

Kljuéne rijeci: viseslojni gredni element, ugradeni diskontinuitet, popre¢na pukotina, proklizavanje,

monotono opterecenje, vezana interpolacija, veza izmedu naprezanja prianjanja i proklizavanja



Abstract

Modelling of the process of crack formation and development by means of the finite element
method is very complex, time consuming and requires sophisticated non-linear procedures. Beam
finite elements, based on the standard beam kinematic hypotheses, have considerably less degrees of
freedom compared with 2D or 3D continuum-based finite elements, and thus make a sound base for an
efficient crack modelling process.
In this work, a novel layered beam finite element with embedded transversal crack is developed, which
is able to predict crack formation and development in plane reinforced-concrete elements under
monotonic loading. The mechanism of crack initiation and growth is described using the laws of
damage mechanics in conjunction with exact kinematics of the interlayer connection. A crack opens in
a layer when the tensile concrete stress at its mid-depth reaches the tensile strength. Since the beam is
treated as multi-layered, the crack may propagate through the depth of the beam. The cracked layers
involve a discontinuity in the position vector of the layer’s reference line, as well as a discontinuity in
the cross-sectional rotation. Reinforcement bars are modelled as an additional layer placed within the
surrounding concrete layer, and connected to it through a non-linear constitutive bond-slip
relationship. The finite element has two displacement components and one rotation per layer at each of
the nodes and, in addition, a slip of the reinforcement layer at each of the nodes, and the crack profile
angle for each layer as the internal degrees of freedom. Linked interpolation is used in order to avoid
shear locking. The element has been tested on several numerical examples, in which its advantages in

modelling crack formation and development are shown.

Keywords: layered beam element, embedded discontinuity, transversal crack, slip, monotonic loading,

linked interpolation, bond-slip relationship
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1 UVOD

Armirani beton kompozitni je materijal koji kombinira dva, po mehanickim karakteristikama,
razli¢ita materijala: beton 1 Celik. Beton, koji ima veliku tla¢nu ¢vrstocu, u presjeku preuzima tla¢na
naprezanja; no zbog male vlaéne Cvrsto¢e u vla¢nom dijelu presjeka moramo ugraditi armaturu, koja
preuzima vlacna naprezanja. Potpuna kompatibilnost deformiranja armaturne $ipke i okolnog betona
moze se pretpostaviti samo u pocetnoj fazi optere¢enja elementa i za malene razine deformacija. S
porastom opterecenja, javlja se proklizavanje koje uzrokuje relativne pomake izmedu armature i
okolnog betona. Osnovni mehanizam nosivosti armiranobetonskih konstrukcija aktivira se
raspucavanjem betona u vlaku i proklizavanjem armaturnih Sipki u odnosu na okolni beton.

Predmet ovog istrazivanja su raspucavanje i proklizavanje armature (osnovne komponente
mehanizma no$enja armiranog betona) koje su u radu obradene unutar metode kona¢nih elemenata, i
to primjenom metode s diskretnim pukotinama na gredne konacne elemente. Modeliranje procesa
nastajanja i razvoja pukotina koriStenjem konac¢nih elemenata vrlo je slozeno, vremenski dugotrajno te
iziskuje slozene nelinearne prora¢unske postupke. Puno se radova moze prona¢i u kojima se
diskretizacija kontinuuma provodi koristenjem ravninskih ili prostornih kona¢nih elemenata (detaljniji
prikaz dan je u drugom poglavlju), no s grednim kona¢nim elementima to je puno rjedi slucaj. Gredni
konaéni elementi, temeljeni na relativno jednostavnoj grednoj teoriji, imaju znatno smanjen broj
stupnjeva slobode u odnosu na ravninske ili prostorne kona¢ne elemente — u dvodimenzionalnoj i
trodimenzionalnoj analizi potreban je mnogo ve¢i broj stupnjeva slobode nego 1li kod grednih
clemenata, $to daje veci broj nepoznanica u globalnoj jednadzbi konaénih elemenata i znatno
poveéava vrijeme racunanja. Gredni elementi time pruzaju dobru osnovu za efikasnije rjeSavanje
(racunski brze ali dovoljno to¢no) procesa modeliranja raspucavanja, te su stoga u ovoj disertaciji oni

pomnije analizirani.

Ciljevi ovog rada su:

e razviti novi viSeslojni gredni konacni element s ugradenim diskontinuitetom u polju pomaka i
polju kuta zaokreta, koji ¢e se temeljiti na TimoSenkovoj grednoj teoriji. Testirati
novorazvijeni element na nekoliko reprezentativnih primjera, i usporediti ga s rezultatima
numerickih analiza i eksperimentalnih ispitivanja;

e opisati mehanizam raspucavanja, tj. koncentrirati se na pracenje nastanka i razvoja poprecnih
pukotina (na poloZzaj, $irinu i dubinu pukotina);

e u model ukljuciti proklizavanje armaturnih Sipki. Armaturne Sipke povezati s okolnim
betonskim slojem prikladnim zakonom naprezanja prianjanja u funkciji proklizavanja
armature;

e igpitati da li se za rjeSavanje problema posmic¢ne blokade (shear locking) u viSeslojnom

elementu moze primijeniti vezana interpolacija.



Osnovna hipoteza rada je kako se viSeslojnim grednim konac¢nim elementima moze djelotvorno
opisati ponasanje raspucavanja armiranobetonskih elemenata. Podjela popre¢nog presjeka elementa po
visini na slojeve odabrana je zbog nekoliko prednosti: (i) moguce je modelirati krivljenje popre¢nog
presjeka (koje je u standardnoj grednoj teoriji zanemareno); (ii) moguce je pratiti razvoj pukotina po
visini poprecnog presjeka, a da pritom ostanu sauvani ravni presjeci unutar slojeva (Bernoullijeva
hipoteza unutar svakog sloja viSeslojne grede); (iii) pri razvoju pukotine nije potrebno mijenjati

pocetnu mrezu kona¢nih elemenata.

Osnovne karakteristike novorazvijenog visSeslojnog grednog konac¢nog elementa s ugradenom
popreénom pukotinom ukratko su opisane u nastavku. Kona¢ni element se temelji na geometrijski
to¢noj Reissnerovoj grednoj teoriji, odnosno TimoSenkovoj teoriji, kao njezinoj geometrijski linearnoj
formi. Element se sastoji od proizvoljnog broja slojeva koji su medusobno povezani krutom vezom
(bez moguénosti proklizavanja ili medusobnog odvajanja), a svaki se sloj moze zaokretati neovisno o
drugim slojevima. Armaturne $ipke modelirane su kao dodatni sloj, kona¢ne povrsine ¢ija je debljina
jednaka nuli, koji se nalazi unutar betonskog sloja i moze prokliznuti u odnosu na njega. Armaturni i
betonski sloj povezani su prikladnim konstitutivnim zakonom naprezanja prianjanja kao funkcije
proklizavanja armature. Kriterij za otvaranje pukotine u pojedinom sloju elementa je prekoracenje
vla¢ne ¢vrstoce betona na srediSnjoj osi. Nakon otvaranja, pukotina se §iri po cijeloj visini sloja. Na taj
naCin moguce je modelirati razvoj pukotine po visini grede. Konac¢ni element ima uz standardne
stupnjeve slobode (dvije komponente pomaka i po jedan kut zaokreta u pojedinom sloju za svaki ¢vor)
i dodatne stupnjeve slobode (proklizavanje armature u svakom ¢voru, te Sirinu 1 kut otvora pukotine za
svaki sloj). Svaki raspucali sloj ukljucuje diskontinuitet u polju pomaka i diskontinuitet u polju

zaokreta poprecnog presjeka.



1.1 Kratki pregled sadrzaja disertacije

U drugom poglavlju ukratko je dan pregled stanja podrucja istrazivanja u podru¢ju modeliranja
raspucavanja. Opisane su prednosti i nedostaci pojedinih pristupa, kao motivacija za razvoj

predlozenog diskretnog modela.

Trece poglavlje sadrzi detaljnu kinematsku formulaciju novog konacnog elementa s ugradenom
popre¢nom pukotinom za slu¢aj geometrijski linearne analize. Poglavlje zapocinje opisom viSeslojnog
grednog konacnog elementa s krutom vezom izmedu slojeva, u koji je zatim ugradena poprecna
pukotina, modelirana u obliku jakog diskontinuiteta koji se javlja u polju pomaka i polju kuta
zaokreta. Slijedi modeliranje armaturnih §ipki, i na¢ina povezivanja s okolnim betonom. Primijenjen je
princip virtualnog rada, a kao rezultat dobivena su dva tipa kona¢nih elemenata, koja se razlikuju u
obliku pukotine u popre¢nom presjeku i o vrsti optereCenja. Za njih su izvedeni ¢lanovi lokalne
matrice krutosti. Naposljetku je opisan postupak uklju¢enja kohezivnih naprezanja u konaéni element,

koja nastaju prilikom otvaranja pukotine.

U cetvrtom poglavlju uvedeni su nelinearni konstitutivni materijalni modeli: za beton, celik s
bilinearnom granom, te za naprezanja prianjanja kao funkcije proklizavanja armature. Opisan je i

postupak rasterecenja koji se moZe javiti i u slu¢aju monotono rastuceg opterecenja.

U petom poglavlju provedena je verifikacija i1 validacija razvijenog kona¢nog elementa na nekoliko
primjera, pri ¢emu su rezultati usporedeni s rezultatima dobivenim analitickim i numerickim
postupcima, te eksperimentalnim ispitivanjima, s ciljem ocjene efikasnosti i to¢nosti razvijenih

elemenata.

Rad zavrSava zaklju¢cima i smjernicama za daljnja istraZivanja u Sestom poglavlju.



2 PREGLED DOSADASNJIH ISTRAZIVANJA

Modeliranje mehanizma nastajanja i razvoja pukotina sloZeni je proces koji se samo u iznimno

pojednostavljenim uvjetima moze rijesSiti analitiCki. Dva pionirska rada, koja se bave primjenom
numeri¢ke metode konacnih elemenata u modeliranju raspucavanja, jesu radovi Ngoa i Scordelisa
(1967.) te Rashida (1968.). Ovi su radovi ujedno i pretea dva potpuno razlicita pristupa u modeliranju
raspucavanja: prvi je pristup s diskretnim pukotinama, dok je drugi preteCa pristupa s razmazanim
pukotinama.
Osnovna ideja pristupa s diskretnim pukotinama je ideja lokalizacije pukotine u jednoj liniji (kod
ravninskih elemenata) ili plohi (kod prostornih elemenata), dok je kod pristupa s razmazanim
pukotinama pukotina lokalizirana u traci konacne Sirine (kod ravninskih elemenata) ili u volumenu
materijala (kod prostornih elementa). Prema de Borstu i sur. (2004.) pristup s diskretnim pukotinama
ima za osnovni cilj modeliranje nastanka i razvoja primarnih pukotina; s druge strane, pristup s
razmazanim pukotinama temelji se na ideji kako u betonu zbog heterogenosti nastaju mnoge uske
pukotine koje se tek u nekoj sljedecoj fazi optere¢enja povezuju i tvore primarnu pukotinu. Ove se
pojedinaéne pukotine ne analiziraju kao kod diskretnog pristupa, ve¢ se promjenom konstitutivnog
odnosa raspodjeljuju (,,razmazuju®) unutar kontinuuma.

Ngo i Scordelis (1967.) su proveli dvodimenzionalnu analizu raspucavanja u armirano-
betonskim gredama Kkoriste¢i tro¢vorne konac¢ne elemente, pri ¢emu su pukotine modelirali
razdvajanjem mreze kona¢nih elemenata pomoc¢u dvostrukih ¢vorova, koji se u neoptere¢enom stanju
poklapaju. No, oni se u radu nisu bavili nastankom pukotina - polozaj pukotina u gredama bio je
unaprijed definiran. Iskorak je u tom smjeru napravio Nilson (1968.), koji je nastanak pukotina
povezao s prekora¢enjem vlaéne CvrstoCe betona. Problem koji se pritom pojavio je kako mrezu
konaénih elemenata treba redefinirati prilikom svakog novog raspucavanja zbog nastanka dvostrukih
¢vorova. U pocetku je to bilo ru¢no, a kasnije su razvijeni mnogi automatski postupci za redefiniranje i
progusc¢ivanje mreZe - ovisno o smjeru Sirenja pukotine (npr. Ingraffea i Saouma, 1985.).

Vazan korak u procesu razvoja modeliranja raspucavanja bilo je Hillerborgovo (Hillerborg i
sur., 1976.) uvodenje mehanizma razvoja pukotine. Definirao je oSteCenje betona u vlaku koristenjem
jednog od osnovnih parametara u mehanici o$teéenja — energiju loma (Bazant i Planas, 1998.). Na taj
je nacin nastanak i razvoj pukotine opisao principima mehanike oSteCenja u sprezi s energetskim
zahtjevima koji izviru iz mehanike loma. Modeli koji su razvijeni na temelju ovog pristupa nazivaju se
modelima kohezivnih pukotina.

Paralelno s razvojem diskretnih pukotina, razvija se pristup razmazanih pukotina. Rashid
(1968.) je prvi predlozio mehanizam kojim se utjecaj pukotina unutar elementa uzima u obzir
promjenom ponasanja elementa iz izotropnog u ortotropno, tj. kako se pri pojavi pukotine elementu

smanjuje krutost u smjeru okomitom na smjer pukotine. Razlikujemo dva osnovna modela razmazanih



pukotina: (i) model fiksnih pukotina, te (ii) model rotirajuc¢ih pukotina, ¢ija je osnovna razlika u
smjeru pukotine - u sluc¢aju fiksnih pukotina, smjer pukotina ostaje nepromijenjen, dok se kod modela
rotiraju¢ih pukotina normala na pukotinu uskladuje s najveCom glavnom deformacijom tijekom
Citavog procesa raspucavanja (npr. Rots, 1991., de Borst, 2002.).

Implementacija ovog pristupa u metodu konac¢nih elemenata relativno je jednostavna, a takoder
se zbog zadrzavanja kontinuiteta uklapa u samu prirodu formulacije metode konacnih elemenata.
Osnovna ideja sastoji se u promjeni krutosti elementa, te nema potrebe za promjenom mreze kona¢nih
elemenata s razvojem pukotina. Glavni nedostatak ovog pristupa je $to rezultati ovise o diskretizaciji.
Naime, primjena konstitutivnog zakona u kojem je oSte¢enje modelirano omekSanjem (naprezanja se
smanjuju s povecanjem deformacija) u slucaju kada veli¢ina konacnih elementa tezi k nuli uzrokuje
lokalizaciju oSte¢enja u traci ¢ija je Sirina jednaka nuli, Sto onda znaci da je i ukupna energija
potrosena u formiranju o$te¢enja jednaka nuli (Bazant i Planas, 1998). Ovaj se problem ne pojavljuje
kod pristupa s kohezivnim pukotinama, buduci se tamo omekSanje definira pomoc¢u konstitutivnog
zakona koji povezuje naprezanje koje djeluje na pukotinu sa Sirinom pukotine.

Kako bismo dobili objektivne rezultate, neovisne o veli¢ini kona¢nih elemenata, moguce je
nekoliko rjeSenja. Jedno od njih predlozili su Bazant i Oh (1983.) u sklopu metode pukotinskih traka
na nacin da je konstitutivni zakon (dio koji odgovara omekSanju) potrebno energetski povezati s
veli¢inom konaénih elemenata. Ovaj je model vrlo jednostavan, i numericki vrlo efikasan. U nekim
slu¢ajevima 1 dalje mogu postojati problemi s dikretizacijom, primjerice kada se smjer pukotine ne
poklapa s orijentacijom konac¢nih elemenata. No i to se moze relativno lako rijeSiti: u prvom koraku
provedemo proracun s pravilnom mrezom kako bismo saznali putanju pukotine, a onda u drugom
koraku progustimo mrezu i uskladimo je s putanjom pukotine, te ponovimo prora¢un (Bazant i Planas,
1998.).

SloZenija rjeSenja ovog problema uklju¢uju nelokalne formulacije (uz parametar karakteristicne
duljine koji sprje¢ava lokalizaciju deformacija u traci ¢ija je Sirina jednaka nuli). U prvu skupinu
spadaju formulacije integralnog oblika u kojem stanje naprezanja u nekoj tocki kontinuuma ne ovisi
samo o varijablama naprezanja u toj tocki, vec¢ i o raspodjeli varijabli unutar ¢itavog kontinuuma ili
barem jednog dijela kontinuuma u okolini promatrane to¢ke (Pijaudier-Cabot i Bazant, 1987., Ozbolt i
Bazant, 1996., Bazant i Jirasek, 2002.). Pristup podrazumijeva zamjenu odredene varijable nelokalnim
dijelom dobivenim uprosjeivanjem unutar okoline promatrane toCke. Razli¢iti oblici tezinskih
funkcija uprosjecenja mogu se pronaci u Planas i sur. (1993.).

U drugu skupinu spadaju formulacije gradijentnog oblika, u kojima se umjesto integrala, utjecaj
okolnog stanja uzima se u obzir primjenom derivacija (samo prvih ili i viSeg reda) promatranih

varijabli.



S matemati¢kog glediSta kinematski opis pukotine moZe se opisati pomoc¢u Slike 2.1 (Jirasek,
2007.). Postoje tri razli¢ita opisa. U slucaju (i) jakog diskontinuiteta diskontinuitet se javlja u polju
pomaka, dok polje deformacija sadrzi singularni dio. Ovaj opis pukotine odgovara kohezivnim
modelima pukotine. Polje pomaka moze se zamijeniti s pravilnim dijelom i diskontinuitetom
(skokom), kojeg modeliramo Heavisideovom funkcijom; polje deformacija se tako moze zapisati kao
kombinacija pravilnog dijela (kojeg dobivamo diferencijacijom polja pomaka) i singulariteta, kojeg
mozemo opisati Diracovom delta funkcijom (Simo i sur., 1993.).

U slucaju (ii) slabog diskontinuiteta polje pomaka je neprekinuta funkcija, dok se u polju deformacija
javlja diskontinuitet. Ovaj bi opis odgovarao metodi pukotinskih traka. Ova se dva opisa mogu
povezati: za slucaj kada Sirina lokalizirane zone diskontinuiteta tezi k nuli, slabi diskontinuitet pretvara
se u opis pukotine s jakim diskontinuitetom (Oliver i Huespe, 2004.).

Kao poseban slucaj definiran je (iii) opis bez diskontinuiteta, u kojem su i polje pomaka i polje
deformacija neprekinute funkcije. Polje deformacija je lokalizirano u uskoj zoni s prijelazom na manje

vrijednosti u okolnom podrucju, §to odgovara pristupu nelokalnih formulacija.

-

Polje pomaka

Polje deformacija

a) jaki diskontinuitet b) slabi diskontinuitet ¢) bez diskontinuiteta

Slika 2.1 Kinematski opis pukotine za slu¢aj jednodimenzionalnog problema (Jirasek, 2007.)

Nedavno su vrlo popularni postali pristupi koji ukljuc¢uju ugradnju diskontinuiteta u elemente
(elements with embedded discontinuities). Oni kombiniraju neke karakteristike 1 diskretnog i
razmazanog pristupa modeliranja raspucavanja (Jirasek, 2000). Ovaj je pristup predlozen kako bi se
izbjegao problem utjecaja veli¢ine mreZe na rezultate (mesh dependency) koji se javlja kod razmazanih
modela, i problem ovisnosti propagacije pukotine o rasporedu kona¢nih elemenata (bias dependency)
kod diskretnih modela (Wells i Sluys, 2001.a). Najprije su razvijeni modeli u kojima je u elemente

ugraden diskontinuitet u polju deformacija (npr. Belytschko i sur. (1988.) predlozili su element koji



sadrzi traku lokaliziranih deformacija omedenu dvjema paralelnim linijama slabog diskontinuiteta), a
potom su uslijedili i elementi s diskontinuitetom u polju pomaka.

Pristup jakog diskontinuiteta unutar kontinuuma (continuum strong discontinuity approach), koji je
primijenjen u ovom radu, temelji se na ugradnji jakog diskontinuiteta u kona¢ni element na nacin da se
neprekinuto polje pomaka konac¢nog elementa obogacuje dodatnim stupnjevima slobode kojima
modeliramo skok u polju pomaka (npr. Armero i Garikipati, 1996., Oliver 1996., Jirasek i
Zimmermann, 2001., Mosler i Meschke, 2003., Oliver i Huespe, 2004., Feist i Hofstetter 2006., Linder
i Armero, 2007.). Prilikom obogacenja na razini elementa dodatni stupnjevi slobode najcesce se
stati¢ki kondenziraju na razini elementa, i promatraju kao lokalne varijable elementa.

Obogacenje dodatnim stupnjevima slobode moguce je, takoder, i na razini ¢vorova (npr. Moes i sur.,
1999., Wells i Sluys, 2001.b, Moes, 2011.). Osnovna razlika izmedu obogaéenja na razini elemenata
ili ¢vorova je S§to se prilikom obogacenja na razini ¢vorova dodatni stupnjevi slobode tretiraju kao
globalne varijable, pa je stoga ovaj pristup numeri¢ki zahtjevniji (Oliver i sur., 2006.).

Nastajanje pukotine moZe se predvidjeti i u meduelementima (interface elements) izmedu dva
kona¢na elementa, ¢ime se vrlo uspjeSno moze primijeniti princip kohezivnih pukotina. Rijec je o
elementima ¢ija je debljina u nedeformiranom stanju jednaka nuli. Meduelementi se mogu postaviti
izmedu svih elemenata promatranog problema, ili ukoliko je poloZaj pukotine unaprijed poznat —
postaviti samo na oc¢ekivano mjesto pukotine (npr. Feenstra i sur., 1991., Alfano i Crisfield, 2001.).
Ostale metode ukljucuju algoritme dodavanja novih meduelemenata, npr. okomito na smjer glavnog
vla¢nog naprezanja elementa, nakon $to je doSlo do prekoracenja kriterija pojave pukotine (Gerstle i
Xie, 1992., Prasad i Krishnamoorthy, 2002., Yang i Chen, 2005.). Prilikom koriStenja meduelemenata
posebnu paznju potrebno je posvetiti poc¢etnoj krutosti meduelementa, koja mora biti dovoljno velika
da pravilno osigura modeliranje stanja prije raspucavanja, a ujedno ne smije biti prevelika kako ne bi

uzrokovala numericke poteSkoc¢e (Alfano i Crisfield, 2001., Yang i Chen, 2005.).

U dosad navedenim radovima, diskretizacija kontinuuma provedena je pomocu ravninskih ili
prostornih kona¢nih elemenata, a vrlo se malo radova moze prona¢i u kojem je modeliranje
raspucavanja primijenjeno na gredne konacne elemente. Neki od njih su: Bergan i Holand (1979.),
Manfredi i Pecce (1998.), Marfia i sur. (2004.), Wang (2006.), Oliveira i sur. (2008.), Bajc 1 sur.
(2013.), gdje se pukotina nalazi na krajevima elementa. Vrlo zanimljiv model razvili su Aldstedt i
Bergan (1978.): predlozili su gredni konacni element s popre¢nim pukotinama na rubovima elementa,
uz ukljucenje proklizavanja izmedu armature i betona, a dodatno su razmatrali i utjecaj puzanja
betona.

Uz prethodno opisane modele, treba takoder spomenuti i jedan drukciji pristup lokalizacije
oStecenja (prvenstveno u grednim konacnim elementima) - primjenu plasticnih zglobova. Za
modeliranje omekSanja najéeS¢e se koristi konstitutivni zakon koji povezuje moment savijanja i

zakrivljenost presjeka. Kako bi se osigurala neovisnost o diskretizaciji mreze, 1 ovdje je potrebno dio



konstitutivnog odnosa koji odgovara omeksSanju povezati s karakteristicnom duljinom plasti¢énog
zgloba, koja se promatra kao materijalni parametar (Kim i Lee, 1991., Kwak i Kim, 2002.). Bazant i
sur. (1987.) su umjesto konstitutivnog odnosa momenta savijanja u ovisnosti o zakrivljenosti element
podijelili na slojeve (gdje u svakom sloju promatraju samo stanje na sredini sloja) i primijenili
odgovarajuéi konstitutivni zakon za beton s omekSanjem. Ovaj pristup moze biti numericki zahtjevniji
plasti¢nih zglobova u grednim kona¢nim elementima je primjena jakog diskontinuteta, koja je
primijenjena u npr. Ehrlich i Armero (2005.), Armero i Ehrlich (2006.), Juki¢ i sur. (2013.). Bududi je
omeksanje definirano odgovarajué¢im disipativnim mehanizmom na mjestu diskontinuiteta, rezultati ne
ovise o mrezi konacnih elemenata.

Naposljetku, kad govorimo o modeliranju armiranobetonskih konstrukcija bitno je spomenuti i
pristup u kojem se sudjelovanje betona u nosivosti na vlak izmedu pukotina nakon raspucavanja
(tension stiffening) modelira primjenom razmazanog pristupa promjenom konstitutivnog zakona: (i)
betona u vlaku (npr. Belarbi i Hsu, 1994., Abrishami i Mitchell, 1996., Bischoff, 2001., Stramandinoli
i La Rovere, 2008., Zanuy, 2010.) ili (ii) armature u vlaku (npr. CEB-FIP Model Code 1990, 1993.,
CEB-FIP Model Code for concrete structures, 1978.). Ovi se konstitutivni zakoni definiraju na osnovu
rezultata eksperimentalnih ispitivanja vlacno naprezanih armiranobetonskih uzoraka, a opisuju se
preko srednje deformacije uzorka. Primjena ovog pristupa ne daje podatke ni o polozaju ni o Sirini

pukotina.

Svaki od navedenih pristupa ima svojih prednosti i nedostataka. U sluc¢aju kada su polozaj i
Sirina pukotina od posebnog interesa, prednost treba dati diskretnom pristupu buduéi je kinematskim
opisom moguce realnije opisati diskontinuitet na mjestu pukotine. Gredni kona¢ni elementi s
ugradenim diskontinuitetom nisu do sad posebno istrazivani, a mozemo oc¢ekivati kako bi upravo zbog
smanjenog broja stupnjeva slobode u odnosu na ravninske/prostorne elemente trebali rezultirati
numericki efikasnijim rjeSenjem. Takoder, budu¢i svaki element ima ugradenu pukotinu eliminira se

potreba za promjenom mreze konac¢nih elemenata prilikom propagacije pukotine.



3 VISESLOJNI GREDNI ARMIRANOBETONSKI KONACNI
ELEMENT S UGRAPENOM POPRECNOM PUKOTINOM

Ovo poglavlje sadrzi formulaciju grednog kona¢nog elementa s ugradenom popre¢nom
pukotinom. Opisana je (i) kinematika raspucavanja, i nacin ugradnje jakog diskontinuiteta u polje
pomaka i polje kuta zaokreta; (ii) kinematika proklizavanja armaturnih §ipki u odnosu na okolni beton.
Polazimo od viseslojnog grednog kona¢nog elementa, u kojem svaki sloj predstavlja jedan Reissnerov

gredni element (Reissner, 1972.).
3.1 ViSeslojni gredni konac¢ni element s krutom vezom izmedu slojeva

Promatrajmo gredu duljine L, koja je u poc¢etnom polozaju ravna (Slika 3.1), ¢iji se poprecni
presjek sastoji od M slojeva medusobno povezanih krutom vezom bez mogucnosti proklizavanja ili
medusobnog odvajanja (Skec i Jeleni¢, 2013.). Svaki sloj moZe se zaokretati neovisno o drugim
slojevima. Visina proizvoljno odabranog sloja / oznacena je s 4, udaljenost od donjeg ruba sloja do
referentne osi sloja oznacena je s a;, dok je povrSina sloja jednaka A4, Svaki sloj ima svoj materijalni
koordinatni sustav definiran ortonormiranim baznim vektorima E,,;, E,;i E;; s koordinatnim osima
X1, Xoy 1 X3, Koordinatna os X;; poklapa se s referentnom osi svakog sloja, koje su proizvoljno
odabrane i medusobno paralelne. Poprecni presjek simetrian je s obzirom na vertikalnu glavnu os X,

definiranu baznim vektorom E,=E, .
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Slika 3.1 Viseslojni gredni konac¢ni element

Referentne osi slojeva su u pocetnom nedeformiranom polozaju definirane baznim vektorom £,
koji s prostornim baznim vektorom e, zatvara kut y (Slika 3.2). Polozaj materijalne tocke T(X;,X2,) u

nedeformiranom poloZaju mozemo opisati poCetnim vektorom polozaja ry(X;)
Xo,/(Xsz,/)zro,/(Xl)"'Xz,/toza (3.1)

gdje je vektor #y definiran kao (oznaka j odnosi se na odgovarajucu os: j = 1,2):



cos —sin
toj:AOej’A(): . v v :[tm toz]- (3.2)
siny  cosy

Prilikom deformiranja (Slika 3.2) poprecni presjeci ostaju ravni, ali ne nuzno i okomiti na deformiranu
referentnu os sloja (TimoSenkova gredna teorija s Bernoulijevom hipotezom). Materijalni bazni vektor

E; ostaje okomit na ravninu definiranu prostornim vektorima e i e,.

Xo2,/ | X2,
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TR
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Slika 3.2 Polozaj sloja / u pocetnom i deformiranom poloZaju

Orijentacija popre¢nog presjeka svakog sloja u deformiranom polozaju opisana je baznim

vektorom ¢;; kao

(3.3)

cos(y +6,) —sin(y +6,)
sm(l// + 91) COS(I// + 91) ’

t,,=Ae,, A, :{ .
pri ¢emu se matrica transformacije A, u slu¢aju malenih pomaka i deformacija transformira u
cosyy —siny |1 -6 1 -6, ||cosy —siny
A =] = o : (3.4)
siny cosy |6, 1 6, 1 |siny cosy
Kutevi zaokreta pojedinog sloja € u potpuno su zavisni samo o koordinati X;, odnosno mozemo pisati
0, = 0,(X,) . Polozaj materijalne tocke 7 u sloju / u deformiranom poloZaju moZze se izraziti kao
X, (X, X, ) =r(X)+X,,t,,(X), (3.9)

gdje je r(X)) vektor polozaja. Pomak sloja / u po¢etnom nedeformiranom i deformiranom polozaju

moze se definirati u odnosu na referentnu os kao
r (X)) =ry, (X)) +u, (X)), (3.6)

gdje je u,(X)) vektor pomaka referentne osi sloja /.
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3.1.1 Vezne jednadzbe viSeslojnog grednog konacnog elementa

3.1.1.1 Opis kinematike slojeva bez poprecne pukotine

Budué¢i su slojevi medusobno povezani krutom vezom bez moguénosti proklizavanja i
odvajanja, pomak proizvoljnog sloja / moze se zapisati preko pomaka proizvoljno odabranog
referentnog sloja (kojeg ¢emo oznaciti oznakom «) i pripadajuéih kuteva zaokreta. Referentna os sloja
o time postaje referentna os viseslojne grede. Na Slici 3.3 prikazana je viSeslojna greda s proizvoljnim
brojem slojeva, u pocetnom i deformiranom polozaju, s oznac¢enim slojem a, te jednim slojem koji se
nalazi ispod (/-) 1 jednim iznad sloja a (/4). U deformiranom stanju, referentne osi svih slojeva se

deformiraju i poprecni presjeci zaokrecu, §to je definirano jedini¢énim baznim vektorima t,, t. 21t ».
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Slika 3.3 Polozaj viSeslojne grede u po¢etnom i deformiranom polozaju

Za proizvoljno odabrani sloj / (koji se moze nalaziti ispod ili iznad sloja o)) vektor pomaka u; moze se
izraziti preko vektora pomaka u, i kuteva zaokreta 6, gdje je je[C,...,§] primjenom izraza (Skec i

Jeleni¢, 2013.)

&1
u,=u, +a (tl,2 —tp )_ ag (ta,2 —tp )+ sgn(l - a)z h, (ts,2 - toz)’ 3.7
s=¢
gdje je
¢ =min(e,l), &=max(a,l). (3.8)

Koristenjem ovog zapisa broj nepoznatih funkcija problema reducira se na pomak referentnog sloja a i

kuteve zaokreta popre¢nih presjeka svih slojeva.
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3.1.1.2 Opis kinematike slojeva s ugradenom poprecnom pukotinom

Budu¢i da beton ima relativno malu vla¢nu ¢vrsto¢u (oko 10% tla¢ne ¢vrstoce), na mjestu gdje
dolazi do njenog prekoracenja javlja se pukotina (Slika 3.4). U predloZzenom modelu pretpostavljamo
kako se pukotina, koja se nalazi u X, $iri po cijeloj visini sloja u kojem je vla¢na ¢vrstoca (provjerena
na sredini sloja) prekorac¢ena. Jednom raspucani sloj ostaje raspucan za sve vrijeme analize. Kako je

konaéni element viSeslojni, na ovaj na¢in moguce je modelirati Sirenje pukotine po visini grede.
%

Slika 3.4 Raspucavanje elementa pri prekorac¢enju vla¢ne ¢vrstoce

Xic

Prilikom raspucavanja sloja a javlja se diskontinuitet u polju pomaka tog sloja (Slika 3.5).
Uslijed toga, razlikujemo polje pomaka sloja a, u,(X)), i polje pomaka viseslojne grede, u(X;), koja je
definirano kao kontinuirano polje po X, gdje je X;[0,L]. Ova su dva polja povezana izrazom

u, (X)) =u(x,)+ p(X,)t* (X)), (3.9)

U slucaju geometrijski linearne analize, vrijedi

ty, +u’
% — 0l s
—”tm | (3.10)
pte=plty, +(t*®V,), ju+HO.T]= pty, + HO.T (3.11)
gdje su H.O.T. ¢lanovi viSeg reda, pa se (3.9) transformira u jednostavniji izraz
u, (X,)=u(x,)+ p(X,)t,. (3.12)
Funkcija p(X;) moze se aproksimirati s
p(Xl):5ack(X1)W (3.13)
gdje d,c pokazuje je li sloj a raspucao
0, ¢, <f,/E,
e = A (3.14)
, ¢,>f,/E,

pri ¢emu je g, normalna deformacija, f.; vlacna ¢vrsto¢a u sredini sloja o te £, modul elasti¢nosti

betona.
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deformirana os
\ta y slojevite grede deformirana os y
[//+9a nNe /T slojevite grede -

deformirana os

\ sloja "a"
e
&aa
nedeformirana os __ nedeformirana os nedeformirana os __ nedeformirana os
e sloja "o —  slojevite grede e sloja "o —  slojevite grede
e e
a) Xi<Xic b) Xi>Xic

Slika 3.5 Diskontinuitet u polju pomaka sloja a

Sirina pukotine u sredini sloja a oznagena je s w, dok je k(X;) skokovita funkcija (Slika 3.6) koja je

definirana kao

_%a X <Xc
k(X,)= 1 (3.15)
—L, X, >X¢
L
1 nedefinirana u to¢ki X=X .
L-X | o
L
0 ' L
_)(l 1
L

Slika 3.6 Prikaz diskontinuirane funkcije k(X))

Bitno je uociti kako uz diskontinuitet u polju pomaka sloja a, takoder postoji i diskontinuitet u kutu
zaokreta svakog raspucanog sloja
0=, +k(X, ). (3.16)
gdje je 5, kut zaokreta u sluc¢aju kad nema raspucavanja u sloju /, dok je ¢; kut otvora pukotine sloja /.
Supstitucijom (3.12) u (3.7) dobiva se
£-1

u, = “(Xl )+ p(Xl )t01 +a; (tl,2 - toz)_ a, (ta,2 _toz)"‘ sgn(l - a)z h, (ts,2 - toz)' (3.17)
s=¢
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1z (3.17) slijedi kako su osnovne nepoznanice problema horizontalna i vertikalna komponenta vektora
pomaka u i kutevi zaokreta poprecnih presjeka svih slojeva f,..., fm. Dodatno, kao unutarnji stupnjevi
slobode javljaju se Sirina pukotine w u sredini sloja a te kutevi otvora pukotine ¢; u svim raspucanim
slojevima, te je time ukupan broj nepoznatih funkcija jednak 2+M (u, f...., fu) 1 najveéi broj ukupnih

nepoznatih parametara 1+M (w, ¢;,..., @u).
3.1.2 Kinematicke jednadZbe

Nelinearne kinematicke jednadzbe prema Reissnerovoj grednoj teoriji (Reissner, 1972.)
pojednostavljuju se u slucaju kada rotacije popre¢nih presjeka postaju male, te poprimaju poznati

TimoSenkov oblik

Py U, cosy +v) sin
S S (o B e N (3.18)
7 —u, siny +v, cosy —0,

K, =0, (3.19)

gdje su &, 7, 1 k; uzduzna i posmic¢na deformacija te zakrivljenost poprecnog presjeka, definirane s

obzirom na referentnu os sloja / kao funkcije samo uzduzne koordinate .X;.
3.1.3 Konstitutivne jednadzbe

Uzduzna deformacija D, vlakna koji se nalazi na udaljenosti X,, od referentne osi sloja /

definirana je kao
Dz:Dl(XlaXz,z)z‘91(X1)_X2,1K1(X1)- (3.20)
Normalno naprezanje funkcija je uzduzne deformacije (3.20), te takoder i povijesti deformiranja D,
ovisno o usvojenom konstitutivnom zakonu materijala:
o,=0,D,,D,,)- (3.21)
Posmi¢na naprezanja 7, ovise o posmi¢nim deformacijama u popre¢nom presjeku, no u slucaju

TimoSenkove gredne teorije usvajaju se kao konstantna po visini sloja /
L= (}/1)' (3.22)

Rezultante naprezanja i moment rezultanti naprezanja u odnosu na referentnu os sloja / dobivaju se

kao rezultat integracije naprezanja po povrsini popre¢nog presjeka sloja A4, i jednaki su

N, =[od4,
4
=47, (3.23)
M,=-[X,,c,d4,
A[
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gdje je 4, posmi¢na povrsina sloja /, dok N, T;1 M, predstavljaju normalnu i popre¢nu silu, te moment

savijanja u sloju / u popre¢nom presjeku na mjestu Xj.
3.1.4 Jednadzbe ravnoteZe — princip virtualnog rada

JednadZzbe ravnoteZe u nastavku su izvedene primjenom principa virtualnog rada (Zienkiewicz i
sur., 2005.): prema principu virtualnog rada za staticki problem, rad unutarnjih sila viseslojne grede na

virtualnim deformacijama (V) jednak je radu vanjskih sila na virtualnim pomacima (V3,):
V=V, -V, =0, (3.24)

gdje su u slucaju viSeslojne grede sastavljene od M slojeva ovi virtualni radovi definirani kao:

L
V. ZZI(71 N, +i,M, X, (3.25)
1=l o
M| L _ _ _
VB,e = z |:_[ (ﬁz £+ lel)Xm J"ﬁz,o 'Fz,o + ez,oMz,o + ﬁl,L 'Fz,L + gl,LMl,L:| > (3.26)
=1 | o
pri ¢emu je:
N = 3.27
r T, ’ (3.27)

F,o i F;; su koncentrirane sile, dok su M, i M;;, momenti savijanja koji djeluju na pocetku (0) ili na
kraju grede (L). Raspodijeljene sile i momenti savijanja oznaceni su s f; i m; (Slika 3.7).

Virtualne deformacije i zakrivljenosti predstavljeni su oznakama ¥, i k,, dok su virtualni pomaci i
rotacije 1, i6), .
1z (3.18) 1 (3.19) slijedi:
7= AL - Otey). (3.28)
K =0,. (3.29)

Na temelju (3.28) i (3.29) virtualni rad unutarnjih sila moze se zapisati u obliku:

V=, j (<ﬁf 0,)D] )L{EZ }Xm : (3.30)

i

oo o[l a5 ] .

1,0 LL

Matrica D, koja sadrzi diferencijalne operatore i rotacijska matrica L jednake su:
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d

Yy e
D, = ! 4 b (3.32)
0 —
X,
L= 3.33
- OT 1 2 ( * )
pri ¢emu je I jedini¢na matrica dimenzija 2x2, dok je 0 nulvektor drugog reda.
e
e
Slika 3.7 Definicija vanjskih sila
1z (3.3) slijedi kako je za slucaj geometrijski linearne analize
_ —{0 -1 —
t, =0 Lo A, =0t , (3.34)
Sto je potrebno za definiranje virtualne nepoznate funkcije pomaka w, iz (3.17) kao
_ _ &
U, =W+ S, chwty — a0ty +a,0,t, —sgn(l—a)y hOt,, . (3.35)
s=¢
Primjenom (3.35) mozemo zapisati transformaciju
<ﬁlT 9_l> = <(ﬁ + 5ackWt01 )T 0_1 cee O_M >BIT =
T
_ _ t (3.36)
=(@ 6 .. 0,)B +5wt, 0, )B] = {ﬁ; + 5ackw{0°‘ } }B{ ,
M
gdje je p;= <ﬁT 0 6, .. 0_M> vektor virtualnih nepoznatih funkcija, 0, M-dimenzionalni

nulvektor, a B; matrica transformacija koja povezuje nepoznate virtualne funkcije u, i 6, sloja / i

osnovne virtualne funkcije Ui 6, ..., , definirana kao (Skec i Jeleni¢, 2013.)

B,

I 0 ... 0 —dty ... dyty ... —d.t, 0 .. 0}_[T E] (3.37)
1) *

0" 0 .. 0 & o 0L S: 0 ... 0
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pri ¢emu su

T{Ir}~l{0 o 0 —d by od by o —dt, 0 L o] 338
0 0 ... 0 &, 0 .. & 0 .0
so={b 7" 3.39
"o, 1=k (3-39)
d,. =sgn(l—a)h, —a.), d; =sgn(l-a)a,
(3.40)

d,=sgn(l-a)h, se [g‘ +1,..,¢& _1]‘

Matrica B,u (3.38) ima dimenzije 3xM. Uvrstavanjem (3.36) u (3.30) i (3.31) virtualni radovi

unutarnjih i vanjskih sila postaju

Vo= . —T — tOl ' T T Nl
v = 2| || Pr Sk M B D] LY X (3.41)
=1 ¢ M 1
M| L T
_ — _ | tor r) —T T FI T FI,L
VB,e—;mpf +5ackW{0M} }Bz {mz X P8y, +P/.B; M, (| (3:42)

Koristenjem (3.27) virtualni rad unutarnjih sila (3.41) mozemo zapisati kao

N
M L T !
t
VB,i:Zj (LTDI(BIE/'_'—gackW{ OI}D T, ¢dX, |- (3.43)
=1 ¢ 0 M]
Buduéi je
d/dX, 0 0 0 0 siny 00 O
L'D,=L'|| 0 d/dX, 0 [+|0 0 —cosy :er%+ 00 -1}, (3.44)
0 0 d/dX, 0 0 0 1o 0 0

te matrica transformacija B, iz (3.37) konstanta, (3.43) sada mozemo prikazati u obliku

T

o . 00 0 N,
=Zj LT[B,§f+5ack’W{ (‘;l}}u 0 0 -1Bp,| {7 tdX,|- (3.45)
=10 00 0 M,
Gornji se izraz moze dalje zapisati kao
"L N, N, 0 0 OfN,
zj p,/B/LS T, {+3, k'_< . 0>L T t+p/B/|0 0 ORT ¢ldX; | (3.46)
o M, M, 0 -1 0]|M,

iz ¢ega naposljetku slijedi
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L N, 0
V= j P/ B/L{ T (+P/B/{ 0 t+5, k%N, |dX, |. (3.47)
=1 o M[ _T}

Virtualni rad vanjskih sila iz (3.42) mozemo takoder pojednostaviti, te dobivamo

L f . _ F’ . F’
{ { [p;BZT{mIZ} + 6, Jowt! £, JJXI + p/T.’OBZT{MZ;O} +p},B] {Ml; H . (3.48)

Dobivene jednadzbe su nelinearne, i ne mogu se rijesiti u zatvorenom obliku. Za njihovo rjeSavanje

VB,@ = Z

M
=]

potrebno je unaprijed odabrati oblik testnih funkcija (W, 6,), a kasnije i probnih funkcija (u, 6)).

Kako u svakom raspucanom sloju postoji diskontinuitet u polju kuta zaokreta (uveden u (3.16)), vektor

virtualnih nepoznatih funkcija uslijed toga postaje

0
P, =p+k
P, =P {ACE}’ (3.49)
pri ¢emu je
_ _ — — — T
p=(" B B, ... Bu). (3.50)
S. O 0 ?,
0 6, ... 0 o,
A= T e (3.51)
0 0 6MC aM

Oznaka d,c u (3.51) koristi se za raspoznavanje (ne)raspucanosti sloja /

0, ¢<f,/E
=1 s (3.52)
, §>f,/E
1z (3.53) slijedi
P =p" +k(07 §TAL), (3.53)
uslijed ¢ega se virtualni rad unutarnjih (3.47) i vanjskih sila (3.48) transformiraju u
L N, 0 N, 0
Vo= [(B"BILY T, 1+B'B/3 0+ AK'BILI T, {+5 A K'BI{ 0 b+ \sa
=1 o M; —T; M; —T; ( . )
+Wwd, k' N, )X,

L f - (f F F
Vyo = { [ (ﬁTBZT{ : }+ gETACkBZT{ : }+ Wo, ktlf, JXm +py BZ{MZ") }+§[B,T{ M“ H . (3.55)
=% m, m, 1,0 LL
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3.2 Ugradnja armaturnog sloja
3.2.1 Kinematika proklizavanja armature i betona

U ovom poglavlju, armatura, koja je predstavljena slojem cija je debljina jednaka nuli — ali ima
popreéni presjek konaéne vrijednosti, ugradena je u prethodno opisanu viSeslojnu gredu. Kako u
predlozenom modelu referentna os viSeslojne grede moze biti izabrana proizvoljno, pretpostavimo
kako je ona postavljena u sredinu sloja koji okruzuje armaturu, te kako se takoder i armaturni sloj
nalazi u sredini spomenutog okolnog betonskog sloja. Armaturni sloj, oznacen s », moze prokliznuti u

odnosu na okolni betonski sloj, kao $to je prikazano na Slici 3.8.

r
t=—
[l

referentna os
armaturni sloj "r" slojevite grede

e

Slika 3.8 Pomak armaturnog sloja » i okolnog betonskog sloja u X;

Sa Slike 3.8 mozemo uspostaviti vezu izmedu vektora pomaka referentne osi viSeslojne grede u i

vektora pomaka armaturnog sloja u, kao
u, (X,)=u(x,)+s(x)t,, (x,). (3.56)
Buduéi je u geometrijski linearnoj analizi
st,, = s[tm +(t,,®v,), u, +HO T.]: st, +HO.T, (3.57)
izraz (3.56) transformira se u
u, (X,)=u(X,)+s(x,)t, . (3.58)

Prema izrazu (3.12) prilikom pojave pukotine u sloju a, taj sloj ujedno i proklizne u odnosu na
zami$ljenu kontinuiranu referentnu os grede. Stoga, ukupno se proklizavanje armature f'(X;) u odnosu
na raspucani betonski sloj koji ga okruzuje dobiva kao magnituda razlike izmedu vektora pomaka

armaturnog i okolnog betonskog sloja (Slika 3.9) kao
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f(X]):

Na temelju (3.12) i (3.58) slijedi kako u sluCaju geometrijski linearne analize ukupni vektor

u, (X)) —u, (X, ) =[f(x, )] (3.59)

proklizavanja armature postaje
£(x,)=[sx,) - p(x))]t,,, (3.60)
odnosno drugim rije¢ima, ukupno proklizavanje slijedi kao

(X)) =5(X,) =S ock(X) )W (3.61)

oo M o
armaturni sloj "'r armaturni sloj "r"

e e

Slika 3.9 Objasnjenje ukupnog proklizavanja

Broj nepoznatih funkcija se sada povecava za dodatnu funkciju s(X;) kojom opisujemo
proklizavanje, $to time ¢ini ukupan broj nepoznatih funkcija 3+M uz koje treba dodatno ukljuéiti i

parametre w (Sirinu pukotine) te ¢; (kuteve otvora pukotine) u svakom raspucanom sloju.

3.2.2 Dodatni rad unutarnjih i vanjskih sila uslijed postojanja armaturnog sloja

Virtualnom radu viseslojne grede potrebno je pribrojiti utjecaj dodatna dva ¢lana. Prvi se odnosi
na virtualni rad zbog uzduzne sile koja se javlja u armaturnom sloju zbog svoje deformabilnosti, dok
je drugi ¢lan posljedica proklizavanja armaturnog sloja u odnosu na okruzujuéi betonski sloj i
pripadaju¢ih naprezanja prianjanja. Dodatno, budué¢i je armatura modelirana kao sloj, takoder
pretpostavljamo kako postoje vanjske sile koje djeluju na armaturni sloj, a koje su konzistentne s

njegovim specifiénim svojstvima.
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3.2.2.1 Virtualni rad unutarnjih sila zbog uzduzne sile u armaturi

Virtualni rad unutarnjih sila uslijed uzduzne sile koja se javlja u armaturi izvodimo na nacin

pretpostavljajuci kako je to sloj grede konacne povrsine ¢ija je debljina jednaka nuli

t _ A, 0](N
_ =T T r r
v, = j (w &,)p; )L,T J{M,}‘M" (3.62)
gdje je pritom
N,
N,_={0 ,N,=N,(e), (3.63)
M, =0, (3.64)
dok je
— 1
D, Cd (3.65)
dX,
A, =[t, t,] (3.66)

Uzduzna deformacija u armaturnom sloju

g =t, -u. (X)), (3.67)

7

slijedi iz (3.58) kao
g, =5+t U (3.68)

Koristenjem (3.58), virtualni rad zbog uzduzne sile u armaturi (3.62) transformira se u
ko, o p Nt
V., :‘([(<ur + 5t 9,,>Df>{ OOI}Xm , (3.69)

Sto se takoder moze zapisati i kao

V”"Zi(di)(l@ ﬁr>j{til}NrdX1 :!(5 i'7>{t(l)l}NrdX1- (3.70)

Buduéi vrijedi
17T, 1T tOI
u't, =p {0 }, (3.71)

naposljetku dobivamo

L
t
V., = j £§'N, +§'T{O°‘ }N,}JXI : (3.72)
0 M

pri ¢emu je 0,, nulvektor dimenzija M.
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3.2.2.2 Virtualni rad uslijed naprezanja prianjanja

Ovaj virtualni rad nastaje kao rezultat proklizavanja armaturne Sipke u odnosu na okruzujuci
beton. Naprezanja prianjanja 7 stvaraju virtualni rad po jedinici kontaktnog oplosja
prcf (3.73)
gdje je ¢ promjer armaturne Sipke (ili zbroj promjera svih armaturnih $ipki armaturnog sloja).

Uzduz cijele duljine kona¢nog elementa, ukupni virtualni rad uslijed naprezanja prianjanja je

Vi =gz fax,, (3.74)

0

$to se koriStenjem (3.61) moze zapisati kao:
L
Vi =97 [ (5 = 8,k dX, (3.75)
0

pri ¢emu je r:r( f ) usvojeni konstitutivni zakon naprezanja prianjanja u funkciji ukupnog
proklizavanja armature, definiranog u (3.61).

3.2.2.3 Virtualni rad vanjskih sila koje djeluju na armaturu

Virtualni rad vanjskih sila uslijed djelovanja raspodijeljenog i koncentriranog optere¢enja na

armaturni sloj moZze se definirati kao
L
Ve = [ f b dX, + WL, by +T,F 8 (3.76)
0

pri ¢emu je f. raspodijeljeno uzduzno opterecenje koje djeluje u smjeru osi armature, dok su F,oi F, 1

koncentrirane uzduzne sile koje djeluju na krajevima armature. Supstitucijom (3.58) u (3.76) daje
V.= j<§ wy o fdX (5, up) ", +(s, u;) " 3.77)
o t t t

01 01
gdjesu 5,,5,, u, 1 u, rubne vrijednosti polja 5 i w (redom u X;=0 i X;=L). Budu¢i vrijedi

1

01

t
u't,, =pr{ } (3.78)
0,
naposljetku dobivamo
. 1 1 1
V=[5 BNt dX 45 Bt (Fo+(S Bt (Fus (3.79)
’ OM OM OM
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3.3 Interpolacija testnih funkcija i aproksimacija ukupnog virtualnog rada

Virtualnom radu unutarnjih sila viSeslojne grede Vj; potrebno je pribrojiti virtualni rad
unutarnjih sila u armaturnom sloju ¥,; 1 virtualni rad naprezanja prianjanja V},; kako bi dobili ukupan

virtualni rad unutarnjih sila
VsVt VitV (3.80)
kojeg koristimo zajedno s ukupnim virtualnim radom vanjskih sila dobivenih u (3.55) 1 (3.79)

V, =V,.tV,

re?

(3.81)

u principu virtualnograda V' =V, -V, =0.

3.3.1 Interpolacija testnih funkcija

Za konacan broj ¢vorova na gredi N, pretpostavljamo kako su vrijednosti virtualnih pomaka,
kuteva zaokreta i1 proklizavanja poznate u ¢vorovima i interpolirane izmedu njih. Nepoznate funkcije

za proklizavanje s(X}), te pomake i kuteve zaokreta u p(X;) aproksimiraju se kao

SO0 =500 =20, (X)), (3.82)
PX) =P (X) = 2w, (XD, (3.83)

gdje su /(X)) standardne Lagrangeove interpolacijske funkcije (npr. Sori¢, 2004.), dok je (X)) jos

nedefinirana matrica interpolacijskih funkcija, pri ¢emu je
pj :<uj ﬂ]‘j ﬂz‘j ﬂM‘j>T' (384)

Supstitucijom (3.82) - (3.84) u (3.54), (3.55), (3.72), (3.75) 1 (3.79) dobivamo aproksimacije virtualnih

radova unutarnjih sila

N, 0
N M L !
V' =20, 2| w,/B/Ly T, t+w/B]{ 0 {ldX,
j=1 =1 M] _T;
3.85
N, 0 (-89
M L L M L
+@ AY B LIk T, tdX, + [k{ 0 tdX, |+W3,.> [K'N,dX,
1= 0 Mz 0 _Tz =l
h Nt ' —TL ' T t,
v, =>|5[INdx, +p, [v 0 NdX, |, (3.86)
J=1 0 0 M
) N L L
v, =¢rd [ 150X, ~wér[5, ktdX, , (3.87)
J=lo 0

i vanjskih sila
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E[iﬁs

N M L
Ve =P, | \,,jBT{m }Xm +@ A
0 1
A T A ZB Fi,
pl ! M pN

1,0 I,L

L
B/ [ k{ }dX +W6 CZ j kt! £ dX,
0 ml

=g

(3.88)

b

—

N L t t
V,.{:=Z[ s [1/dx, +p jw{‘“}de}s 4D {0°‘}E.,O+ENF,.,L+§;{0°‘}F,.,L- (3.89)
0 M M

J=1

Umjesto obi¢ne Lagrangeove interpolacije, za interpolaciju virtualnih pomaka primijenit ¢e se vezana
interpolacija (Jeleni¢ i Papa, 2011., Ribari¢ i Jeleni¢, 2012.), koja podrazumijeva veéi stupanj
interpolacije za poprecne pomake nego li za rotacije. Kako se u TimoSenkovom grednom elementu
javlja posmi¢na blokada, jedna od metoda za njegovo rjeSavanje je koriStenje standardnih
Lagrangeovih interpolacijskih funkcija s reduciranom integracijom, §to kod ovog elementa moze biti
problem ukoliko se integracijska tocka poklapa s polozajem pukotine X;c. Vezana interpolacija pak
omogucava koriStenje proizvoljnog broja integracijskih tocaka.

Vezana interpolacija definirana je sljede¢im izrazom (Jelenic¢ i1 Papa, 2011.)

N N N
u’ zzljuj t HNJZ [ it = Z(I'“j +Kjﬁa,jt02)’ (3.90)
J=1 ] 1

Jj=

gdje je
N, =%, N, = —%% zaj=2, 3, ...N, (3.91)
te
K, Z%(_l)‘f_l[y__llJﬁNp . (3.92)

U trenutnom modelu s M slojeva matricu interpolacijskih funkcija koja sadrzi vezanu interpolaciju

mozemo zapisati u sljede¢em obliku

N (N-1
I, 0 0 _L N, (=17 |siny 0
N5 ]_1
N (N-1
0 7, 0 L N, (-1)" cosy 0
N p=1 J—
v, = 0 O I, O 0 > (3.93)
0 0 O I, 0
0 0 0 0 1; |

ili krace
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=11 +K G
V, =Ll T4, 0 m,

M
gdje je m =<0T 0 ... 1 .. 0> , pri ¢emu se ,,1* nalazi na mjestu a+2.
3.3.2 Aproksimacija ukupnog virtualnog rada unutarnjih sila
Uvrstavanjem (3.94) u (3.85) 1 (3.86) dobiva se diskretizirani virtualni rad unutarnjih sila

VS =3 ) S, a7+l )
Jj= Jj=

gdje su
. L
q,.,=[[N.dX,,
0
. L
G, = b 17dX,,
0
Nl
) M L u L
- SBLH, |7 xS KT,
I=1 0 =10
Ml
tm}L , t,,
q,, = I'N. dX, = q. .
12 {OM Z'). J 1 OM J
Nl
M L
q, =AY B/L[H, T, dX,,
=1 0 Ml
M L
o =8, O [K'N,dX,
=1 ¢
. L
4y, = aC¢ﬂjkdel.
0
Pritom su
I 0 0 K0 0
H[j = 0 ]; 0 B H/\' = 0 k' 0 ,
0 -1, I 0 -k K

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

doksu N, = N,(¢,,x,), T,=T(y,), M, =M,(¢,.x,), N, =N,(g,), t=7(f) edieje f =5 —&,.hw.

Osnovna razlika u primjeni vezane umjesto standardne Lagrangeove interpolacije je u dodatnom

drugom ¢lanu u izrazu (3.98).
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Izraz (3.95) moze se izraziti kao

pri ¢emu je

te
i T i T i T i T
qps = <qps,l qps,Z tee qps,N > ’
i T ] i i T
q,., = <qs,/ q,, >°
40 =y + D>
q,, =45, +4q,,
i T i iT
q(pw :<qw q(p >3
qfv = q;w _qu N
3.3.3 Aproksimacija ukupnog virtualnog rada vanjskih sila

Uvrstavanjem (3.94) u (3.88) 1 (3.89) dobiva se diskretizirani virtualni rad vanjskih sila

N N
h _q7h h = e =T e e —~T e — e
I/e - VB,e +I/r,e - Zsqu,j +ij (qu,j +qrp,j)+¢ q(p +qu7
j=l =l

gdje su
L
g, =[1,/,dX,+ 8, Fy o+ Fp
0
M L f M L M F M F
a5, =2 [IB]{ " tdX, +m" Y [K tifdX, +6, Y B4 M L+5, > B4 L
I=1 ¢ ml =19 1=1 MZ,O =1 MZ,L

e _ LI t()l dX +65 t()l F S t()l F
qrp,j __[ Jj 0 fr 1 + 1j 0 R,0 + Ni 0 R,L>
0 M M M

e MNTL fl
q=A.> B [k . X,
1

1=1 0
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(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)



M L
g, =0, [ktofdX, . (3.114)

=1 ¢

Analogno kao u (3.104), (3.109) se moze prikazati kao

v, =(p ﬁf){:}}a (3.115)

ow

gdje su

e T

e T _ e T e T
qps - qps,l qps,Z tee qps,N ’

e T e e T
q,. :<qs,j q,,; >9 (3.116)

e _ e e
q4,, =4q5,%4,,-

0, =(a a@'). (3.117)

3.3.4 Postupak rjeSavanja

Koriste¢i izraze (3.95) te (3.109) mozemo uspostaviti princip virtualnog rada

Ve -vi=0 o gz{gw}: ol _Jmd_g. (3.118)
L. q,. q,.

Cvorni vektor neuravnotezenih sila g sad mozemo prosiriti u Taylorov red samo do linearnog ¢lana
g+Ag=0. (3.119)

Primjenom linearizacije dobiva se

Bﬁi—’” l;”"’HiZ‘ } = —{gg’”} : (3.120)
pe Rop ow
pri ¢emu ¢lanovi lokalne matrice krutosti slijede iz
k,=q,®V,,
k,=q,®V, =(q,®V,), (3.121)
k,, =4, ®V,,,

gdje su Vi V,,, vektori parcijalnih derivacija u odnosu na p; i ¢. Blokovi lokalne matrice krutosti
Ko, Kpo 1 Ky 1zvedeni su u nastavku. RjeSenje se provodi iterativnim postupkom koriStenjem Newton-

Raphsonovog postupka sve dok nije postignuta zadana zadovoljavajuca tocnost.
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3.4 Linearizacija
3.4.1 Linearizacija ¢',

Buduéije N, =N, (s, ), Aq', , slijedi iz (3.96)

, dN,
—Il —Agdx,. (3.122)
1z (3.68) dobiva se
Ag, =%As'+%'Au'=As'+tglAu', (3.123)
os' ou’
pa je stoga
dN dN
m,‘ff' . X, +tmjl' —,Awdx,. (3.124)
Primjenom (3.82), (3.90) i (3.92), te bududi vrijedi
w =1 0,,]Jp,, (3.125)
dobivamo
Aqissj = ZKfS,j’fSAS/\' +ZKrs,jkpApk 2 (3 126)
k=1 k=1
gdje su
¢, dn
Ko s = !1 } _ds: I dX,, (3.127)
t T
01
KVS,.fkp = {0 } Krs,jks . (3128)
M

Clan u K,, Jip KOji je rezultat primjene vezane interpolacije nestaje, buduéi je tjt,, =0.

3.4.2 Linearizacija q,;

t )
Kako je q, , :{0‘” }q,l-x,,- , Aq., slijedi iz (3.126) kao
M
. N N
Aqlfp,j = ;Krp,jk?ASk +;Krp,jkpApk H (3 129)
gdje su
t()l
Kow=1q e (3.130)
M
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tOl tO t(7)- 02,\'
Krp,jkp :{OM}KrS,jkp :|:01 1 0 Y Krs,jks‘ (3131)

Mx2 MxM

3.4.3 Linearizacija ',

Konstitutivni zakon naprezanja prianjanja funkcija je proklizavanja armature (¢ = r( f )), pa iz (3.97)

slijedi
L
; d
Agh,, =¢n| 1, <= AfdX, . (3.132)
¥ 0 p df
1z (3.61) dobivamo
Afngs+zAw=As—5ackAw, (3.133)
Os ow
te uvrStavanjem u (3.132)
, ¢ dr ¢ dr
Aq, . =¢r|l. —AsdX, — 06 or|l k— AwdX, . 3.134
qbs,/ ¢ '([ J df 1 aC¢ '([ J df 1 ( )

Nakon interpoliranja proklizavanja As prema (3.82), gornji se izraz moze prikazati kao

N
Aq;s,j = ZKbs,jk?ASk + Kb.s-,ijW > (3 135)
k=1
gdje su
¢ dr
K,y =on[1, 31 X (3.136)
0
t dt
Ky ==0.c9m[1 kg ¥ (3.137)
0

3.4.4 Linearizacija q'j,

Ako se isti postupak kao za Ag;, ; primijeni na (3.102) slijedi

N
AQ;W = Zwa,ks ASI\' + wa,wAW . (3 . 13 8)
k=1
Pritom su
L
d
Ky =S [k 10X, (3.139)
o df
¢ L dr
wa,w = _5aC¢7Z.J. k _Xm ° (3 . 140)
o df
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3.4.5 Linearizacija qup,j

Kako bi izracunali Aq}, ;, (3.98) se moze napisati u obliku

N, . (v
q,,, = ZBTLIH T, {dX,+m"(0 1 0)> [K'!{ T, tdX,,
’ M, o M,
Sto daje
AN, L [a,
Aql, = ZB LjH AT, tdX,+m’(0 1 0)> [K'{ AT, tdX, =a, +a,.
*|AMm, T AM,
Kakoje N, = N,(e,.x,), T, =T,(y,) te M, =M (e,,x,) slijedi
N, N
AN, O¢, oK, |(Ae, Ag,
dr,
AT, t=| 0 d—l 0 KAy, 1=CsAy, ¢»
Vi
AM, oM, . oM, Ak, Ak,
| Os, oK, |

gdje matrica C predstavlja konstitutivnu matricu, a njen izvod prikazan je na kraju poglavlja.

Primjenom izraza (3.18) i (3.19) izvodi se

g Lofoo o)
V= L'——+|0 0 —1|]v ¢,
ax,
K, 00 01l
iz Cega slijedi
Aé, 0 0 07)Ay,
Ay, b= LT%JF 0 0 —1|§Ay,
A, "o 0 o)|ag

Dalje, iz (3.36) dobivamo

Au,
t t
Av, =BZ[Ap f+6ack{ o }AszBlAp f+6ack{ O'}Aw.
: 0, : 0
A6,

Zbog postojanja diskontinuiteta u kutu zaokreta poprecnog presjeka

Ap.,=Ap+k
p, =Ap {AcArp}’

$to uvrStavanjem u gornji izraz daje
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(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)



Au,
0

Av, :BlAp+Blk{A N }+5 k{ °‘}Aw B,Ap + B kA A@ +6, k{ 0‘} w. (3.148)
AP

AO ¢

]
Naposljetku, supstitucijom (3.148) u (3.145) slijedi

Ag, 00 0

- t
Ay, :LTBZAp'+LTBlk'ACA(o+5ack'LT{ 8‘}Aw+ 0 0 —1B,Ap
Ak, 00 0
(3.149)
00 0 00 0 .
+{0 0 —1|BkAA@+[0 0 -1 Sack{ 8‘}Aw
00 0 00 0
te uz primjenu (3.103) daje
Ag, 00 0 1
Ay, b =L'BAp'+[0 0 —1BAp+H'L'BAA@+5,.k'{0 Aw. (3.150)
Ak, 00 0 0

Dobiveni izraz sada uvr§tavamo u (3.142), koji je u svrhu jednostavnijeg zapisa podijeljen na dva

dijela (a; 1 ay):

00 0 1
M
=>'B LIH C|L'BAp'+[0 0 —1|BAp+H!L'BAA@+5,.k'{0Aw |dX,, (3.151)
o 00 0 0
wrar 00 0
a,=m’(0 1 0)> [K/——|L'BAp’+(0 0 —1[BAp+H[L'BA Ap dX,, (3.152)
=l o Vi
00 0

iz ¢ega nakon interpolacije prema (3.83), (3.92) te (3.94) slijedi

0 0 O

M L N N t N
a=>B LIH”C(LTBZZJ;IMApk+LTBZZK;{0°2}mApk+ 0 0 —IBIZ]A,INMApk
I=1 0 k=1 k=1 M 00 0 k=1
00 o | (3.153)
N t ~
+0 0 -1 BIZKA{ Oz}mApk +H[L'B,A A + 65,k 0t AW)dX, ,
o0 of 7 ¥ 0
T 4 T T = ' t02
a,=m’(0 1 ZjK I(L Zlk AP, +L'B, Y K] o (MAP,
=1 ¢ k=1 M
00 0] 00 0] (3.154)
+0 0 -1 BZZ]kIZ+MApk+ 00 -1 BZZKk{OOZ}mApk+HZLT]N31ACA(0)dX1.
00 of - o0 of M

Uvedemo li oznake
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00 0 g 0 0
gL +/0 0 -1|g=HIL", H,=|0 g 0|z g=1I,I,kK,

0 0 O 0 -g ¢

(3.153) 1 (3.154) moze se pojednostavljeno zapisati u obliku

8'43

N L N L t
L(Q [H,CH]dX L'B, +3 [H,CH},dX L'B, {0” }m)Apk
k=1 ¢ 0

=1 k=1 M
L - L 1
+[H,CHdX,L'BA Ap +5,. [H,Ck'S0pdX,Aw),
0 0 0
M N L T N L T t
a,=m’(0 1 0)> > [K, d—H;dX LB+ [K' LH;kdXILTBZ ” tm)Ap,
1=l k=1 d7/ k=10 d i OM
L
+[K! Z—THTdXILTBZACA(o) ,
1
te njihovim zbrajanjem naposljetku dobivamo traZeni Aq;,
A i — i(K + Klml\l + Klml\Z + KlmA} % + (K + Klml\ )A + K AW
Uz, ; Bp. jk Bp. jk Bp, jk sp.jk PP Bp.jo 5p.jo NP Bp.jw ’

k=1

pri ¢emu su

M L
K,,,=> B/L[H,CHdYXLB,
1=l 0

Bp, jk

t,
K ZB Lj H,CH},dX,L'B {0 }m,
M

Klz)7k2 _ T 0 u dT K!HTdX LT
Bpx — M < Z_[ d Ik 1 ’
=1 ay,
link3 u d T T t
Ky =m’(0 zjd K'HdX,L'B LR
=1 ¢ 1 M

M L -
K, ,=>B/L[H,CHdXLBA,,
=1 0
Klmk _ T < L T !HTdX LT]Ns A
Bp.jp — M Z_l.d Jk 1 2o
=1 4Y,
1
K, = 50@213 LI H,Ck'dX,10¢ .
1=1 0 0

Clanovi koji sadrze ("*) rezultat su primjene vezane interpolacije.
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(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)

(3.164)

(3.165)



3.4.6 Linearizacija ¢,
1z (3.100) Aq; se dobiva na analogan nacin kao i a, iz Aqj, ; :
i - link
Aq = ;(K‘/"' K" Ap, +K, A9+ K, Aw,

gdje su

M L
Ky =Ac Y B/L[H,CH}dxL'B,,
=1 0

_ Mok t
K =AY BIL| HkCH;kXmLTBZ{O'" }m ,
1=1 0 M

M
K,, =A:> B ITLJH CHIdX,U'B,A.,
=

1
M
K, =5,A.> B/L j H,CK'dX,{0}.
=1 0 0
3.4.7 Linearizacija quw
Naposljetku iz (3.101) slijedi
u.t [ON, oN, A%
AQ;W :6aCZJ‘k<a a > A]// Xm s
I=1 ¢ gl K, AK

i

te na analogan nac¢in kao u ¢lanovima iznad, primjenom (3.150) dobivamo
N

AQ;w = Z(KBW/\ Klg:v,\l\ )Apk + KBw,(/)A¢ + KBW,WAW .

k=1
Pritom su

kr<% o N >H,TAdXLT ,

i i

_ vk t,
Ki¥, =6, jk'<% o N >H;kdXLT {0 }m,
0 M

0O¢, 0K,

M L
(N g N LT dx,L'BA,.,
og, 61(

33

(3.166)

(3.167)

(3.168)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)



uk AN
e 2 [ K ——tdX,. (3.176)
0

Izvod ¢lanova Kkonstitutivne matrice C

Budu¢i vrijedi daje N, = N,(g,,x,), T, =T,(y,) te M, =M (e,,x,) slijedi

oN, do,(D,) éD, ,
—L D A L ! A = Et’L D A’
e L e R L G.177)
oN, __ 0 90,(D,) oD “ o,
—_— = D, )dA = N L 4 =—| X. E" 14 =
oK, 61(1;[61( % ;[ aD, 6K1d1 ;[ 25 (D, )d4, 68 (3.178)
_aMl —_ 0 _ aaz(Dz)aDz _ 2 e
61{'1 = 51('1 A[Xz,zcz(Dz)dA— J:Xz’l—ﬁDl _1 dAl _JXZ’Z E, (Dl)dAl. (3.179)

pri Cemu je E/* tangentni modul elasti¢nosti betona.

Kako je §irina sloja b, konstantna vrijednost, integracija se odvija samo po koordinati X;,

ON,

=b, [E*(D,)dx,,, (3.180)
i Xy,
ON, 5M e
51(1 581 =-b, XJ;[Xz,zEz (Dz )dXz,z ) (3.181)
oM e
a_l =b sz,zzEz’ (Dz )dXz,z . (3.182)
K Xy,

U slucaju linearno-elastiénog materijala, modul elasti¢nosti je konstantan, pa se moze izvaditi izvan

granica integrala, ¢cime konstitutivna matrica C poprima oblik
Ec,zAz 0 _Ec,zSz
0o |, (3.183)

gdje je G posmi¢ni modul.
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3.5 Tipovi kona¢nih elemenata

3.5.1 Vlac¢ni konaéni element

Ovaj element moze biti optere¢en samo uzduznim optereCenjem, a kao rezultat u presjeku se

javljaju samo naprezanja istog predznaka (Slika 3.10).

Pum

sloj "a+1"

J
] [ e

Y J |

w ] sloj "a-1"

|————]

i
|

.

i

|

|

: l

! |

. P
| armaturni sloj "r : sloj 1

Slika 3.10 Vlac¢ni konacni element

Matrica krutosti vla¢nog elementa koji sadrzi NV ¢vorova ima sljedeci oblik

[y, 11 12 IN 1]
k pp k pp e k pp k pe
22 2N 2
k pp e k pp k pe
. . . s
NN N
SIM . k k
pp pe
k
L ¢ |
gdje su
k jk _ K brs, jks Krs, Jkp
o K LINK s
p, jks Bpr.jk |
0 T
k j o KbS Jw 0 M
2’ LINK |°
_K Bp,jw K Bp.jo |
k _ |:KBbw,w KBw,(p :|
o0 >
K‘PW K‘ﬂ‘ﬂ
pri ¢emu su
K brs, jks = K rs, jks + Kbs, Jks 2
LINK link1 link 2 link3
KBp)',]'k - (K Bp,jk + KBp,jk + KBp,jk + KBp,jk) + Krp,jkp >

LINK _K link
Bp.jo — T Bp.jo Bp.jo

Bbw,w Bw,w bw,w *
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Pert1 : sloj "a+2"
]
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(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188)
(3.189)
(3.190)
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Na Slici 3.11 prikazani su stupnjevi slobode vlacnog kona¢nog elementa za slucaj kada je broj ¢vorova

elementa jednak dva.

Vj ‘ Ba,j (/?1:0 ‘ Vk Ba,k
uJ ‘\' ! ! SlO] a | uy
_/ ]
W
+
Bl,j A (e Bl,k
sloj "1"
T\l \\M/ T) 1=1,2,...,0-1, at+l,., M
_
+
S; armaturni sloj "r" Si
— —

Slika 3.11 Stupnjevi slobode vla¢nog kona¢nog elementa za slucaj kada je broj ¢vorova jednak dva
3.5.2 Gredni kona¢ni element

U slucaju grednog kona¢nog elementa, jedan rub presjeka (gornji ili donji) mora uvijek biti u
tlaku, $to drugim rije¢ima znaci kako se pukotina ne moze pojaviti u svim slojevima jednog elementa.
Kod ovog elementa Sirina pukotine w u sredini sloja o vi§e nije nezavisna veli¢ina, kao kod vla¢nog
Stapa, ve¢ postoji veza izmedu pukotine w i kuteva otvora pukotine ¢,, ..., ¢y, koja se moze uspostaviti

na osnovu Slike 3.12:

M
w= Z S,.ho,

I=o+1

gdje je

Sloj IIM "

Sloj ulu

sloj "o+2"
sloj "a+1"

Sloj uau

+ 510 %(Da = thc¢ s

armaturni sloj "r"

(3.192)

(3.193)

hu
hi

h a+2

haﬂ
1 ha/2

Slika 3.12 Sirina pukotine u sredini sloja o i kutevi pukotine za gredni element s a+2 raspucala sloja
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Na temelju (3.192), virtualni rad unutarnjih sila (3.95) moze se zapisati na nacin da $irina pukotine w

vi$e nije nepoznati parametar:

v = if, (¢', +dqi )+ iﬁf (a),, +d,,)+@" (@, +Ach, (g, —q. ),
i= i=

=
te se analogno 1 (3.104) transformira u
V= (! aT>{q}" }
4,
gdje je
a,, =q, +Ach, (g5, ~ ;).
Na isti se na¢in moZze preoblikovati i virtualni rad vanjskih sila (3.115) koji sada postaje

(e =\
V-G 7 >{qe }

o0
pri ¢emu je
q,, =q, +Ach.q,.
Cvorni nelinearni vektor neuravnotezenih sila sada postaje
o
o q,, 4,
$to nakon prosirenja u Taylorov red samo do linearnog ¢lana, i nakon linearizacije daje
K, K (/AP |_ |8u
L‘ZW K. H Ag } ) _{ g, } ’
gdje blokovi &, ks p,1 ks, slijede iz
k,=q,®V,,
k,,, =4, ®V,=(q, OV )",
K, =4, ®V,

gdje su V1V, vektori parcijalnih derivacija u odnosu na ps i ¢.

Za gredni konacni element s N ¢vorova, matrica krutosti sad poprima oblik

[y, 11 12 IN 1
kpp kpp T kpp kb,pw
2 2N 2
kpp kpp kb’pw
. : : ,
NN N
SIM. k k
p b.pp
L kbw_
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(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

(3.200)

(3.201)

(3.202)



pri ¢emu je ¢lan k’ jednak kao kod vla¢nog Stapa. Buduci w viSe nije nepoznanica problema, neki od

clanova iz (3.184) se preraspodijele, te ih mozemo prikazati kao

kj { Kb.s',/'thAC } (3 203)
b, = : ) :

122 Kng[I,Nﬁ/, + KBP’]_‘,hZAC
kb,(ﬂ(ﬂ = K(P(p + K(pthAC + ACha (KBw,(p + KBbw,thAC) ° (3204)

Na Slici 3.13 prikazani su stupnjevi slobode grednog konac¢nog elementa za slucaj kada je broj

¢vorova elementa jednak dva.

Vj BaJ /\ % ‘ Vi Ba,k
u. \\#—A’/ sloj "ot" Uy
_/
+
Bl,j (3 Bl,k
‘\ \\L/\/ sloj ""
' ) [=1,2,..,0-1,0+1,., M
_/
+
S; armaturni sloj "r" Sk
— —

Slika 3.13 Stupnjevi slobode grednog kona¢nog elementa za slucaj kada je broj ¢vorova jednak dva
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3.6 Ukljucenje kohezivnih naprezanja

Osnovna pretpostavka linearno-elasticne mehanike loma je kako se proces razvoja pukotine
odvija u jednoj tocki — vrhu pukotine. Ako je materijal linearno-elasti¢an, cijeli promatrani problem je
u linearno-elastiénom stanju, te stoga mozemo primijeniti metode linearne-elasticnosti. U slucaju
kvazi-krtih materijala, u koje spada beton, podrucje razvoja pukotine (fracture process zone) znatno je
veée 1 ne moze se aproksimirati ,,toCkom™ — dio promatranog problema sad je u nelinearnom stanju.
Unutar ovog podrucja u materijalu dolazi do o$te¢enja u obliku mikropukotina (Bazant i Cedolin,
2003.). Za opisivanje ovog ponasanja mozemo pretpostaviti kako se u nelinearnom podrucju

naprezanja smanjuju s poveéanjem $irine pukotine (Slika 3.14).

kohezivno podrucje

Slika 3.14 Raspodjela naprezanja na mjestu pukotine

U nastavku je definiran virtualni rad kohezivnih naprezanja koja nastaju tijekom otvaranja
pukotine, §to ¢e omoguciti primjenu elementa i u nearmiranim betonskim gredama, te takoder moze
biti vrlo pozeljno, i to¢nije i numericki, i u armiranobetonskim elementima. Koristimo model koji su u
metodu kona¢nih elemenata uveli Hillerborg i sur. (1976.). Prije dosezanja vla¢ne ¢vrstoce, beton se
ponasa kao linearno-elastican materijal. Pukotina se otvara u trenutku kada naprezanja na mjestu
pukotine dosegnu vla¢nu ¢vrstocu betona f;,. U trenutku otvaranja pukotine, naprezanje na mjestu
pukotine ne nestaje odjednom, ve¢ se smanjuje s povecanjem Sirine pukotine — naprezanja djeluju na

mjestu pukotine dok god je ona dovoljno uska, sve dok se ne potrosi energija sloma Gy (Slika 3.15).

(¢ (¢

fel - - - - fe

(@)

fa/Ec € Wo  Sirina pukotine w

Slika 3.15 Bilinearni zakon o$te¢enja
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Nakon dostizanja vla¢ne ¢vrstocée f.,, naprezanje mozemo opisati funkcijom u ovisnosti o §irini
pukotine w. Najjednostavniji bilinearni konstitutivni zakon oStecenja moze se definirati za slucaj

jednoosnog stanja naprezanja (koji podrazumijeva oblik sloma I.) kao

E ¢, SS&
E

¢

o= 7 ¢ (3.205)
fw(l—l} 3>E—"’,0£w£w0 i o=0,w>w,

¢

Wo

gdje je w Sirina pukotine na promatranom mjestu, dok je we=2Gy¢/f., kriti¢na Sirina pukotine (najveéa
Sirina pukotine pri kojoj pukotina jo§ moze prenositi naprezanja); E., f;, 1 G (energija sloma ovisna o
razredu betona i veliini zrna agregata) su poznati materijalni parametri. Nakon prekoracenja kriti¢ne
Sirine pukotine w, vi$e ne postoji nikakvo naprezanje - pukotina vi§e ne pruza otpor otvaranju.

Ukupni virtualni rad — zbroj virtualnih radova viseslojne grede, naprezanja prianjanja i uzduzne
sile u armaturi (3.194) potrebno je nadopuniti s virtualnim radom kohezivnih naprezanja u svim

raspucanim slojevima

Mk

Vei = 2.8 (W N, +51M1)X1C : (3.2006)

-~
T

Treba primijetiti kako se sloj promatra kao raspucani kada naprezanja na sredini sloja prekorace
vlac¢nu ¢vrstocu, tj. kada je N/A, > f.,. Bilo kakva promjena po visini sloja #; uslijed momenta M, su
zanemarena u skladu s osnovnom kinemati¢kom pretpostavkom kako je sloj ili neraspucan (J,=0) ili

raspucan (d,=1). Stoga, virtualni rad kohezivnih naprezanja se moze pojednostavljeno definirati kao

M M
_ _ w
Vii= Z5ch1N1 :Zwl5chlfcl (1 _;l] (3.207)
=1 =

0

Kako je kod grednog konacnog elementa Sirina pukotine u sredini sloja a povezana s kutevima otvora

pukotine pomocu izraza
T a T
(W oo w o owy) =l .. b . hy,[Ap=HAp, (3.208)
pri ¢emu je
hy=(0 ... 0 m/2 hy oo hyy hy), (3.209)

virtualni rad kohezivnih naprezanja tako postaje

th,i = (’TTAZHACNd = (’Trqic(p >
(3.210)
qicq) = ACHNd >
gdje je

N,=(N, ... Ny oo NV Ny=41,0-w/w), (3.211)
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(n/2 0 0 0 0 0 0
hy h/2 0 0 0 0 0
: : ) : : : 0 :
By h, .. B2 0 0 0 0
H=| % &k ... h h/2 0 0 0 | (3.212)

L R By Py l2 0 0
My gy oy By hy My, /2 0

| hy  hy o e Ry hy o by Ry /2]

Dobiveni virtualni rad kohezivnih naprezanja pribrajamo ukupnom virtualnom radu (3.194) sto daje

N
I/jh = ZEJ (qirs,j + qibs,j )+ ZEJT (qup,j + qirp,j )+ (’TT (qigo + ACha (quw - qibw)+ qicgo)’ (3213)
=1

Jj=

pri ¢emu se (3.196) transformira u
Uiy =Uip + Achy (G~ Gin ) + iy - (3:214)

Dodatni doprinos bloku matrice krutosti kyo, dobiva se razvojem (3.214) u Taylorov red i

linearizacijom:
Aq,, =A HAN,, (3.215)
odnosno iz (3.211) dobivamo
Aq,., =K, Ao, (3.216)
gdje je
K., =AHAHA_, (3.217)
dok je matrica A jednaka
I 0, w, > w, ]
A1, 0 0
-1/w,, w<w,
0 Af 0, w, > W, 0
A= P wy, owyo<w,| - (3.218)
‘ ‘ 0 ' w, >W
0 0 o A ’ v
| Mf'M{—l/wo, wy, <w0}_
Ovaj dodatni doprinos se pribraja (3.204) koji se tako transformira u
kb,(p(p = K(p(p + K(pthx-AC + ACha (KBw,(p + KBbw,thx-AC) + Kc(p . (3219)
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4 NELINEARNI MATERIJALNI MODELI

U ovom poglavlju opisani su jednoosni materijalni modeli betona, Celika za armiranje, te veze
izmedu njih preko odnosa naprezanja prianjanja u funkciji proklizavanja armature.
4.1 Nelinearni konstitutivni zakon betona

Konstitutivni zakon za beton (Slika 4.1) usvojen je prema EN 1992-1-1:2004 (2004.), uz

prosirenje modela u vlatnom podrucju (u EN 1992-1-1:2004 je zanemarena nosivost betona u vlaku).

%A
Jet -
€cul €l :
| | e e
: : tan o=E,
1 1 - 104y
”””” N 'fcm
Slika 4.1 Konstitutivni zakon za beton
Veza naprezanje - deformacija betona opisana je sljede¢im zakonom:
0: &< gcu]
2
_fcmkn—’7 gcu] <e<0
o(e)= 1+(k-2)n (4.1)
¢k, O<e<eg,
0, E>¢,
gdje je
n=gle, k=105E|e.|/ ., (4.2)

U (4.1) je f.n srednja vrijednost tlaCne ¢vrstoCe betonskog valjka (pozitivna vrijednost), €. tlacna
deformacija betona za vr$no naprezanje, €., grani¢na tlacna deformacija betona, g, deformacija koja
odgovara vlacnoj Cvrstodi, te E. sekantni modul elasti¢nosti betona (priblizno definiran kao nagib
pravca koji prolazi kroz ishodiste i tocku ¢ = 0,4 /., na ¢ — € dijagramu).

Za betone razreda tlacne ¢vrsto¢e manje ili jednake C50/60 gornje su vrijednosti definirane kao:
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f;m(MPa) = f;k + 8’
e,(/)=-07-f£"",

gcul (°/°°) = _3:5:

E, (GPa)=22f,, /10)",

gdje se fo 1 fo uvrstavaju u MPa.

Derivacijom naprezanja (4.1) po deformaciji dobivamo tangentni modul

eE<éE

0: cul

o A=)k +(k=2)n]
E“(e)=4 &, (+(k-2nf
E

cd

0, E>¢g,

, €,5¢<0

O<e<g,

4.2 Konstitutivni zakon €elika za armiranje

(4.3)

(4.4)

Celik za armiranje opisan je bilinearnim modelom s istim ponasanjem u vlaku i u tlaku (Slika 4.2).

o,
A e 0
N FEy )
. Eq
-€, -g,
3 ey €,
ES
. E
i 2 SO 1.
7,

Slika 4.2 Bilinearni konstitutivni zakon za armaturni ¢elik

Naprezanje ¢elika u ovisnosti o deformaciji dano je sa

E ¢, |g| <eg,
o,(e)= sign(s)[ESg}, +E, (]g| -&, )17 €, < |g| <eg,,
0, e, <,

(4.5)

gdje je E; modul elasti¢nosti ¢elika, £, modul o€vrS¢enja u plasticnom podrucju, f, naprezanje pri

granici popustanja, €, deformacija pri granici popustanja, te €, deformacija armature pri maksimalnom

opterecenju.

Prilikom odredivanja tangentne konstitutivne matrice potreban je tangentni modul, za koji vrijedi:

E, |g| <eg,
E"(e)=1E,, g},<|s|£gu.
0, ¢,< |g|
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4.3 Naprezanje prianjanja kao funkcija proklizavanja armature

Veza izmedu betona i1 armaturnih Sipki vrlo je bitan dio mehanizma nosivosti armiranobetonskih
konstrukcija. Ta se veza ostvaruje uzajamnim djelovanjem triju komponenti: (i) kemijske adhezije
izmedu cementne paste i Celika, (ii) trenja 1 (iii) mehani¢ke veze izmedu rebara armature na povrsini
Sipke 1 betona (Fib Bulletin 10, 2000.). U slu¢aju glatkih armaturnih $ipki izostaje efekt mehanicke
veze izmedu rebara na povrsini Sipke 1 betona, §to je ujedno i razlog puno manjih vrijednosti ¢vrstoca
prianjanja.

Rezultati ispitivanja izvla¢enja armaturnih Sipki iz betona pokazuju kako na ¢vrsto¢u prianjanja
utjeCu mnogi parametri, poput ¢vrstoée betona, promjera Sipke, razmaka Sipki, naprezanja u Sipki,
utjecaja ovijanja popre¢nom armaturom, zaStitnom sloju betona,... (Fib Bulletin 10, 2000., Wu i
Gilbert, 2009.). Upravo zbog velikog broja ovih parametara, predlozeni su mnogi modeli koji nastoje
opisati naprezanje prianjanja kao funkciju proklizavanja armaturne Sipke. Spomenimo samo neke: Ngo
i Scordelis (1967.) su koristili pojednostavljeni linearni model, Nilson (1968.) je predlozio nelinearni
model u obliku polinoma tre¢eg stupnja, dok su Mirza i Houde (1979.) uveli polinom Cetvrtog stupnja.
Slozeniji nelinearni modeli, poput modela kojeg su razvili Eligehausen i sur. (1983.), na osnovu
opseznog ecksperimentalnog istrazivanja, mogu se primijeniti ne samo za monotono rastuca
opterecenja, ve¢ 1 za ponovljena optereCenja i optereCenja u ciklusima. Naposljetku spomenimo i
model Shimae i sur. (1987.) koji ukljucuje 1 naprezanje u armaturi, pa se moze upotrijebiti i nakon
prekoracenja granice popustanja u Celiku za armiranje (detaljnije o tome S$to se dogada nakon
prekoraCenja granice popustanja u ¢eliku za armiranje moze se pronac¢i u npr. Mayer i Eligehausen,
1998., Ruiz i sur., 2007., Lee i sur., 2011.).

U ovom je radu konstitutivni zakon naprezanja prianjanja kao funkcija proklizavanja armature
usvojen prema modelu iz CEB-FIP MC90 (2000.), temeljenom na modelu kojeg su razvili
Eligehausen i sur. (1983.), uz jedno pojednostavljenje — nelinearni dio krivulje zamijenjen je
bilinearnim (Slika 4.3), kako bi model bio numericki efikasniji. Ocekuje se kako ovaj nacin
pojednostavljenja necCe jako utjecati na rezultate, a uporiSte za zamjenu pronadeno je i kod drugih

autora (npr. Kwak i Filippou ,1990., Yankelevsky i sur. 2008., Mendes i Castro 2013.).

a) Eligehausen i sur. (1983.) b) pojednostavljeni model

Slika 4.3 Konstitutivni zakon naprezanja prianjanja u ovisnosti o proklizavanju armature
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Uzlazni dio krivulje odgovara stanju u kojem rebra na plastu Sipke prodiru u beton, praceno
lokalnim drobljenjem betona i mikropukotinama — u slucaju uporabnih opterecenja u eksploataciji
vrijednosti proklizavanja obi¢no su u ovom podrucju (Wu i Gilbert, 2009.). Nakon horizontalnog
dijela krivulje, koji postoji samo u slucaju ovijenog betona, slijedi linearni padajuci dio u kojem je
smanjenje ¢vrstoCe prianjanja rezultat nastanka uzduznih pukotina u smjeru armature (Goto, 1971.).
Posljednji horizontalni dio dijagrama odgovara rezidualnoj ¢vrstoci, koja je jednaka komponenti trenja
(Fib Bulletin 10, 2000.).

Naprezanje prianjanja definirano je kao

f'klv nggfo
T+ (f =Sk fo<Sf< S
t(f)= T s LH<[f</fs (4.7)
T — k(S =12, fo<S <SS,
Ty /> 1

gdje je 1o Cvrstoca prianjanja koja odgovara proklizavanju f, 7,. najveca Cvrsto¢a prianjanja, t

¢vrstoca prianjanja koja odgovara komponenti trenja, dok su kutovi nagiba ki, k» 1 k3 definirani kao

T T T ..—T

kl __O’ k2 — _ max 0 , k3 — _max S/ . (48)
hi=1 fi= 1

Za odredivanje Clanova matrica krutosti koji nastaju kao rezultat proklizavanja armature:

(3.136), (3.137), (3.139) 1 (3.140) potrebno je definirati derivaciju naprezanja prianjanja:

k, 0Zf<f,

ky, fo<[f</
dr
—=20, fi<f<f,. 4.9)
df

-k, f,<f<f,

0, /> 1

4.4 Nadogradnja modela za sluc¢aj rastereéenja

Nelinearni jednoosni konstitutivni model za beton i bilinearni konstitutivni model celika za
armiranje prosireni su na nacin kako je to prikazano na Slici 4.4. Prilikom opterecenja sve do granice
elasti¢nosti (0,4f., kod betona, te f, kod Celika za armiranje), rasterecenje vlakna obavlja se po istom
zakonu kao 1 opterec¢enje. No, ako prilikom opterecenja prekora¢imo granicu elasti¢nosti materijala,
veza izmedu naprezanja i deformacije razli¢ita je od one pri optereCenju — pri rastereéenju pratimo
pravac paralelan po¢etnom modulu elasti¢nosti (E,,.0.s kod betona i E kod Celika).

Kako bi se moglo provesti takvo poboljsanje, tokom inkrementalnog postupka nanoSenja
opterecenja, potrebno je uvesti ,,spremanje* vrijednosti iz proslog koraka. Naime, kako bi odredili

vrijednosti u koraku n+1 potrebno je poznavati vrijednosti iz koraka #.
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rastereCenje

T
! €l €cul
I
I
Jet

a) beton b) armaturni ¢elik

Y

Slika 4.4 Ugradnja rastere¢enja
4.4.1 Bilinearni plasti¢ni konstitutivni model materijala

Bilinearni plasti¢ni konstitutivni model materijala s izotropnim oc¢vr$éenjem (Simo i Hughes,
1997.), opisan u nastavku, koriSten je za modeliranje ponasanja Celika za armiranje. Za potrebe
modeliranja betona koristena je malo pojednostavljena procedura.

Oc¢vrs¢enje materijala pri jednoosnom optereCenju moze se opisati sljedeCom tvrdnjom: pri
monotonom porastu plasti¢ne deformacije naprezanje takoder monotono raste.

Izotropno o¢vrscenje znaci da se granica popustanja jednako povecava kako u tlaku tako i u vlaku: pri
svakom ponovnom opterec¢enju granica elasti¢nosti se pomic¢e do one vrijednosti koju smo dosegli u
proslom koraku.

Na Slici 4.5 prikazan je reoloski model elastoplasticnog materijala s izotropnim ocvr§é¢enjem. Model
(jedini¢ne duljine i jedini¢ne povr§ine) sastoji se od:

- linearno-elasti¢ne opruge, definirane elasti¢cnom konstantom Ej,

- (Coulomb-ovim) elementom trenja, definiranog konstantom &,

- linearno-elasticne opruge, definirane plasticnom konstantom K.

Slika 4.5 Reoloski model elastoplasticnog materijala s izotropnim o¢vr§éenjem (Bonet i Wood, 2008.)
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Ukupna deformacija sastoji se od elasti¢nog dijela na opruzi s konstantom Ej, i plasti¢nog dijela koji

se ostvaruje na Coulomb-ovu elementu trenja (Slika 4.6):
ce=g+¢’. (4.10)
Pretpostavimo linearnu vezu izmedu naprezanja i elasti¢ne deformacije:

c=E&"=E (s6—-¢"). 4.11)

Slika 4.6 Model bilinearnog elastoplastiénog materijala s izotropnim oc¢vr§¢enjem

Kriterij teenja glasi:

f(o,a,)=lo|-(oy +Kag)<0,  ag>0, (4.12)
gdje su 0, >0 i K >0 dane konstante materijala. U (4.12) o, je granica plasti¢nog te¢enja pri
akumuliranoj plasti¢noj deformaciji, K je plasti¢ni modul, definiran kao

EE,
K:ﬁ, (4.13)
s Fp

dok je ag varijabla ojacanja (nenegativna funkcija plasti¢éne deformacije). U slucaju kad je K < 0

govorimo o omekSanju materijala. Za K = 0 model se pojednostavljuje na idealno elastoplasticni

materijal — materijal se najprije ponasSa kao linearno elasti¢an dok se ne dostigne granica teenja o, a

kad je dostignuta granica teCenja o, deformacije i dalje rastu po istom naprezanju o = o, .

Za slucaj bilinearnog elastoplasticnog modela s izotropnim ocvr$éenjem za varijablu ojacanja

pretpostavljamo (Simo i Hughes, 1998.):
a5 =|¢"|. (4.14)
Nadalje, za pravilo te¢enja i izotropni zakon o¢vr$éenja pretpostavimo
" =y -sign(o), (4.15)

gdje je ¥ prirast teCenja, a sign(o) definiran kao
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sign(o) = { . (4.16)

1z (4.14) i (4.15) slijedi
ag=y. (4.17)
Zakon plasti¢nog tecenja mozemo definirati pomo¢u Kuhn-Tuckerovih uvjeta komplementarnosti
y20, f(o,a5)<0, 7y f(o,05)=0, (4.18)

koji izrazavaju fizikalni zahtjev da za proizvoljno stanje naprezanje plasti¢ne deformacije nastaju

samo na plohi te¢enja. U izrazu (4.18) ¥ > 0 mozemo odrediti iz uvjeta konzistentnosti

y f(o,a5)=0akoje f(o,a4)=0, (4.19)

koji odgovara fizikalnom zahtjevu da za &” # 0 naprezanje ostaje na plohi tetenja.

Koristeci (4.12) - (4.18) mozemo definirati i tangentni modul kao

Ecé, y=0

y=4 EK

o 2 s 50 (4.20)
E +K

Izraz E K/ (Es+ K) oznacava elastoplasti¢ni tangentni modul.

U nastavku je opisan postupak kako plasti¢ni konstitutivni model materijala s izotropnim o¢vr§é¢enjem
mozemo koristiti u inkrementalnom postupku nano$enja opterecenja/rastere¢enja.

Pretpostavimo kako je vremenu ¢, poznato stanje naprezanja i deformacija proizvoljnog vlakna:

poznate su vrijednosti naprezanja c,, deformacije €,, plasti¢ne deformacije €.’ te varijable ojacanja a,.

U sljede¢em inkrementu f,,, =¢, + At deformacija se promijeniza Ag: ¢,,, =¢, +A¢c.

Dalje slijedi
P P .
& =€, +Apign(c
n+l n »ig ( n+])’ (421)
O = O, +AY
gdje je Ay =y,.,At >0, dok su naprezanje i deformacija na kraju inkrementa n+/jednaki
c,.=E(e, —¢F
n+l K ( n+l n+l ) ] (422)
£, =€, T As
Vrijednosti 0, 1 ag,,; omedene su Kuhn-Tuckerovim uvjetom:
Jos1 = |Gn+] | —(oy +Kag,,,1)<0
Ay >0 . (4.23)

A]an = 0

Pretpostavimo da je rjeSenje gornjeg problema jedinstveno. Uvedimo probnu funkciju
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trial __
Gn+] _E(g

Py _
ntl —€n ) =0, +ESA8
p trial P
gn+] T %n
. (4.24)
trial  __
Agn1 = Agy
trial __ | __trial
fn+] - Gn+]

—(oy + Kag, ).

Probno je stanje definirano samo na osnovu pocetnih vrijednosti (&,, gf i ag,) 1 zadane
inkrementalne deformacije Ae. Ovo stanje nuzno ne odgovara fizikalno moguéem stanju, osim u
slu¢aju ako je inkrementalni postupak elasti¢an.

U slucaju kad je f;f]”l <0, radi se o elasti¢tnom stanju (Ay =0); stanje naprezanja i deformacija
odgovara probnoj funkciji (Slika 4.7):

___trial
=04

=g’ (4.25)

Gn+]

P
n+l

&

A1 =g

U sluéaju kad je £ >0, radi se o plasti¢nom stanju (Ay > 0):

+1

trial
n+l

=&, +Apign(c,,) (4.26)

Qg =g, T AY

O, =0, —AyEssign(o,.,)

n+l

P
n+l

&

gdje je

ftrial
Ay =—m1 50, 427
4 E +K ( )

trial
n+l

Pritom vrijedi kako je sign(c,.,,) = sign(c

(¢

trial _
nt1 = Ont

a) elasti¢ni korak b) plasti¢ni korak

Slika 4.7 Dva mogucéa slucaja (Simo i Hughes, 1998.)
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4.4.2 Postupak rasterecenja za beton

U nastavku je prikazan pojednostavljeni postupak optereéenja — rastereCenja za beton.

Buduéi je E. definiran samo aproksimativno (ne prolazi kroz tocku 0,41, na dijagramu), uveden je
modul rastere¢enja betona E. .. koji je definiran kao ,,prava sekanta koja prolazi kroz ishodiste i
tocku 6 = 0,4 /., na ¢ — € dijagramu. Do 0,4f;,, nema nikakvih zaostalih deformacija, i rastere¢enje ide
po krivulji, a nakon 0,4f., rasterecenje (te ponovno opterecenje) ide po pravcu E o Uz zaostale
deformacije €.

Postupak rastere¢enja/opterecenja je sljedeci (Slika 4.8):

trial

za promjenu Ag izracunamo probnu funkciju o,

trial

6n+] = Gn + Ec,unloadAg H (428)
te ga usporedimo s naprezanjem po izrazu
T
o =o(g, +Ae)=0(¢g,,,). (4.29)
Moguca su dva razlicita slucaja
trial T ___trial _ P _ P
n+l >0 - 6n+] - 6n+] H En+] - Ec,unload > 8n+] - gn (430)
wial o T N ! E =E P _ O
O, SO 0,q =0 , n+l T o gn+l - gn E . (431)
cunload
(e} . (e}
A il A
nt+l
I
|
| G,
T 1 Untl
O i i On[ T~ |
! |
1 o'l :
Gn 777777 ! ! |
| | ! |
| | |
| | ! :
| | / _tial |
! | ; GnH;‘GnH
\Ec,u‘nload : \Ec,unl‘oad :
| | ! |
L L - L L -
€n Entl € €ntl  &n €
Fﬁ'\ f Ag |

Slika 4.8 Dva razlicita sluc¢aja opterec¢enja/rasterecenja kod betona
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4.4.3 Nadogradnja modela naprezanje prianjanja — proklizavanje armature

Ugradeni konstitutivni zakon naprezanje prianjanja — proklizavanje armature nadograden je za
,,ogranieni“ slucaj rastereCenja i ponovnog opterecenja, koje se moze pojaviti i u slu¢aju monotono
rastuéeg opterecenja uslijed otvaranja novih pukotina (npr. Fantilli i sur., 1998., Au i Bai 2007.,
Yankelevsky i sur., 2008., Zanuy i sur., 2009.). Rastere¢enje je modelirano na nac¢in da se odvija po

nagibu kynaa (Slika 4.9). Postupak rastere¢enja i ponovnog optere¢enja opisan je u nastavku.

T max - -------
|

unl‘oad

Slika 4.9 Ugradnja rastere¢enja

Pretpostavimo kako je vremenu ¢, poznato naprezanje prianjanja t, i proklizavanje f,. U sljede¢em

inkrementu ¢, =t +Af proklizavanje se promijeni za Af

S =S4 (4.32)

n+l

Uvedimo pomo¢nu funkciju

Tl = ko AE (4.33)

n+l unload H
i usporedimo je s naprezanjem prianjanja t(f,+ ) definirano u (4.7). Moguca su dva slucaja: opterecenje

u kojem je Af> 0 i rastere¢enje kod kojeg je Af < 0. Slu¢aj optere¢enja mozemo podijeliti na

thzilal < T(-f;ﬁ-l )

_wa (AT} (434)
ot = T R ; - kunload ,
n+l
te
thzilal Z T(-f;ﬁ-l )
4.35)
dt dt (
Tn+] = T(JFIH] ) , (?] = E(fnﬂ ) °
n+l
U slucaju rasterecenja vrijedi
tria dT
Tn+1 = Tn+1 l’ (;] = kunload . (436)
n+l
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5 VERIFIKACIJA I VALIDACIJA MODELA

5.1 Linearni konstitutivni zakon naprezanje prianjanja — proklizavanje armature

U ovom poglavlju prikazana su dva primjera u kojima je predloZeni konaéni element s
ugradenim raspucavanjem ispitan za slu¢aj monotono rastuceg opterecenja (jedan primjer s vla¢nim, a
drugi s grednim konacnim elementima). Primijenjeni su dvoévorni elementi. Predvideni polozaj
pukotine odabran je u sredini elementa (X;=L./2 gdje je L. duljina elementa). U svim elementima
referentna os sloja nalazi se na polovici visine sloja.

Prilikom integriranja integrala koji sadrze funkciju (X)), koja je kontinuirana svugdje, osim na mjestu
pukotine, integracijsko podrucje je podijeljeno na dva dijela (ne uklju¢ujuéi mjesto pukotine):
[0,L./2) X Lu/2, L.]. Newton-Raphsonova tolerancija za normu reziduala jednaka je 10°. Svi su
konstitutivni zakoni ponaSanja materijala linearni: Celik, beton — koji je modeliran kao idealno krti
materijal, te naprezanje prianjanja — proklizavanje armature (7 =Cyf gdje je C, modul prianjanja).
Konstitutivni zakoni ponasanja materijala su odabrani kao linearni s razlogom — kako bi se
koncentrirali na mehanizam nastajanja pukotina predloZzenim viSeslojnim grednim kona¢nim

elementom.
5.1.1 Vlacni §tap

U prvom primjeru analiziramo armiranobetonski Stap kvadratnog popre¢nog presjeka kroz ¢ije
srediSte prolazi armaturna Sipka promjera 12 mm (Slika 5.1). Vlacna sila djeluje na krajevima Sipke

koja viri iz betonskog Stapa. Materijalni parametri Stapa dani su u Tablici 5.1.

- @ @] L | ~® 0,1m
$12

Slika 5.1 Vlaéni Stap

Tablica 5.1 Materijalne karakteristike vlacnog Stapa

modul elasti¢nosti betona E. 21 000 MPa
vlacna ¢vrstoca betona £, 2,1 MPa
modul elasti¢nosti ¢elika za armiranje £ 210 000 MPa
modul prianjanja C; 30 000 MPa/m

Linearna Lagrangeova interpolacija primijenjena je za pomake, kuteve zaokrete, te za polje
proklizavanja. KoriStena je dvo¢vorna Gaussova numericka integracija (primijenjena na svaku

polovicu domene integrala koji sadrze skokovitu funkciju £(X))).
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Prvi pokus ukljuCuje prorac¢un proklizavanja bez raspucavanja (tj. bez ograni¢enja vlacne
¢vrstoée betona) i usporedbu s analitickim rjeSenjem (npr. Creazza i Russo, 1999.). Na $tap djeluje sila
Fu iznosu 20 kN. Analizom desne polovice $tapa (na sredini Stapa su proklizavanje i pomak jednaki
nuli) dobivamo sljedeca rjeSenja za proklizavanje s i pomak u:

F  sinh X
EAp cosh[;l,1 ’ -1)

S(X1)=

oF sinh BX, oF
U(XI)=—FW+FXM (5.2)

pri ¢emu su

ﬂ = \/BCS (1/ESAS + 1/ELAL) > a= BCS/(EsAS ECAC)’ BCS = ¢ﬂ Cs > (53)

gdje je [, polovica duljine Stapa, dok su 4, i 4. redom povrsina armaturne $ipke i povrS§ina betona. Na

Slici 5.2 graficki je prikazano analiti¢ko rjeSenje za proklizavanje i pomak desne polovice Stapa.

0,12 0,08

| P
/ _
Ji
7

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Pomak [mm]
L2
®

Proklizavanje [mm]

e

Uzduzna koordinata [m] Uzduzna koordinata [m)]
Slika 5.2 Analiticko rjeSenje za proklizavanje i pomak vlacnog Stapa (desna polovica)
U Tablici 5.2 prikazani su rezultati za proklizavanje i pomak u ovisnosti o broju jednoslojnih
konaé¢nih elemenata na slobodnom rubu $tapa (X1=/,), zajedno s analiti¢kim rjeSenjem.

Tablica 5.2 Proklizavanje i pomak u mm na slobodnom rubu

Broj elemenata u mrezi Analiticko
1 2 4 8 16 32 64 rjeSenje
proklizavanje 0,0451 0,0797 0,1024 0,1119 0,1147 0,1154 0,1156 0,1157
pomak 0,0810 0,0775 0,0752 0,0742 0,0739 0,0738 0,0738 0,0738

Usporedba rezultata za proklizavanje i pomak u ovisnosti o broju jednoslojnih kona¢nih
elemenata provedena je za slobodni rub Stapa (X,=/), i graficki dana na Slici 5.3. Pomak i
proklizavanje su na lijevom rubu sprijeCeni dok su na desnom omoguceni. Relativna greska za

proklizavanje i pomak definirana je kao g=(s; — Swyxe)/si 1 &~y — upxe)/uy, pri cemu su s; 1 uy,
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analitiCka rjeSenja, dok su syxz 1 uyxe rjeSenja dobivena predlozenim kona¢nim elementima za
proklizavanje i pomak na slobodnom rubu Stapa.

Primje¢ujemo kako je relativna greSka za pomak znatno manja nego li za proklizavanje za jednak broj
konaénih elemenata u mrezi. Kao $to se moze vidjeti sa slike, vrlo se dobri rezultati dobivaju ve¢ i za
relativno malen broj kona¢nih elemenata: sa samo 8 elemenata, relativna greSka za proklizavanje
iznosi 3,3%, dok je kod pomaka greska jednaka 0,5%, te se uocava trend smanjenja greske, Sto znaci

da numeri¢ka procedura konvergira k to¢nom rjesSenju.

70
60
S \
<
2% 40
2
% —&— Proklizavanje
g 30
2 —&— Pomak
Z 2
10 -\.\;\.\7\‘;
0 | — 4
1 2 4 8 16 32 64

Broj elemenata

Slika 5.3 Relativna greska za proklizavanje i pomak na slobodnom rubu

U drugom testu istrazujemo pojavu i razvoj pukotina, koja je sastavni dio predloZenog postupka.
Kako se vlac¢na sila monotono poveéava, tako se pukotine otvaraju jedna za drugom ¢im vla¢no
naprezanje na sredini elementa dosegne vla¢nu ¢vrstoéu betona. Prva se pukotina otvara na sredini
Stapa, pa se zatim povecanjem sile pojavljuju 2. i 3. pukotina (na sredini lijeve i desne polovice §tapa),

pukotine 4. — 7. pojavljuju se na polovici duljine izmedu postojec¢ih pukotina, i tako redom (Slika 5.4).

1. pukotina

# $ % %

Slika 5.4 Proces raspucavanja analiziranog vla¢nog Stapa
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Budu¢i da je poznato analiticko rjeSenje za polje pomaka, sile raspucavanja mogu se iz njega
odrediti vrlo jednostavno — deriviranjem u odnosu na X; i mnozenjem s modulom elasti¢nosti betona

E. slijedi naprezanje u betonu

(X)) =£[

|- cosh X, +1JEN (5.4)
B

cosh /i,
te kada ono dosegne vlaénu &vrstoéu, otvara se pukotina. Sirine pukotina mogu se takoder dobiti iz
analitickog modela — zbrajanjem proklizavanja (dobivenih za promatrane sile raspucavanja) s obje

strane pukotine. Analiticko rjeSenje za sile raspucavanja i odgovarajuce Sirine pukotina prikazane su u

Tablici 5.3.

Tablica 5.3 Sile raspucavanja i Sirine pukotina u mm prema analitickom modelu

Broj pukotine

Sila (kN) L. 2.3 4.,5.6.17.
23,4073 0,2704

24,6691 0,2707 0,2707

34,1606 0,2849 0,2849 0,2849

U analizi procesa raspucavanja razmatramo razli¢ite mreze jednoslojnih elemenata. Broj
elemenata u mrezama odabran je na nacin da mozemo pratiti pojavu i razvoj prvih sedam pukotina —
zapocinjemo mrezom sa sedam jednakih elemenata, te postupno jednoliko povecavamo broj elemenata
u mrezi, zadrzavajuci pritom neparan broj elemenata. Tako dobivamo mreze s 15, 31, 63 i 127
elemenata. Oc¢ekivani polozaj pukotina za odabrane mreze zajedno s analitickim rjeSenjem dan je u
Tablici 5.4. Toc¢niji rezultati sila raspucavanja ocekuju se u onim mrezama u kojima je predvideno
mjesto pukotine §to blize to¢nom polozaju pukotine. O¢ito, u svim ¢e se mrezama zbog toga 4. 1 5.
pukotina pojaviti prije 6. 1 7. pukotine, no s proguséenjem mreze, razlike medu silama koje uzrokuju

ove parove pukotina se smanjuju.

Tablica 5.4 Polozaj pukotina izrazen preko duljine Stapa L u analiziranim mrezama i analitiCkom

rjesenju

Broj pukotine

Broj elemenata

o 6. 2. 4. 1. 5. 3. 7.
u mrezi
7 0,071 0214 0357 0500 0643 0,786 0,929
15 0,100 0233 0367 0,500 0633 0,767 0,900
31 0,113 0242 0371 0,500 0629 0,758 0,887
63 0,119 0246 0373 0500 0627 0,754 0,881
127 0,122 0248 0374 0500 0,626 0,752 0878
Analiticko 0,125 025 0375 0,50 0,625 0,75 0875
rjeSenje
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Sile raspucavanja ovisno o broju elemenata u mrezi dane su u Tablici 5.5 1 grafi¢ki prikazane na
Slici 5.5. Sila koja uzrokuje 1. pukotinu vrlo je sli¢na u svim mreZzama, $to se takoder moze reéi i za
silu koja uzrokuje 2. i 3. pukotinu, bez obzira §to se polozaj ovih pukotina ne moze to¢no predvidjeti s

promatranom jednolikom mrezom s neparnim brojem elemenata.

Tablica 5.5 Sile raspucavanja u kN za razliite mreze

Broj elemenata u mrezi

Broj pukotine 7 15 31 63 127
1. 23,379 23,400 23,408 23,407 23,407
2.13. 24,100 24,577 24,648 24,664 24,668
4.15. 32,009 32,385 33,263 33,719 33,943
6.17. 47,610 36,522 35,123 34,609 34,378

Sljedece pukotine (4. — 7.) bi se, prema analitiCkom rjeSenju, trebale otvoriti pri istoj sili, buduéi
je udaljenost izmedu postojecih pukotina jednaka u cijelom Stapu. Razlog §to se pojavljuju dvije po
dvije pukotine, umjesto Cetiri odjednom, je opet u odabiru mreze — polozaj pukotina se za ove parove
pukotina u promatranim mreZama ne moze to¢no predvidjeti, te se pukotine javljaju na mjestima koja
su razli¢ito udaljena od to¢nih polozaja. Pove¢anjem broja elemenata, sile koje uzrokuju pojavu 4. 1 5.

te 6. 1 7. pukotine se takoder priblizavaju, te bi se naposljetku za beskonac¢an broj elemenata spojile u

50
—— 1. pukotina
45 K —#—2.13. pukotina
4.15. pukotina
\ —#&— 6. i7. pukotina

istu vrijednost.

é 40
2
g
§ 35 ; e P
2
g
s 30
=

25 -

20

7 15 31 63 127

Broj elemenata

Slika 5.5 Sile raspucavanja ovisno o broju elemenata u mrezi

Treba primijetiti kako se u ovom primjeru, u kojem je vrlo jednostavno odrediti to¢an polozaj
pukotina, puno bolje rezultate moze dobiti odabirom takve mreze konacnih elemenata koja ¢e tocno
predvidjeti polozaj pukotina. U nastavku su prikazani rezultati za dvije takve mreze: s 9 i s 25
elemenata, u kojima je prvi i posljednji element dvostruko kraci od ostalih elemenata (Tablice 5.6 i

5.7). Kao $to je i ocekivano, u ovim se mrezama 4. — 7. pukotina pojavila pri jednakoj sili.
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Tablica 5.6 Sile raspucavanja i irine pukotina u mm za mrezu s 9 elemenata razli¢ite duljine

Broj pukotine

Sila (kN) L. 2.3 4.,5.6.17.
23,386 0,2580
24,291 0,2596 0,2596
35,574 0,2934 0,2934 0,2934

Tablica 5.7 Sile raspucavanja i $irine pukotina u mm za mrezu s 25 elemenata razli¢ite duljine

Broj pukotine

Sila (kN) 1. 2.i3. 4.5,6.17.
23,405 0,2677
24,622 0,2682 0,2682
34,079 0,2836 0,2836 0,2836

Slijedi analiza $irine pukotina (Tablice 5.6 1 5.7) i usporedba s prethodno danim analitickim rjeSenjem.
Sirine pukotina za mreu koja sadrzi 127 elemenata dane su u Tablici 5.8. Kada se ovi rezultati
usporede s analitiCkim rezultatima moze se uociti vrlo dobra moguénost predlozene formulacije u

prikazu raspucavanja.

Tablica 5.8 Sirine pukotina u mm za jednoliku mrezu s 127 elemenata

Broj pukotine

Sila (kN) L. 2.3 4.15. 6.17.
23,407 0,2702
24,668 0,2710 0,2706
33,943 0,2844 0,3281 0,2844
34,378 0,2881 0,2881 0,2881 0,2853

Kako bismo ispitali kakav utjecaj ima promjena modula prianjanja C, na raspucavanje Stapa u
nastavku provodimo pokus s nekoliko razli¢itih vrijednosti za modul prianjanja, dok silu monotono
povecavamo do 40 kN. Diskretizirani model Stapa sadrzi 33 konac¢na elementa razlicite duljine, pri
¢emu su prvi i posljednji element dvostruko kraéi od ostalih elemenata. Rezultati analize prikazani su
na Slici 5.6, gdje vidimo kako razli¢ite vrijednosti modula prianjanja uzrokuju i razlicit broj pukotina,
¢iji se broj povecava povec¢anjem modula prianjanja. Mozemo primijetiti kako malene razlike modula

prianjanja uzrokuju znatno razli¢it odziv Stapa.
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Slika 5.6 Broj pukotina u ovisnosti o modulu prianjanja C

U tre¢em testu analiziramo vitoperenje poprecnog presjeka i profil pukotine, §to je predloZzenim
kona¢nim elementom moguée zahvaljujuci tome $to se slojevi u gredi mogu zaokretati nezavisno o
drugim slojevima. Stap je modeliran s 15 elemenata jednake duljine, a popreéni presjek podijeljen je u
n jednakih slojeva (n =3, 5,7, 9, 11, 13 1 15). Vrijednost sile odabrana je tako da dode do otvaranja
pukotine u sredini $tapa, te ona iznosi 23,41 kN. Na Slici 5.7 prikazano je vitoperenje poprecnog
presjeka desnog ruba Stapa, pri ¢emu je ishodiSte koordinatnog sustava smjesteno u desni rub Stapa u
nedeformiranom polozaju. Na Slici 5.8 prikazan je profil pukotine s ishodiStem koordinatnog sustava
postavljenim u sredini pukotine u deformiranom polozaju. U oba slu¢aja moze se primijetiti kako

koriStenje veceg broja slojeva ima vrlo malen utjecaj na rezultat — ako usporedujemo pomake razlika

je manja od 0,6%.
50 .
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Slika 5.7 Vitoperenje popre¢nog presjeka na desnom rubu $tapa (dimenzije u mm)
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Slika 5.8 Profil lijeve strane pukotine (dimenzije u mm)
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5.1.2 Greda s dvije simetri¢ne sile (Ngo i Scordelis, 1967.)

U drugom primjeru s linearnim konstitutivnim zakonom naprezanja prianjanja u ovisnosti o
proklizavanju armature analiziramo slobodno oslonjenu gredu optereenu dvjema silama F u
tre¢inama raspona, ¢ije su geometrijske karakteristike prikazane na Slici 5.9.

Materijalni parametri dani su u Tablici 5.9. Greda je armirana samo u donjoj zoni s dvije Sipke

promjera 29 mm.

F F
$ $ 0,495 m 0,56 m
2029
- [ ] ®
024m | 122 m ‘ 1,22m ‘ 1,22m 024m 0305 m

T T T T T T
‘ L=4,14m ‘
I 1

Slika 5.9 Geometrijske karakteristike grede (Ngo i Scordelis, 1967.)

Tablica 5.9 Materijalne karakteristike grede (Ngo i Scordelis, 1967.)

modul elasti¢nosti betona E. 20 684,3 MPa
Poissonov koeficijent v 0,3

modul elasti¢nosti Celika za armiranje £ 206 843 MPa
modul prianjanja C; 14 045 MPa/m

Ngo i Scordelis su u navedenom radu proveli dvodimenzionalni prora¢un koriste¢i troc¢vorne
kona¢ne elemente za razliite obrasce raspucavanja, pri ¢emu su pukotine modelirali odvajanjem
konaénih elemenata s pomoc¢u dvostrukih ¢vorova na mjestu pukotine. Prije nanoSenja opterecenja ti
se ¢vorovi poklapaju, dok se pri optere¢enju odvajaju — jedan ulijevo, drugi udesno, ¢ime se simulira
pukotina. Takoder treba spomenuti kako su autori u radu takoder primijenili vezni element za
povezivanje kona¢nog elementa betona i armature (diskretno - u ¢vorovima), koji se sastojao od
linearnih opruga, ¢ime su u obzir uzeli proklizavanje koje se javlja izmedu armaturnih §ipki i betona.

U ovom su radu za testiranje predlozenog modela odabrana Cetiri obrasca raspucavanja (Slika
5.10). Greda 0 ne sadrzi pukotine, i koristi se kao osnova za usporedbu s modelima koji imaju
unaprijed definirane pukotine. Greda A ima dvije vertikalne pukotine u podru¢ju s konstantnim
momentom savijanja, simetricno rasporedene oko srediSnje osi grede. Greda C ukljucuje dvije
vertikalne pukotine kao greda A, te dodatno jo$ dvije kombinirane vertikalno-kose pukotine (zbog
savijanja 1 posmika) koje su smjeStene izvan podru¢ja s konstantnim momentom savijanja (jedna na
svakoj polovici). Ove dijagonalne pukotine su u predlozenom modelu idealizirane vertikalnim
pukotinama iste dubine. U gredi D pojavljuju se Cetiri vertikalne pukotine u podrucju s konstantnim
momentom savijanja i ¢etiri kombinirane vertikalno-kose pukotine izvan tog podrucja — ponovno

modelirane vertikalnim pukotinama iste dubine. Sile F kojom su grede opterecene iznose 44,48 kN.
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Slika 5.10 Obrasci raspucavanja

Zbog simetrije u geometriji i rubnim uvjetima, modelirana je samo desna polovica grede.
Primijenjeni su dvo¢vorni gredni elementi s vezanom interpolacijom za pomake (kvadratna) i rotacije
(linearna), te linearna Lagrangeova interpolacija za funkciju proklizavanja. Popre¢ni presjek grede
podijeljen je u 13 jednakih slojeva, a armaturni se sloj nalazi u drugom sloju s donje strane grede.
Proklizavanje je sprijeeno na srediSnjoj osi (uvjet simetrije) i na desnom rubu grede, ¢ime je
modelirano sidrenje armature na osloncu.

Greda je diskretizirana s dvije razli¢ite mreze. Prva mreza sadrzi 17 elemenata, pri ¢emu je 15
elemenata smjeSteno izmedu srediSnje osi grede i oslonca, dok se preostala dva elementa nalaze s
desne strane oslonca (Slika 5.11). U onim elementima koji imaju unaprijed definirane pukotine (3.
element za gredu A, 3. 1 10. element za gredu C, te 2., 4., 8. 1 12. element za gredu D) modelirano je 8
raspucanih slojeva (oko 62 % visine grede). Druga mreza sadrzi 85 kona¢nih elemenata (pet puta vise
od prve mreZe), gdje se unaprijed zadane pukotine nalaze u 13. elementu za gredu A, 13. i 48.

elementu za gredu C, te 8., 18., 38. 1 58. elementu za gredu D.

@)®)|®|®®)|@)|(®)|(©)|1)|9|2)13)(14)|(9)|(©) (7)< broj dementa

) O OC

<— referentna os grede

Slika 5.11 Diskretizacija grede
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Usporedba progiba u sredini raspona grede za mrezu sa 17 kona¢nih elemenata dana je na Slici
5.12. Vrlo se dobra poklapanja mogu uociti za sve obrasce raspucavanja. U gredi C i D uocena je veéa
razlika rezultata zbog postojanja kombiniranih vertikalno-kosih pukotina — budu¢i su u predloZenom

modelu moguce samo popre¢ne pukotine, vertikalno-kosa pukotina modelirana je kao popre¢na.

2,0

B Ngo i Scordelis (1967.)

H PredloZeni model

Progib [mm]

Greda 0 Greda A Greda C Greda D

Slika 5.12 Progib u sredini raspona grede

Raspodjela naprezanja u armaturi i naprezanja u betonu u drugom sloju, te naprezanja prianjanja
prikazana su na Slikama 5.13 1 5.14 (zbog postojanja simetrije samo za desnu polovicu grede). Uslijed
koriStenja dvo¢vornih elemenata polje naprezanja u ¢eliku je konstantno unutar elementa (takoder i u
betonu). Raspodjela naprezanja prianjanja sa Slike 5.14 oblikom slijedi dijagram sila prianjanja iz
reference, no budué¢i vrijednosti nisu opisane kvantitativno, ne mogu se usporediti s dobivenim
numeri¢kim rezultatima.

Moze se primijetiti lokalizirani utjecaj raspucavanja. Na mjestu pukotine naprezanja u armaturi znatno
se povecaju (a istovremeno u betonu iSCezavaju), kao §to se povecaju i naprezanja prianjanja blizu
pukotine, §to se vrlo dobro poklapa s referentnim rezultatima. Osim na mjestu pukotina, rezultati
dobiveni mreZzom koja sadrzi 17 elemenata vrlo se dobro slazu s rezultatima mreze s 85 elemenata, za

koju mozemo pretpostaviti da je konvergirano rjeSenje.
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Slika 5.13 Naprezanja u armaturi (lijevo) i u betonu u 2.sloju (desno) za razli¢ite obrasce raspucavanja
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Slika 5.14 Naprezanja prianjanja za razli¢ite obrasce raspucavanja

Buduéi je primarni doprinos predloZzenog kona¢nog elementa nastanak i Sirenje pukotina, kojim
se Ngo i Scordelis nisu bavili, u nastavku slijedi analiza, u kojoj u elementima nema unaprijed
definiranih pukotina ve¢ je betonu dodijeljena vlac¢na ¢vrstoca, a sila F monotono raste sve do 44,48
kN. Analiza je provedena za mrezu sa 17 elemenata.

Usporedba polozaja i dubine pukotina za dvije razli¢ite vlacne ¢vrstoée dana je na Slici 5.15.
Kada betonu dodijelimo vla¢nu ¢vrstoc¢a u iznosu 2,25 MPa (oko 11% modula elasti¢nosti betona), a
sila F dosegne 36,3 kN, pukotina se pojavi u prvom sloju 5. elementa. Na kraju procesa opterecenja,
raspuca sveukupno 8 slojeva u 5. elementu, a progib u sredini raspona iznosi 1,27 mm, §to je vrlo
blisko rezultatu kojeg su dobili Ngo i Scordelis za gredu A (Slika 5.12). Moze se primijetiti kako
pojava pukotine na mjestu koji se nalazi najblize sili F u podrucju s konstantnim momentom savijanja
(u sredini elementa neposredno lijevo od sile) ima opravdanu teorijsku osnovu. Upravo ovaj element,
od svih elemenata unutar podrucja s konstantnim momentom savijanja, prije pojave pukotine ima
najmanje naprezanje u armaturi (Slika 5.13.a)). Kako bi se zadovoljio uvjet ravnoteze u presjeku, za
prihvaéanje konstantnog momenta savijanja, naprezanje u betonu u istom elementu mora biti najvece,

te stoga ovaj element mora raspucati prvi.
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Kada betonu dodijelimo vla¢nu ¢vrstoca u iznosu 1,5 MPa (oko 7% modula elasti¢nosti betona)
pukotina se pojavi u prvom sloju 5. elementa kada sila F dosegne 24,2 kN. Poveéanjem sile ta se
pukotina produbljuje u jo§ 7 slojeva, i ubrzo se otvara nova pukotina u 1. elementu (F=30,1 kN) te
kasnije i u 8 elementu (F=43,6 kN). Na kraju procesa opterecenja, 1. i 5. element imaju 8 raspucanih
slojeva, 8. element ima pukotinu koja se proteze kroz 7 slojeva, a progib u sredini raspona iznosi 1,71
mm. Ovaj slu¢aj moze se usporediti s rezultatima Ngo i Scordelisove grede D (Slika 5.12). Takoder
primjecujemo kako se pojava druge pukotine u modelu, u elementu koji se nalazi najblize sredi$njoj
osi grede bila o¢ekivana, budu¢i od svih elemenata unutar podru¢ja s konstantnim momentom
savijanja upravo taj element ima najmanje naprezanje u armaturi, odnosno naprezanje u betonu u tom

elementu je najvece (Slika 5.13 b)).
I )
|
[
|

- === Ngoi Scordelis (1967.): Greda A

Predlozeni model

a) fu=2,25 MPa
oo
S O L A N

- - -~ Ngoi Scordelis (1967.): Greda D

Predlozeni model

b) f.,= 1,5 MPa

Slika 5.15 Usporedba polozaja pukotina za razli¢ite vlacne ¢vrstoce

Na Slici 5.16 prikazana je raspodjela naprezanja u ¢eliku te naprezanja prianjanja za slu¢aj kada
nema unaprijed zadanih pukotina, ve¢ je betonu dodijeljena vla¢na ¢vrstoca u vrijednosti od 2,25 MPa.
Rezultati se mogu usporediti s rezultatima Ngo i Scordelisove grede A (Slika 5.13), pri ¢emu se
smanjenje vr$nog naprezanja u ¢eliku moze pripisati odabranoj mrezi, ali i ¢injenici kako se pukotina

nalazi na ve¢oj udaljenosti od srediSnje osi grede.
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Slika 5.16 Pojava pukotina za zadanu vla¢nu ¢vrsto¢u od 2,25 MPa

U nastavku je proveden i pokus s ciljem ispitivanja odziva grede koji nastaje variranjem modula
prianjanja C;, a rezultati su prikazani na Slici 5.17. Mozemo uociti kako se povecanjem modula

prianjanja povecava broj pukotina a istovremeno smanjuje njihova dubina.
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Slika 5.17 Usporedba pukotina za razli¢ite vrijednosti modula prianjanja C;
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5.2 Nelinearni konstitutivni zakon naprezanje prianjanja— proklizavanje armature

U ovom poglavlju prikazana su ¢etiri primjera u kojima je predlozeni kona¢ni element ispitan za
slu¢aj monotono rastuc¢eg optereCenja uz nelinearni odnos naprezanja prianjanja kao funkcije
proklizavanja armature. Primijenjeni su dvoc¢vorni elementi, a predvideni polozaj pukotine odabran je

na sredini elementa. U svim elementima referentna os sloja nalazi se na polovici visine sloja.
5.2.1 Vlacni $tap (Yankelevsky i sur., 2008.)

Promatrajmo $tap duljine 750 mm, kvadratnog popre¢nog presjeka stranice 79,05 mm, kroz Cije
srediste prolazi armaturna Sipka promjera 12 mm. Stap je optere¢en monotono rastuéim vlaénim
silama koje djeluju na krajevima armaturnih Sipki koje vire iz betonskog presjeka. Materijalne
karakteristike Stapa dane su u Tablici 5.10.

Ovaj Stap obradili su Yankelevsky i sur. (2008.), koji su u navedenom radu razvili analiti¢ki model za
jednodimenzionalnu analizu vla¢nog Stapa uz koriStenje “multilinearnog” zakona naprezanje
prianjanja — proklizavanje armature koji je prikazan na Slici 4.9. Analiza je provedena za sile kod

kojih ne¢e doci do prekoracenja granice popustanja u ¢eliku za armiranje.

Tablica 5.10 Materijalne karakteristike za vlacni Stap (Yankelevsky i sur., 2008.)

modul elasti¢nosti betona E. 29 000 MPa
tla¢na ¢vrstoca betona f. 22,95 MPa
vlacna ¢vrstoca betona £, 3,1 MPa
modul elasti¢nosti ¢elika za armiranje £ 210 000 MPa
granica popusStanja Celika za armiranje f, 460 MPa
¢vrstoéa prianjanja koja odgovara f; To 6 MPa
najveca ¢vrstoca prianjanja Ty, 12 MPa
¢vrstoca prianjanja — komponenta trenja 1, 5 MPa
proklizavanje f, 0,03 mm
proklizavanje pri najvecoj ¢vrstoéi prianjanja f; 1,0 mm
proklizavanje f; 3,0 mm
proklizavanje f; 10 mm

kut nagiba rasterec¢enja k,,iouq 200 MPa/mm

Stap je modeliran s tridesetitri jednoslojna dvo¢vorna elementa, pri ¢emu su prvi i posljednji
element dvostruko kra¢i od ostalih elemenata, a predvideni polozaj pukotina odabran je na sredini
elementa. Rubni uvjeti su sljedeci: na lijevom rubu Stapa horizontalni pomak je sprijecen, dok je na
desnom rubu dopusten; proklizavanje Sipke dopusteno je na oba ruba. Linearna Lagrangeova
interpolacija koriStena je za polje pomaka, polje zaokreta i polje proklizavanja.

Na Slici 5.18 prikazan je proces nastajanja pukotina zajedno sa silama raspucavanja dobivenih
analitickim modelom (Yankelevsky i sur., 2008.). Sile raspucavanja u predlozenom modelu nesto se

razlikuju od analitickog modela i iznose 21,950 kN za prvu, te 23,493 kN za drugu i tre¢u pukotinu.
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Slika 5.18 Proces nastajanja pukotina u analiziranom $tapu (Yankelevsky i sur., 2008.)

Na Slici 5.19 prikazan je dijagram vlacne sile u ovisnosti o produljenju armaturne Sipke, te je za
usporedbu dano i analiti¢ko rjeSenje. Jasno mozemo uociti skokove u produljenju i pad krutosti koji
nastaju na mjestu nastanka pukotina. Na slici je prikazano i ponasanje samo Sipke (bez betonskog

omotaca), iz ¢ega mozemo odrediti koliko iznosi dodatna krutost betona (sudjelovanje betona nakon

raspucavanja).
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Slika 5.19 Dijagram sila — produljenje armaturne Sipke

Slika 5.20 prikazuje horizontalne pomake uzduz osi Stapa za tri razli¢ite sile F, koje odgovaraju
stanju prije 1 nakon prvog raspucavanja, te nakon drugog raspucavanja. Skok na dijagramu odgovara
§irini pukotine za dano optereéenje.

Usporedba Sirine pukotina ovisno o opterecenju dana je na Slikama 5.21 i 5.22. Razlike u $irini
pukotine izmedu analitiCkog rjeSenja i predlozenog modela nastaju kao rezultat razli¢itih vrijednosti
sila koje dovode do otvaranja pukotina u analitickom rjeSenju i predloZzenom modelu (134 N razlike za

prvu te 234 N za drugu i treu pukotinu).
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Mozemo primijetiti kako u trenutku otvaranja druge i trece pukotine, kada se javlja preraspodjela
naprezanja u betonu, dolazi do djelomi¢nog zatvaranja prve pukotine. U slucaju koriStenja
konstitutivnog zakona naprezanje prianjanja — proklizavanje bez ugradene mogucnosti rasterecenja
ovo je zatvaranje znatno vece (Slika 5.22). Ugradnja rasterec¢enja, dakle, neophodna je ¢ak i1 kod

monotonog opterecenja.
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Slika 5.20 Pomaci Stapa pri optere¢enju F=21,949; F=21,950 i F=23,483 kN
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Slika 5.21 Dijagram S$irine pukotina ovisno o optere¢enju F
Buduéi je stap izraden od homogenog materijala i raspored pukotina je simetri¢an, o¢ekuje se
kako bi Sirine svih pukotina trebala biti jednake, no to se ne dogada, buduéi primijenjeni zakon

naprezanja prianjanja u ovisnosti o proklizavanju armature s rastere¢enjem na mjestu prve te druge i

trece pukotine uzrokuje razli¢ite vrijednosti proklizavanja (Yankelevsky i sur., 2008.). No, vidimo da
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poveéanje opterecenja vrlo brzo vodi ka izjednaCavanju tih uvjeta, odnosno do istih vrijednosti

naprezanja prianjanja, i u konacnici do izjednacavanja vrijednosti §irina svih pukotina.
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Slika 5.22 Usporedba §irine pukotina — uvecani prikaz

U nastavku su prikazane deformacije u betonu i u armaturi prije nastanka prve pukotine, nakon
nastanka prve pukotine te nakon nastanka druge i tre¢e pukotine (Slika 5.23). Buduéi su koriSteni
elementi dvo¢vorni dobivamo konstantne deformacije unutar elementa. Na svim slikama mozemo
vidjeti vrlo dobro poklapanje s analitickim rezultatima. Razlike koje se javljaju na rubovima Stapa
rezultat su relativno grube mreze, koje se mogu smanjiti progu$¢enjem broja elemenata u mrezi. Prije
pojave prve pukotine deformacija u betonu najveca je na sredini $tapa, a jednaka nuli na rubovima, pa

je stoga i1 vla¢no naprezanje u betonu najveée upravo na sredini Stapa i tu najprije ono postize
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vrijednost vlaéne Cvrstoce betona, $to je kriterij za pojavu pukotina. Nakon pojave prve pukotine, na

mjestu pukotine deformacija u betonu tezi k nuli, dok deformacija u armaturi naglo naraste — na

mjestu pukotine sveukupnu vla¢nu silu preuzima armatura. Beton izmedu dviju pukotina i dalje

prenosi vlacna naprezanja, a deformacije u betonu su najvece upravo na sredini izmedu dviju pukotina.
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Slika 5.23 Deformacije u betonu (lijevo) i armaturi (desno)
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Na Slici 5.24 prikazano je proklizavanje armature te naprezanja prianjanja u ovisnosti o

proklizavanju armature prije i nakon nastanka prve pukotine, te nakon nastanka druge i trece pukotine.
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Slika 5.24 Proklizavanje u armaturi (lijevo) 1 naprezanja prianjanja (desno)
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I ovdje se moze primijetiti vrlo dobro poklapanje rezultata. Najveca naprezanja prianjanja javljaju se
na mjestima pukotina (jer su upravo na tim mjestima i proklizavanja armature najvec¢a), te mijenjaju
predznak na polovici razmaka izmedu dvije pukotine. Takoder mozemo uociti kako su lomovi u
dijagramima naprezanja na mjestima u blizini najve¢ih naprezanja (kojih nema u odgovarajué¢im
dijagramima deformacija) posljedica multilinearnosti konstitutivnog zakona naprezanja prianjanja kao
funkcije proklizavanja armature (4.7).

Kako bismo ispitali kakav utjecaj ima promjena parametara odnosa naprezanja prianjanja u
ovisnosti o proklizavanju armature na ponasanje Stapa proveden je pokus u kojem je variran pocetni
nagib k&, za tri razlicite vrijednosti: za 50, 100 i 300 MPa/mm, uz zadrzavanje konstantne vrijednosti
¢vrstoce prianjanja T.

Rezultati pokusa za produljenje Sipke u ovisnosti o opterecenju prikazani su na Slici 5.25. Prije nego
$to se pojavi prva pukotina na sredini Stapa, ponaSanje Stapa znatno ovisi 0 pocetnom nagibu. Manja
vrijednost nagiba k; daje i meksi odaziv Stapa, buduéi se u beton iz Sipke unose manje vrijednosti sile.
Takoder, za raspucavanje Stapa pri manjem nagibu &, biti ¢e potrebna veca sila. Najveca razlika javlja
se za k;1=50 MPa/mm, i to posebno pri nastanku druge i tre¢e pukotine. Sveukupno, iznos produljenja
Sipke pri sili od 50 kN je vrlo sli¢an za sve vrijednosti nagiba.

Takoder treba napomenuti kako se vrijednosti za nagib £1=300 MPa/mm prikazuju samo za silu od
43,2 kN. Pri toj sili dolazi do dostizanja vla¢ne C¢vrstoée betona u elementima na polovici raspona
izmedu postojec¢ih pukotina, uslijed Cega bi se pojavile Cetiri nove pukotine. No, predlozenim
modelom naprezanja prianjanja u ovisnosti o proklizavanju armature s ,,ograni¢enim rastere¢enjem
nije moguée modelirati ovako veliko rastere¢enje koje bi se javilo pri tom raspucavanju. Predlozeni bi
model stoga trebalo proSiriti po uzoru na ponasanje pri ciklickom opterec¢enje (npr. FIB Bulletin 10,

2000).

50

v

40

7//

/
30 / 7
z =¢g%//
<
@20 f s /;
— k1=50 MPa/mm
10 L—f k1=100 MPa/mm | ...
—k1=200 MPa/mm
—k1=300 MPa/mm
o ; ;
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

Produljenje Sipke [mm]

Slika 5.25 Dijagram sila-produljenje armaturne Sipke za razlicite pocetne nagibe &,
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Slika 5.26 prikazuje Sirine pukotina ovisno o po¢etnom nagibu naprezanja prianjanja k;. Usporedimo li
rezultate primje¢ujemo kako su razlike u Sirini pukotina najveée pri manjim silama (posebno pri
nagibu od 50 MPa/mm), ali poveéanjem sile Sirine svih pukotina skoro teze k istoj vrijednosti (oko
0,29 mm). Mozemo zaklju¢iti kako pocetni nagib uzrokuje veée razlike samo pri manjim

vrijednostima opterecenja.

50 ; ; /
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a) prva pukotina
50 h h
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40 /
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s // /
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20
0 0,05 0.1 0,15 0.2 0,25 03 035
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b) druga i tre¢a pukotina

Slika 5.26 Usporedba §irina pukotina za razli¢ite po¢etne nagibe k;
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5.2.2 Vlacni §tap (Wollrab i sur., 1996.)

Vlaéni sStap prikazan na Slici 5.27 (Wollrab 1 sur., 1996.) odabran je za validaciju vla¢nog
kona¢nog elementa. U ovom eksperimentalnom istrazivanju optereCenje se nanosi na beton preko
¢eli¢nih ploca koje su zalijepljene na povrsinu betona na krajevima $tapa. Pomaci $tapa mjereni su
pomocu ¢etiri LVDT-a s mjernom bazom duljine 254 mm. Kako bi se osigurao nastanak prve pukotine
unutar mjerne baze LVDT-a na sredini $tapa izvedena su oslabljenja duz krace stranice uzorka
(obostrano) u obliku zareza Sirine 2 mm i dubine 10 mm. Na mjestu oslabljenja Stapa postavljena su

dva ekstenzometra mjerne baze 12,7 mm u svrhu pracenja promjene Sirine pukotine.

D@ @ LvDdT
A-A B-B (@) ekstenzometar
u@ poprecni poprecni
F @ F presjek A-A presjek B-B
< ; ; >
I —— T 0,01 m
2 Il e e
3 ® 706 | ° 1 .« @
o 0,127 m ° 0,107 m
‘ ws SRk of 1 lo
; e > N ] : 10,01 m
@@
0,70 m 0,10 m 0,0508 m 0,0508 m
\ \ f— f— f—n
L=0,635m

Slika 5.27 Geometrijske karakteristike vlaCnog Stapa (Wollrab i sur., 1996.)

Materijalne karakteristike dane su u Tablici 5.11. Podaci potrebni za definiranje konstitutivnog
odnosa naprezanja prianjanja kao funkcije proklizavanja armature usvojeni su kao u prethodnom

primjeru (Yankelevsky i sur. 2008.).

Tablica 5.11 Materijalne karakteristike za vlacni Stap

modul elasti¢nosti betona E. 30 353 MPa
tla¢na ¢vrstoca betona f. 44,0 MPa
vlacna ¢vrstoca betona f;, 3,19 MPa
modul elasti¢nosti Celika za armiranje £ 223 480 MPa
granica popusStanja Celika za armiranje f, 506 MPa
¢vrstoéa prianjanja koja odgovara f; to 6 MPa
najveca ¢vrstoca prianjanja Ty, 12 MPa
¢vrstoca prianjanja — komponenta trenja T, 5 MPa
proklizavanje f, 0,03 mm
proklizavanje pri najvecoj ¢vrstoéi prianjanja f; 1,0 mm
proklizavanje f> 3,0 mm
proklizavanje f; 10 mm

kut nagiba rasterec¢enja k,iouq 200 MPa/mm
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Diskretizirani model vla¢nog Stapa koji sadrzi 49 dvo¢vornih jednoslojnih elemenata, pri ¢emu

su prvi i posljednji element dvostruko krac¢i od ostalih elemenata, prikazan je na Slici 5.28. Broj,

odnosno duljine elemenata odabrane su tako da odredeni ¢vorovi odgovaraju mjernim mjestima iz

eksperimenta (razlika pomaka 35. i 16. ¢vora za usporedbu LVDT-a, te razlika pomaka ¢vorova

srediSnjeg elementa (26. 1 25. ¢vora) za usporedbu ekstenzometara). Opterecenje je modelirano kao

jednoliko kontinuirano uzduzno optereCenje na betonski sloj na 8 rubnih elemenata (Sto odgovara

duljini od 10 cm). Armaturnom sloju, koji zamjenjuje 7¢6, omoguceno je proklizavanje na krajevima

Stapa. Zbog postojanja praznina u betonu na mjestu armaturnih Sipki potrebno je smanjiti povrsinu

popre¢nog presjeka, pa je usvojen popreéni presjek dimenzija 49,24/127 mm. Oslabljenje u sredini

Stapa modelirano je smanjenjem vlacne ¢vrstoce sredisnjeg elementa za 13% (postotak je dobiven iz

odnosa nosivosti oslabljenog i neoslabljenog presjeka armiranobetonskog Stapa prije raspucavanja).

0,251 m

za usporedbu

LVDT-a

|
@ broj €vora

elementi optereceni
kontinuiranim optere¢enjem
u smjeru Stapa q=- F/L*

0,0132m

——H——

za usporedbu
ekstenzometra

elementi optereéeni
kontinuiranim optere¢enjem
u smjeru Stapa q=F/L*

Slika 5.28 Diskretizirani model vla¢nog Stapa

Na Slici 5.29 prikazano je srednje naprezanje uzorka u ovisnosti o srednjoj deformaciji

dobivenoj iz odnosa razlike pomaka i duljine LVDT-a. Usporedba numerickog modela s

eksperimentalnim ispitivanjem (tri uzorka jednakih karakteristika) pokazuje vrlo dobro podudaranje u

rezultatima, kako u vrijednosti prvog raspucavanja tako i u padu krutosti pri nastanku novih pukotina.

Srednje naprezanje [MPa]

10

/ i —— Wollrab i sur. (1996.)
P Predlozeni model
/// ----Samo Sipke
0 0,03 0,06 0,09 0,12

Srednja deformacija [%]

0,15

Slika 5.29 Srednje naprezanje u ovisnosti o srednjoj deformaciji
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Sirine pukotina dane su u Tablici 5.12, za sile koje uzrokuju pojavu pukotina, te takoder i za sile
neposredno prije pojave novih pukotina. Prva pukotina se zbog oslabljenja javlja na sredini Stapa.
SljedeCe dvije pukotine otvaraju se u 9. i 41. elementu tj. u prvom elementu nakon elemenata koji
simuliraju prijenos opterec¢enja preko ¢eliéne ploce. Sljedece dvije pukotine nastaju izmedu postojecih
pukotina, a kasnije se pojavljuju jos Cetiri nove pukotine. Daljnjim povecanjem opterecenja do F=65,0

kN ne dolazi do nastanka novih pukotina, ve¢ samo do Sirenja postojecih.

Tablica 5.12 Sirine pukotina u mm

Broj pukotine

Sila (kN) L. 2.3 4.i5. 6.7.,8.i9.
21,40% 0,036
23,80 0,040
23,81* 0,039 0,041
27,70 0,046 0,048
27,71% 0,041 0,045 0,041
44,95 0,067 0,076 0,067
44,96* 0,046 0,065 0,046 0,046
65,00 0,067 0,107 0,067 0,067

* Sile pri kojima dolazi do otvaranja novih pukotina

Na Slici 5.30 prikazana je usporedba promjene duljine ekstenzometra na mjestu oslabljenja (na
mjestu prve pukotine) s razlikom pomaka odgovaraju¢ih ¢vorova u predlozenom numerickom modelu.

Osim nakon posljednjeg raspucavanja pri 44,96 kN, vidljivo je vrlo dobro podudaranje rezultata.

60 7

. /
L

40
30 //47
20 /
10

— Predlozeni model

0 i i
0 0,015 0,03 0,045 0,06 0,075 0,09

Sila [kN]

— Wollrab i sur. (1996.) | |

Promjena duljine [mm)]
Slika 5.30 Promjena duljine ekstenzometra
Naprezanja u betonu i odgovarajuc¢a naprezanja u armaturnom sloju neposredno nakon pojave
novih pukotina prikazana su na Slikama 5.31 i 5.32, gdje se vrlo jasno moZe uociti polozaj nastanka

pukotina i pratiti nastanak novih pukotina. Slike 5.33 i1 5.34 prikazuju proklizavanje armature i

odgovarajuéa naprezanja prianjanja neposredno nakon pojave novih pukotina.
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Slika 5.31 Naprezanja u betonu
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Slika 5.32 Naprezanja u armaturi
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Slika 5.33 Proklizavanje armature Slika 5.34 Naprezanja prianjanja
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5.2.3 Greda s dvije simetric¢ne sile (Gilbert i Nejadi, 2004.)

Za validaciju grednog konac¢nog elementa odabrana je slobodno oslonjena greda opterecena s
dvije sile F u tre¢inama raspona, koja je dio eksperimentalnog istrazivanja kojeg su proveli Gilbert i
Nejadi (2004.). Istrazivanje se sastojalo od serije greda i ploc¢a koje su ispitivane do sloma uslijed
kratkotrajnog opterecenja, a za ovu su usporedbu odabrane dvije grede jednakih karakteristika, oznake
Bl-a i Bl-b. Optereéenje je nanoSeno u koracima po 5 kN, a u svakom je koraku detaljno
dokumentiran poloZzaj i $irina pukotina na dnu grede, sve do oko 70% lomnog optere¢enja (nakon toga
koraci optere¢enja su smanjeni). Takoder, mjeren je i progib u sredini grede, te deformacije u betonu
na prednjoj strani grede u razini armature i na gornjoj strani grede u sredini raspona. Materijalni i
geometrijski podaci dani su na Slici 5.35 i u Tablici 5.13. Greda ne sadrzi popre¢nu armaturu.
Podaci o ¢vrstoCama prianjanja i proklizavanjima f potrebni za definiranje konstitutivnog zakona
naprezanja prianjanja u ovisnosti o proklizavanju armature nisu dani u referentnom ispitivanju, pa su

odredeni na osnovu preporuka iz CEB-FIP MC90 (1993.).

$F/2 $F/2 - —
0,30 m
0,35m
2616

—_— ® [ ]
‘ L3 ‘ L3 ‘ L3 B 225m
I T T 1
‘ L=3,50m ‘
I 1

Slika 5.35 Geometrijske karakteristike grede (Gilbert i Nejadi, 2008.)

Tablica 5.13 Materijalne karakteristike grede

modul elasti¢nosti betona E. 27 000 MPa
tla¢na ¢vrstoca betona f. 36,3 MPa
vlacna ¢vrstoca betona £, 2,8 MPa
Poissonov koeficijent v 0,2

modul elasti¢nosti ¢elika za armiranje £ 200 000 MPa
¢vrstoéa prianjanja koja odgovara f; To 3 MPa
najveca ¢vrstoca prianjanja Ty, 9 MPa
¢vrstoca prianjanja — komponenta trenja T, 2 MPa
proklizavanje f, 0,03 mm
proklizavanje pri najvecoj ¢vrstoéi prianjanja f; 0,6 mm
proklizavanje f> 0,6 mm
proklizavanje f; 1 mm

kut nagiba rasterec¢enja kugioad 100 MPa/mm

Diskretizirani model grede sadrzi 51 element jednake duljine. Primijenjena je vezana interpolacija za

pomake i kuteve zaokreta, te linearna Lagrangeova interpolacija za proklizavanje. Predvideni polozaj
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pukotine nalazi se na sredini kona¢nog elementa. Poprec¢ni presjek podijeljen je u 11 jednakih slojeva,
a armatura se nalazi u drugom sloju s donje strane grede. Proklizavanje na rubovima grede je
sprijeeno (pretpostavljeno je kako su Sipke usidrene).

Budu¢i da promatramo optere¢enje koje ne prelazi 70% lomnog opterecenja, mozemo pretpostaviti
kako ¢e se i beton i ¢elik ponasati linearno-elasti¢no.

Na Slici 5.36 prikazan je odnos progiba grede u sredini raspona ovisno o opterecenju, i
usporeden s eksperimentalno izmjerenim progibima. U prvom koraku greda je optereCena samo
vlastitom tezinom (modelirano kao kontinuirano optere¢enje u vrijednosti od 2,188 kN/m), a dobiveni
progib usvojen je kao pocetno ishodiste za prikaz progiba od koncentriranih sila.

Za male vrijednosti optere¢enja - prije dosezanja vla¢ne C¢vrstoée betona greda se ponasa linearno-
elasti¢no, 1 odziv neraspucane grede mozemo odrediti na osnovu idealnog presjeka, gdje je povrSina
armature transformirana u ekvivalentni betonski presjek. Prekoracenje vla¢ne ¢vrstoce betona i pojava
prve pukotina javlja se pri sili od 23,358 kN u srediSnjem elementu. Svako formiranje pukotina

odrazava se skokom na dijagramu, i padom krutosti grede.

75

60 7
— ‘}P‘
Z /y/
= 45 -
5 A
s P -
Q =
z 0 /7
() o ; A

// e — — Greda Bl-a
15 |z & ====GredaBl-b |7
L7 — PredloZeni model
/7 :
o0 b
0 2 4 6 8 10
Progib [mm]

Slika 5.36 Dijagram opterecenje — progib grede u sredini raspona

Deformacije u betonu u razini armature, izmjerene na prednjoj strani grede, za tri razliCita
opterec¢enja prikazane su na Slici 5.37, gdje se moze primijetiti vrlo dobro podudaranje izmedu
izmjerenih i numeri¢ki dobivenih vrijednosti. Deformacije u betonu na gornjoj strani grede u sredini

raspona usporedene su u Tablici 5.14, gdje takoder dobivamo zadovoljavajuce rezultate.

Tablica 5.14 Deformacije u betonu u %o na gornjoj strani grede u sredini raspona

Opterecenje Greda Bl-a Greda B1-b PredloZeni
kN model
30 -0,27 -0,22 -0,21
50 -0,52 -0,43 -0,37
70 -0,74 -0,59 -0,49
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Slika 5.37 Deformacije u betonu u razini armature za optere¢enje: 30 kN, 50 kN 1 70 kN

Proces razvoja pukotina s porastom opterecenja u predlozenom modelu mozemo pratiti na Slici
5.38, gdje su takoder dane i vrijednosti sila koje uzrokuju nove pukotine. Prva pukotina nastaje na
sredini grede, gdje je ujedno i najve¢i moment savijanja. Poveéanjem opterecenja postupno nastaju
nove pukotine, najprije u podrucju srednje tre¢ine grede, a kasnije 1 izvan tog podrucja. Zbog simetrije
u geometriji, rubnim uvjetima i opterecenju, sve pukotine nakon prve javljaju se u paru. Na kraju
procesa optere¢ivanja, pri opterecenju od 70 kN sveukupno se 15 pukotina razvilo u polovici grede, od

¢ega 9 u srednjoj trecini grede.
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| F=23,358 kN | | | | F=432 kN
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Slika 5.38 Proces nastajanja i razvoja pukotina

Na Slici 5.39 dana je usporedba predlozenog modela s eksperimentalnim rezultatima za
vrijednost optere¢enja od 70 kN. U eksperimentalnom ispitivanju je u obje grede pri opterecenju od 70
kN dokumentirano 12 pukotina, od ¢ega se u gredi Bl-a 7 pukotina nalazi u podrucju srednje trecine
grede, a u gredi B1-b 6 pukotina se nalazi u tom podrucju. Mozemo primijetiti vrlo dobra poklapanja u
broju pukotina, te takoder u Sirini zone u kojoj se javljaju pukotine. Poklapanje to¢nog polozaja
pukotina u eksperimentu i modelu, naravno, ne mozemo ni ocekivati, buduéi je beton nehomogen

materijal, kojeg modeliramo kao homogenog.

$F/2 $F/2
Lo pfthy
iF/Z iF/Z

Greda B1-b

by
$F/2 $F/2

| | ‘ | | | | | | | ‘ | ‘ | PredloZeni model

Slika 5.39 Usporedba polozaja i dubine pukotina za F=70,0 kN
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Jedan od nacina modeliranja nehomogenosti bio bi npr. variranjem vlaéne CvrstoCe betona po
elementima i/ili po slojevima (npr. Wu i Gilbert, 2009., Casanova i sur., 2012.). Takoder uocavamo
kako su dobivene pukotine dublje u odnosu na eksperiment, te mozemo pretpostaviti kako bi se bolje
rezultate u poklapanju dubina pukotina dobilo ukljuc¢enjem kohezivnih naprezanja.

Srednja i najveca Sirina pukotina na donjem rubu grede u podru¢ju srednje treéine grede
usporedena je redom na Slikama 5.40 i 5.41. Greda B1-a raspucala je pri fazi optere¢enja od 25 kN,
dok je greda B1-b raspucala pri fazi od 30 kN. Vidimo da predloZena procedura daje zadovoljavajuce
rezultate takoder i za Sirine pukotina. Moze se primijetiti kako je bolje podudaranje rezultata s
eksperimentalnim ispitivanjima pri veéim vrijednostima opterecenja. Uklju¢enjem kohezivnih

naprezanja mozemo oc¢ekivati manje vrijednosti Sirina pukotina, posebno za manje vrijednosti

opterecenja.
70
60
Z 50
0
=)
2
5 40
2. o
) "_m
30 | ,f 7/ / — — Greda Bl-a
/ / == Greda Bl-b
4 / PredloZeni model
20 :
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

Sirina pukotina [mm)]

Slika 5.40 Srednja §irina pukotina u podruc¢ju srednje tre¢ine grede
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Slika 5.41 Najveca Sirina pukotina u podrucju srednje trecine grede
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Na Slikama 5.42 i 5.43 prikazana su redom naprezanja u armaturi i pripadaju¢a naprezanja u
drugom sloju u betonu za nekoliko razli¢itih vrijednosti optere¢enja, koja ukljuCuju stanje prije
raspucavanja i stanja s 3, 7, 11 i 15 pukotina. Mogu se primijetiti lokalni maksimumi na dijagramu
naprezanja u armaturi koji odgovaraju poloZaju pukotina - naprezanje u armaturi postize najvecu
vrijednost na mjestu pukotine, buduc¢i da tamo armatura prenosi sveukupnu vlacnu silu, i opada
izmedu pukotina. Vla¢na naprezanja u betonu imaju tendenciju iS€ezavanja na mjestu pukotina, dok
neraspucani beton izmedu pukotina i dalje prenosi vlacnu silu uslijed veze koja se ostvaruje s
armaturom.

Na Slikama 5.44 i 5.45 prikazana su redom proklizavanja armature i pripadaju¢a naprezanja
prianjanja, koja nastaju uslijed tih proklizavanja, za nekoliko razli¢itih vrijednosti opterecenja, koja
ukljucuju stanje prije raspucavanja i stanja s 3, 7, 11 i 15 pukotina. Najve¢e vrijednosti naprezanja

prianjanja javljaju se na mjestu pukotina, a izmedu njih mijenjaju predznak.
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Slika 5.42 Naprezanja u armaturi
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Slika 5.43 Naprezanja u drugom sloju betona
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Slika 5.44 Proklizavanje armature
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Slika 5.45 Naprezanja prianjanja
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U nastavku je provedena analiza s jo§ dvije mreze dvoc¢vornih kona¢nih elemenata (jedna sadrzi
27, a druga 75 elemenata), u cilju ocjene rezultata u ovisnosti o gusto¢i mreze. Slika 5.46 prikazuje
usporedbu progiba ovisno o opterecenju za sve tri promatrane mreze. Mreze s 51 1 75 elemenata
pokazuju vrlo slicno ponaSanje, dok mreza s 27 elemenata pokazuje malo kru¢i odziv. Naime, sve
mreze sadrze neparan broj elemenata (koji je odabran kako bi se prva pukotina pojavila na sredini
grede), te su u srednjem elementu vrijednosti progiba u oba ¢vora jednaka (tj. i u cijelom elementu).
Vece odstupanje kod mreze s 27 elemenata djelomi¢no su rezultat toga $to je tocka u kojoj raunamo

progib vise udaljena od sredine grede nego li kod drugih mreza.

75 3
60
—Zﬁ 45
L
g
B
830
o
o — — Greda Bl-a
=== (Greda Bl-b
15 Predlozeni model 27 elemenata
Predlozeni model 51 element
PredloZeni model 75 elemenata
o &/ | ; ;
0 2 4 6 8 10
Progib [mm]

Slika 5.46 Dijagram sila-progib za mreze s 27, 51 i 75 elemenata

Usporedba polozaja i dubine pukotina pri opterecenju od 70 kN na Slici 5.47 prikazuje vrlo

sli¢ne rezultate, bez obzira na gustocu mreze.

$F/2 $F/2

S e
o f/; vvvvvv $‘F/‘2‘ | o
RN
o f/-z ....... | F/-2 B B
‘ H | ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ H | 75 elementa

Slika 5.47 Usporedba pukotina za mreze s 27, 51 i 75 elemenata za opterecenje F=70 kN
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S ciljem ocjene pocCetnog nagiba naprezanja prianjanja k; na ponaSanje grede u nastavku je
proveden pokus s jo$ dva pocetna nagiba (50 i 200 MPa/mm), uz zadrzavanje konstantne vrijednosti
naprezanja prianjanja t,, za mrezu koja sadrzi 51 konaéni element.

Bez obzira na vrijednost pocetnog nagiba k;, progib u sredini raspona vrlo je slican (Slika 5.48).

75

| p

30 /
/J‘ k1=50 MPa/mm
15 —k1=100 MPa/mm

— k1=200 MPa/mm

Opterecenje [kN]

Progib [mm]
Slika 5.48 Dijagram opterecenje — progib za razli¢ite pocCetne nagibe &
Na Slici 5.49 prikazana je usporedba pukotina za razli¢ite pocetne nagibe k;. MoZemo

primijetiti kako se za manje vrijednosti optere¢enja pri povecanju krutosti javlja veci broj pukotina, ali

porastom opterec¢enja broj i dubina pukotina teze izjednacavanju bez obzira na poc¢etni nagib.

F/2 F2 F2 F/2
k=50 MPa/mm \L \L k=50 MPa/mm \L \L

F/2 F2 k4= 100 MPa/mm F2 F/2
k,= 100 MPa/mm \L \L k=200 MPa/mm \L \L

k=200 MPa/mm \LF/z \L F2

a) F= 45 kN b) F=70 kN

Slika 5.49 Usporedba pukotina za razli¢ite pocetne nagibe
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5.2.4 Greda sa silom u sredini raspona (Burns i Siess, 1962.)

Kao drugi primjer za validaciju grednog konacnog elementa odabrana je slobodno oslonjena
greda optere¢ena koncentriranom silom F u sredini raspona, koja je dio eksperimentalnog ispitivanja
kojeg su proveli Burns i Siess (1962.). Geometrijske karakteristike grede prikazane su na Slici 5.50.
Greda je armirana s dvije Sipke promjera 25 mm u donjoj zoni, i sadrzi popre¢nu armaturu promjera

10 mm na razmaku 15 cm.

[ I I
0,457 m
0,508 m
2925
- L] ®
— 0,203 m
| L2 | L2 | ]
‘ L=3,70m ‘
i 1

Slika 5.50 Geometrijske karakteristike grede J4 (Burns i Siess, 1962.)

Materijalne karakteristike grede dane su u Tablici 5.15. Budu¢i nisu poznati rezultati vlacne
¢vrstoce betona, ona je odredena na osnovu preporuka iz CEB-FIP MC90 (1993.) iz poznate tlacne
¢vrstoce betona. Primijenjen je trilinearni konstitutivni zakon naprezanja prianjanja u ovisnosti o
proklizavanju armature kojeg su primijenili Kwak i Filippou (1990.), koji predstavlja dio

multilinearnog opisa do f, sa Slike 4.3 b.

Tablica 5.15 Materijalne karakteristike grede J4

modul elasti¢nosti betona E. 26 700 MPa
tla¢na ¢vrstoca betona f. 34 MPa
vlacna ¢vrstoca betona £, 3,2 MPa
Poissonov koeficijent v 0,2

modul elasti¢nosti ¢elika za armiranje £ 207 000 MPa
¢vrstoéa prianjanja koja odgovara f; To 2,0 MPa
najveca ¢vrstoca prianjanja Ty, 4,0 MPa
proklizavanje f, 0,02 mm
proklizavanje pri najvecoj ¢vrstoéi prianjanja f; 0,15 mm
proklizavanje f, 1 mm

kut nagiba rasterec¢enja kunioad 100 MPa/mm

Ovu su gredu takoder numericki obradili Kwak i Filippou (1990.), te Oliveira i sur. (2008.), pa
¢e se u nastavku za usporedbu koristiti i rezultati njihovih numerickih analiza.
Kwak 1 Filippou (1990.) su predlozili model koji se temelji na pristupu razmazanih pukotina. Razvili
su osmeroc¢vorne ravninske konacne elemente s ugradenim elementom armaturne Sipke. U cilju
ukljucenja efekta kako mikropukotine mogu biti koncentrirane u podrucju koje je vrlo malo u odnosu
na veli¢inu kona¢nog elementa, uveli su eksponencijalnu funkciju raspodjele mikropukotina unutar

Sirine elementa. To omogucava stvarniji prikaz raspucavanja i kad su konaéni elementi vecih
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dimenzija. U radu su prikazali nekoliko razli¢itih modela, a za ovu su usporedbu odabrani rezultati
modela s 24 kona¢na elementa koji ukljucuje proklizavanje armature i sudjelovanje betona u nosivosti
na vlak nakon raspucavanja.

Oliveira i sur. (2008.) su gredu J4 upotrijebili za verifikaciju slojevitog grednog kona¢nog elementa s
ugradenim pukotinama na krajevima elementa. Podjela na slojeve sluzi samo kao pojednostavljenje pri
integraciji polja naprezanja u poprecnom presjeku. Za usporedbu su odabrani rezultati mreze koja

sadrzi 16 kona¢nih elemenata, s podjelom na 10 slojeva u popre¢nom presjeku.

Greda je diskretizirana s 49 dvocvornih kona¢nih elemenata jednake duljine, pri ¢emu je
optere¢enje koncentriranom silom zamijenjeno dvjema silama koje djeluju u ¢vorovima srednjeg
elementa. Poprecni presjek podijeljen je na 15 jednakih slojeva, dok se armaturni sloj nalazi u drugom
sloju s donje strane grede.

U ovom numerickom pokusu na gredu je naneseno opterecenje u vrijednosti od oko 70%
lomnog opterecenja, za koje moZemo pretpostaviti kako ¢e naprezanje u betonu i ¢eliku biti linearno-
elasti¢no. U prvom koraku nanesena je samo vlastita tezina grede (kao kontinuirano optere¢enje iznosa
2,5 kN/m), a dobiveni progib usvojen je kao pocetno ishodiSte za prikaz progiba od opterec¢enja
koncentrirane sile. Na Slici 5.51 dana je usporedba progiba gdje se moze uociti dobro podudaranje s
eksperimentalnim rezultatima i rezultatima dviju numerickih analiza.

Veca odstupanja u odnosu na eksperiment za veée vrijednosti optere¢enja mogu se objasniti pojavom
kosih pukotina (zbog utjecaja popre¢nih sila). U predlozenom modelu se umjesto kosih pukotina
javljaju popre¢ne pukotine, a kod grede Ngo i Scordelis (1967.) primijetili smo kako upravo ova

idealizacija kosih pukotina vertikalnim pukotinama daje manje vrijednosti progiba (Slika 5.12).

160

120 //
80 / /

/ — Eksperiment Burns i Siess (1962.)
40

Numericki model Kwak i Filippou (1990.)

Opterecenje [kN]

— Numeric¢ki model Oliveira i sur. (2008.)

— PredloZeni model
0 i i i
0 2 4 6 8 10

Progib [mm]

Slika 5.51 Dijagram opterecenje — progib u sredini grede
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Na Slici 5.52 prikazani su vertikalni pomaci uzduz grede za nekoliko razlicitih vrijednosti
opterec¢enja. Buduéi da zbog raspucavanja dolazi do smanjenja krutosti grede, jasno se moze uociti

kako su pomaci znatno vec¢i od onih koje bismo dobili linearnom analizom.

Vertikalni pomak [mm]

-3
—F=20kN
— F=40kN
4 F= 60 kN
B — F=80kN

7 F= 100 kN
— F= 120 kN

-5
Slika 5.52 Vertikalni pomaci uzduz grede za razli¢ite vrijednosti optere¢enja
Slika 5.53 prikazuje horizontalne pomake uzduz osi grede, koja se nalazi u drugom sloju

odozdo, za nekoliko razli¢itih vrijednosti optere¢enja. Skokovi na dijagramu odgovaraju vrijednostima

Sirina pukotina.

2 : :
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g 075 7
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=
é 0,5 /J //
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0
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Uzduzna koordinata [m]

Slika 5.53 Horizontalni pomaci za razli¢ite vrijednosti opterecenja
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Naprezanja u armaturnom sloju prikazana su na Slici 5.54 za nekoliko razli¢itih vrijednosti
opterec¢enja, gdje se vrlo jasno na osnovu lokalnih vr$nih naprezanja moze ustanoviti u kojim

kona¢nim elementima je doSlo do prekoracenja vla¢ne ¢vrstoce i otvaranja pukotina.
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Uzduzna koordinata [m]

Naprezanje [MPa]

Slika 5.54 Naprezanja u armaturi

Na Slici 5.55 prikazan je proces nastanka i razvoja pukotina u gredi J4, zajedno sa silama koje
uzrokuju odredeni par pukotina (osim prve pukotine koja se javlja na sredini grede). Zbog simetrije u
geometriji i opterecenju, svaka se nova pukotina javlja kao simetri¢an par. Povecanjem optere¢enja
podruéje raspucavanja se Siri prema osloncima grede, a kasnije dolazi do pojave novih pukotina

izmedu ve¢ postojecih pukotina, te do produbljivanja postojecih.

F/ZNF/Z F/2wF/2
F=335kN | | | F=77,1 kN
| | | Lol | |
F/ZNF/Z F/2wF/2
F=442 kN | | | | | F=104 kN
|| Eniine
F/ZNF/Z F/2wF/2
REEN R
F/ZNF/Z B F/2wF/2 B
EERREN RRI T ——

Slika 5.55 Proces raspucavanja grede J4
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Na Slici 5.56 provedena je usporedba pukotina predloZzenog modela s rezultatima Kwaka i
Filippoua (1990.) za dvije razliCite vrijednosti optere¢enja. Zbog primjene modela razmazanih
pukotina Kwak i Filippou ne daju rezultate o broju i $irini pukotina, ve¢ samo smjer pukotina u onim
Gaussovim tockama u kojim je doSlo do prekoracenja vla¢ne Cvrstoce (9 Gaussovih toCaka po
elementu). Na osnovu takvog prikaza, elemente u kojima su dani podaci u svih 9 tocaka mozemo
promatrati kao potpuno raspucale, dok oni elementi kod kojih je taj broj manji moZemo promatrati kao
djelomi¢no oslabljene elemente. Takav prikaz usporediv je s rezultatima dobivenim predloZenim
modelom.

Mozemo zakljuéiti kako je u sluaju kada nas zanima toan poloZaj, Sirina i dubina pukotina

predlozeni model s diskretnim pukotinama prikladniji odabir.

F/2=32 kN l/F/2=32 kN
q q
a q
of q
Al d
[ ]
CI [ | C
CHIIN . , ,
F/2=64 kN l/F/2=60 kN
q q
o q
[ I SN
1 v NN Y
C: : : L N T YR N ¥ \ C
R IR TR SRR SR SRR
C| [ I R R T T W T T T W Y C
o LI R R AR N I AL A AR AR a L[| , ,
a) Kwak i Filippou (1990.) b) predlozeni model

Slika 5.56 Usporedba pukotina za dvije razli¢ite vrijednosti opterec¢enja
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6 ZAKLJUCAK I SMJERNICE ZA DALJNJA ISTRAZIVANJA

U sklopu ovog istrazivanja razvijen je novi gredni konac¢ni element s ugradenim
diskontinuitetom u polju pomaka i polju kuta zaokreta, kojim je moguée modelirati nastanak i razvoj
popre¢nih pukotina u gredama pri monotonom optere¢enju. Model je primijenjen na armiranobetonske
elemente. Konac¢ni se element sastoji od proizvoljnog broja slojeva, medusobno povezanih krutom
vezom, u kojem svaki sloj predstavlja jedan Reissnerov gredni element, koji se u slu¢aju kada rotacije
popreénih presjeka postaju male pojednostavljuje na TimoSenkov gredni element.

Pokazano je kako koriStenje slojeva ima nekoliko prednosti: moguée je pratiti razvoj pukotina po
visini poprecnog presjeka, te takoder i modelirati krivljenje poprecnog presjeka, koje je u standardnoj
grednoj teoriji zanemareno. Armaturne Sipke su modelirane kao dodatni sloj (¢ija je debljina jednaka
nuli) unutar betonskog sloja, koji moze prokliznuti u odnosu na njega. Armaturni i betonski sloj
povezani su prikladnim konstitutivnim zakonom koji definira naprezanje prianjanja kao funkciju
proklizavanja armature. Mehanizam nastajanja i razvoj pukotine opisan je koriste¢i princip mehanike
oStecenja. Razvijena su dva tipa konacnih elemenata: vlacni i gredni element, koji se razlikuju u vrsti

opterecenja i obliku pukotine u popreénom presjeku.

Ostvareni doprinosi u ovom radu jesu:

e kinemati¢ka formulacija viSeslojnog grednog kona¢nog elementa koja omogucava opis
raspucavanja u armiranobetonskim elementima, §to ukljucuje praéenje polozaja, Sirine i
dubine pukotina s porastom optere¢enja. Ova formulacija ukljuuje obogaéenje neprekinutih
polja pomaka i polja kuta zaokreta dodatnim funkcijama kojima modeliramo diskontinuitet na
mjestu pukotine. Kriterij za ukljucenje ovih diskontinuiteta je prekoracenje vlacne Cvrstoce
betona na sredi$njoj osi pojedinog sloja.

Ugradnja diskontinuiteta u kona¢ne elemente puno se CeS¢e primjenjuje na ravninske i
prostorne kona¢ne elemente, pa ovaj rad predstavlja pozitivan napredak u podruc¢ju razvoja
grednih konac¢nih elemenata s ugradenim diskontinuitetom;

e pokazano je kako se za rjeSavanje problema posmic¢ne blokade moze primijeniti vezana
interpolacija, koja do sada nije bila primijenjivana na viSeslojnim grednim elementima (u
kojem svaki sloj predstavlja jedan TimoSenkov gredni element);

o vrlo veliki potencijal primjene u modeliranju raspucavanja. U odnosu na ravninske ili
prostorne konac¢ne elemente, gredni kona¢ni elementi imaju znatno manji broj stupnjeva
slobode, $to ih ¢ini numericki efikasnijim. Postoje¢i postupci modeliranja raspucavanja
ravninskim ili prostornim elementima, naime, jo§ nisu pronasli svoje mjesto u inzenjerskoj

praksi i realno je o¢ekivati da bi novorazvijeni gredni elementi tu ulogu mogli lakSe ispuniti.
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Na osnovu provedene verifikacije i validacije razvijenog kona¢nog elementa na nekoliko testnih

primjera, pri ¢emu su rezultati usporedeni s rezultatima dobivenim analitickim i numerickim

postupcima, te eksperimentalnim ispitivanjima mozemo izvesti sljedeée zakljucke:

predlozenim elementom moze se vrlo djelotvorno prikazati nastanak i razvoj poprecnih
pukotina, te pratiti Sirinu pukotina s porastom optere¢enja. RjeSenja dobivena predlozenim
modelom vrlo su dobre to¢nosti u usporedbi s numeri¢kim i eksperimentalnim testovima;
predlozeni model posebno je prikladan kada Zelimo saznati vise informacija o polozaju, §irini i
dubini pukotina;

proces raspucavanja moze se vrlo dobro opisati ve¢ i s malim brojem konacnih elemenata;
veza izmedu armature i1 betona, opisana prikladnim konstitutivnim odnosom naprezanja
prianjanja u ovisnosti o proklizavanju armature vrlo je bitan sastojak pri razmatranju procesa
raspucavanja;

bez ugradnje modela rastereCenja u konstitutivni odnos naprezanja prianjanja kao funkcije
proklizavanja armature nije moguce realno opisati ponasanje raspucavanja;

rezultati numeri¢kih analiza pokazuju kako je utjecaj poCetne krutosti naprezanja prianjanja u
ovisnosti o proklizavanju armature vrlo velik posebno pri malim optere¢enjima. Porastom

opterecenja ovaj utjecaj iSCezava.

Razvijena formulacija predstavlja osnovu za vrlo Siroku primjenu. Uz ovdje prikazanu primjenu na

armiranobetonske Stapove i1 grede moguca je:

primjena 1 izvan ,klasicnih“ Celikom armiranih betonskih elemenata: umjesto celicnih
armaturnih $ipki, kao armatura moze se primijeniti neki drugi materijal (npr. staklene ili
ugljicne Sipke) s odgovaraju¢im konstitutivnim odnosom naprezanja prianjanja u ovisnosti o
proklizavanju;

prilagodba modela za primjene u sanacijama konstrukcija. Danas su vrlo Cesta ojacanja
oSte¢enih armiranobetonskih elemenata trakama sa staklenim ili ugljicnim vlaknima, koje se
primjenjuju kao dodatna armatura lijepljenjem na povrSinu elementa. Implementacija ovog
problema u predlozeni model mogla bi se ostvariti dodavanjem novog sloja koji bi se aktivirao
nakon §to su se u elementu pojavile pukotine;

promjena konstitutivnog zakona naprezanja prianjanja kao funkcije proklizavanja armature na
nacin da se uklju¢i naruSavanje veze, primjerice zbog korozije armature. Takoder otpadanje
vanjskog sloja betona koje nastaje uslijed Sirenja produkata korozije, moze se modelirati

isklju¢enjem rubnih slojeva.
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Smjernice za daljnja istrazivanja ukljucuju:

redefiniranje kinematike raspucavanja na naéin da se predlozenim elementom omogucéi
modeliranje kombiniranih vertikalno-kosih pukotina, tj. da se u model ukljuce i naprezanja od
poprecnih sila. To bi bilo moguce npr. uklju¢enjem proklizavanja izmedu betonskih slojeva ili
dodavanjem meduelemenata, Sto bi omogucéilo pojavu ,,cik-cak® pukotina, koje u slucaju
dovoljno guste mrezu mogu biti vrlo dobra aproksimacija kosih pukotina;

kondenzaciju unutarnjih stupnjeva slobode (Sirine pukotina i nagiba otvora pukotina) na razini
elementa, ¢ime bi se broj stupnjeva slobode znatno smanjio u odnosu na trenutno stanje (u
slu¢aju dvo¢vornih kona¢nih elemenata to bi smanjenje iznosilo skoro 50%). To bi predlozeni
gredni konaéni element ucinilo numericki jo$ efikasnijim u odnosu na ravninske/prostorne
konacne elemente;

razmatranje vremenski ovisnih deformacija (skupljanja i puzanja betona), koje znatno utjecu
na deformabilnost konstrukcija;

nadogradnju modela na opterecenja ciklickog i dinami¢kog karaktera, pri ¢emu bi posebnu
paznju trebalo posvetiti konstitutivnom odnosu naprezanja prianjanja u ovisnosti o
proklizavanju armature;

prosirenje modela iz ravninskih konstrukcija na prostorne, ¢ime bi uz sadasnju podjelu na
slojeve po visini presjeka element trebalo nadograditi podjelom na slojeve po $irini presjeka;
zapis sustava jednadzbi u geometrijski nelinearnom obliku, $to bi omogucilo opisivanje stanja
velikih pomaka i rotacija. lako to najcesc¢e nije slucaj kod armiranobetonskih konstrukcija,

moze imati prednosti u optimizaciji konstrukcija.
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