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SAZETAK

Predmet istraZivanja bila je izrada detaljnog modela interakcije pokretnog vozila i stvarne
mostovne konstrukcije, uzimanjem u obzir svih stupnjeva slobode vozila i oblika
poprecnog presjeka konstrukcije. Nacinjena je parametarska analiza da bi se istrazilo koji
parametri vozila i konstrukcije i u kolikoj mjeri utjeCu na njihovo ponasanje. Cilj je
procijeniti da li je modeliranje mostova kao plo$nih nosaca dovoljno za dobivanje to¢nih
rezultata i koji model optereCenja daje rezultate najblize stvarnima, dobivenim
eksperimentalnim ispitivanjem.

Analizirana su dva tipa konstrukcije: slobodno oslonjena ploca bez i sa uzduZnim
ukrutama. Promatrano je pet tipova pokretnog opterec¢enja: pokretna sila, pokretna masa,
pokretna masa s oprugom (sa 2 stupnja slobode), dvodimenzionalni model vozila (sa 5
stupnjeva slobode) i trodimenzionalni model vozila (sa 9 stupnjeva slobode).

Konstrukcija je diskretizirana ravnim konacnim trakastim ljuskama. Za diskretizaciju i
sprezanje modela vozila s modelom konstrukcije uveden je pokretni konacni trakasti
element. PredloZen je drugaciji iterativni postupak za analizu interakcije vozila i
konstrukcije primjenom metode konac¢nih traka.

Provedena je parametarska analiza utjecaja brzine kretanja opterecenja, odnosa mase
opterecenja 1 mase konstrukcije, oblika i krutosti poprecnog presjeka konstrukcije i
geometrijskih karakteristika povrSine konstrukcije na dinamicki progib konstrukcije.

Model plosnog nosaca optere¢enog pokretnom silom i pokretnom masom testiran je
usporedbom numerickog rjeSenja sa rjeSenjem u zatvorenom obliku. Rezultati analize
interakcije sloZene prostorne konstrukcije (ploca s ukrutama) i punog modela vozila
verificirani su usporedbom s rezultatima dinamickih ispitivanja izvedenih na konstrukciji
cestovnog mosta. Iz dobivenih dinamickih i statickih progiba, za prelazak dva vozila preko
mostovne konstrukcije izraCunati su dinamicki faktori i usporedeni s vrijednostima iz

literature.
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SUMMARY

The subject of this reaserch was creation of detailed vehicle-bridge interaction model,
taking into account all degrees of freedom of the vehicle and shape of the structure cross-
section. A parametric analysis is made in order to investigate which of the vehicle and
structure parameters affect their behaviour and to what extent. The aim was to examine
whether modelling of the bridge structure as a plate is adequate for obtaining accurate
results, and which of the moving loading models gives results approximate to the ones
obtained from experimental testing.

Two types of structure were analysed: simply supported plate and simply supported
stiffened plate. Five types of moving loading were observed: moving force, moving mass,
sprung mass model (with 2 degrees of freedom), two-dimensional vehicle model (with 5
degrees of freedom) and three-dimensional vehicle model (with 9 degrees of freedom).
Structure is discretised with use of the flat shell strip elements. In order to discretise and
couple vehicle model with the structure, vehicle strip element is introduced.

Different iterative procedure is proposed for the vehicle-structure interaction analysis with
the application of finite strip method.

An influence analysis is made for moving loading velocity, vehicle and structure mass
ratio, structure cross-section shape and stiffness and geometric properties of the structure
surface, concerning dynamic displacement of the structure.

Finite strip plate model for a moving force and a moving mass loading is tested by
comparison of numerical results with the closed-form solution.

Interaction model for the complex spatial structure (stiffened plate) and a full vehicle
model is verified in the way that interaction analysis results are compared with the ones
obtained during experimental dynamic testing of the road bridge.

Dynamic amplification factors are calculated from numerically obtained static and

dynamic bridge displacements and they are compared with values from the literature.
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1. UVOD

1.1. Postojeca saznanja na podrudju teme disertacije

Interakcija izmedu vozila i konstrukcije je problem proucavan dugi niz godina. Razlozi za
proucavanje i poznavanje ponasanja konstrukcija uslijed djelovanja pokretnog opterecenja
su viSestruki. Neki od njih su projektiranje konstrukcija (ceste, nadvoZnjaci, mostovi,
Zeljeznice), odrzavanje konstrukcija tijekom wuporabe, produljenje uporabnog vijeka
konstrukcije, prevencija i detekcija oSteCenja konstrukcija, kao i sigurnost i udobnost
putnika.

Primjena metode konacnih elemenata u analizi konstrukcija kod djelovanja pokretnog
opterecenja rezultira velikim sustavima jednadzbi, koji su neprakti¢ni za rjeSavanje. Zbog
toga je vecina autora u svojim radovima pribjegla maksimalnom pojednostavljenju modela
konstrukcije ili vozila, a ¢esto 1 jednog 1 drugog. Kvalitativni pristupi modeliranju ove
vrste interakcije u literaturi se zna¢ajno razlikuju. Tako se konstrukcija najc¢esce idealizira
grednim nosa¢em prema Euler-Bernoulli (Akin i Mofid 1989, Dehestani i sur. 2009, KoZar
2009, Smith 1973, Siddiqui i sur 1998, Zhuchao i Chen 2009) ili Timoshenkovoj teoriji
savijanja grednih nosaca (Lou i sur. 2006, Timoshenko i sur. 1974, Yavary i sur. 2002,
Younesian i sur. 2008, Moghaddas i sur. 2009). Drugi nacin je modeiranje konstrukcije
kao ploSnog nosaca prema Mindlinovoj ili Kirchhoff-Love teoriji savijanja plo$nih nosaca
(Agrawal i sur. 2004, Cheung 1968, Gbadeyan i Dada 2006, Shadnam i sur. 2001, Yagiz i
Sakman 2006, Wang i Kuo 1999, Wu 2003). Za potrebe analize konstrukcija na tlu gredni i
ploS$ni modeli mogu biti zadovoljavaju¢i (Huang i Thambiratnam 2001, Tori¢ i KoZar
2009), dok su za sloZene prostorne konstrukcije, poput mostova, neprikladni.

Poceci prouCavanja pokretnog optere¢enja zasnovani su na modelu pokretne sile i taj
model se najduze zadrZao u upotrebi (Lou i sur. 2007, Fryba 1999, Wu 2003). Ukoliko se
promatra utjecaj vozila velikih dimenzija, tada se jedna pokretna sila Cesto zamjenjuje

nizom pokretnih koncentriranih sila na konstantnom razmaku, koji odgovara medusobnoj
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udaljenosti kotaca vozila (Gonzalez 1 sur. 2010, Wang 1 Kuo 1999). Model pokretne sile
ima viSe nedostataka, a to su da se tretira samo opterecenje vozila na konstrukciju, dok su
dinamicka svojstva i ponaSanje vozila, kao i interakcija vozila i konstrukcije zanemareni.
Kod niza pokretnih sila se uzima u obzir utjecaj raspona ovjesa, te nacin prijenosa
opterecenja, no masa i ostale dinamiCke karakteristike vozila su takoder zanemarene.
Utjecaj mase vozila se promatra samo u obliku gravitacijskog opterecenja na konstrukciju.
Kod pokretne sile se promatra samo utjecaj pokretnog opterecenja na konstrukciju, bez
interakcije vozila i konstrukcije. Ukoliko masa vozila nije zanemariva u odnosu na masu
konstrukcije, potrebno ju je uzeti u obzir, zbog inercijalnih uc¢inaka na konstrukciju (Yang i
sur. 2004). Masa vozila se obi¢no tretira kao kontinuirana (Gbadeyon i Dada 2006,
Agrawal i sur. 2004) ili koncentrirana, konstantnog polozaja u vremenu. No, poloZaj mase
vozila se mijenja kao funkcija brzine i vremena, stoga je korektno odrediti poloZaj mase u
svakom vremenskom koraku, te prema trenutnom poloZaju pribrojiti masi konstrukcije
(Akin 1 Mofid 1989, Dehestani i sur. 2009, Kozar 2009, Lou i sur. 2006, Yavari 1 sur.
2002).

Prvi model koji uzima u obzir neke od dinamickih karakteristika vozila je masa sa
elasticnom oprugom 1 priguSiva¢em (Timoshenko 1 sur. 1974, Smith 1973, Fryba 1999,
Tso-Chien 1 Li 2002, Tori¢ Mali¢ 2009). Ovaj model moZe imati jedan ili dva stupnja
slobode, ovisno da li ima jednu ili dvije mase (masa vozila i masa ovjesa), koje su
medusobno povezane elasticnom oprugom i priguSivaCem. Ukoliko je masa vozila
oslonjena na viSe paralelno povezanih elasticnih opruga na odredenom razmaku, tada se
aktivira dodatni stupanj slobode vozila, rotacija oko poprecne teZiSne osi (Jalili i
Esmailzadeh 2002, Esmailzadeh i Jalili 2003). Friberg i Yagiz su uveli model vozila s
mogucnosc¢u rotacije oko obje teziSne osi (Friberg i sur. 2000, Yagiz i Sakman 2006).
Diskretizacija u vremenu se najces¢e bazira na metodi konac¢nih razlika, koja vodi ka
numerickoj integraciji primjenom Newmarkovih metoda (Podworna 2011, Kozar 2009).
RjeSavanje dobivenog sustava jednadzbi se najCeS€e provodi iterativnim postupcima (Ji-
Seong i sur. 2008), dok neki autori predlazu i direktni nacin rjeSavanja (Neves i sur. 2012).
Kod diskretizacije u prostoru gotovo uvijek se susre¢e metoda konacnih elemenata
(Gbadeyon 1 Dada 2006, Lou 1 sur. 2007, Wu i1 Law 2010) ili specijalni tip konacnih
elemenata (Tso-Chien i Li 2002, Cheung i Chidiac 1996).
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1.2. Formulacija problema

Problem pokretnog optereCenja vrlo je cest na podru¢ju inZenjerstva. Bilo koja
konstrukcija ili tijelo izloZzeno optere¢enju koje mijenja svoj polozaj u prostoru i time
pobuduje drugu konstrukciju ili tijelo predstavlja problem ovakve vrste. Ukoliko su
angazirane brzine vrlo male u usporedbi s kriticnom brzinom, takvi problemi se smatraju
konvencionalnim problemom nepomicnog optere¢enja. Moze se naciniti podjela problema
pokretnog opterecenja prema vrsti konstrukcija koje su ukljucene u interakciju (Ouyang
2011):

- interakcija vozila 1 mosta

- interakcija vozila i kolnika (tla)

- interakcija vlaka i tracnica

- kranovi

- fleksibilni diskovi (interakcija diska i1 okolnog zraka)

- disk plocice izloZene trenju (interakcija dvije plocice)

- opruge (elektricni kabeli, tramvaji)

Interakcija vozila i mosta je nedvojbeno najintenzivnije proucavan problem od svih
problema pokretnog optere¢enja. Dinamicki utjecaj vozila na konstrukcije prepoznat je tek
sredinom 19-tog stolje¢a, padom mosta Stephenson preko rijeke Dee u Engleskoj.

Stokes se smatrao zasluznim za prve analize problema pokretnog opterecenja (Ouyang
2011), koji je zapravo bio problem pokretne sile. Fryba je takoder u svojoj monografiji
opisao mnoge probleme pokretnog opterecenja (Fryba 1972). Konstruktivne komponente
uglavnom cine jednostavni kontinuirano elasti¢ni elementi kao Sto su Stapovi, grede, ploce
1 ljuske, jer oni podlijezu analitickim rjeSenjima. No, za sloZzene konstrukcije neizbjeZna je
primjena numerickih metoda, poput metode konacnih elemenata. Ukoliko je cijela
konstrukcija diskretizirana konac¢nim elementima, dobiju se veliki sustavi jednadzbi s
mnogo nepoznanica i karakteristicnim matricama velikih dimenzija. Pored toga, u svakom
vremenskom koraku potrebno je ponavljati izraun karakteristicnih matrica i rjeSavanje

jednadzbi koriste¢i neki od postupaka za numeri¢ku integraciju, Sto je vremenski i
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racunalno vrlo zahtjevan i dugotrajan proces, osobito kada je broj jednadzbi koje se
rjeSavaju velik.

Ukoliko dvije konstrukcije imaju razli¢itu geometriju i opterecenje, a jedna od njih je u
pokretu, njihove mreze konacnih elemenata nisu viSe kompatibilne od trenutka kad se
jedna od konstrukcija pocne gibati. Velika je prednost analiticke formulacije problema
pokretnog opterecenja u tome Sto poloZaj opterecenja u prostornoj domeni uvijek odgovara
stupnju slobode, odnosno izrazen je preko konvektivnih koordinata. Tako je lakSe osigurati
kontinuitet pomaka i ravnotezu sila pokretnog i stacionarnog tijela u pomic¢nim
koordinatama. Suprotno analitickoj formulaciji, u formulaciji kona¢nih elemenata pokretno
opterecenje se nalazi u domeni razli¢itih konacnih elemenata u razli¢itim vremenskim
trenucima, te je teSko konstantno pratiti njegov poloZaj i povezati njegovo kretanje sa
vektorom pomaka konacnog elementa, jer prolazi domene vise razlicitih elemenata. Stoga
je numericki postupak za rjeSavanje problema pokretnog opterec¢enja baziran na klasi¢nim
kona¢nim elementima puno sloZeniji, a ¢esto zbog navedenih nedostataka, i manje toan
od analitickog.

RjeSenje u zatvorenom obliku postoji samo za najjednostavniji slucaj pokretnog
opterecenja, pokretnu silu, koja djeluje na gredni ili plo$ni nosac. Za sloZeniju konstrukciju
ili opterecenje ne postoji analiticka formulacija. Problem nastaje ve¢ kada se uz pokretnu
silu uvede i masa vozila, jer diferencijalna jednadZzba dobiva novi ¢lan koji sadrzi
derivaciju nepoznanice drugog reda. Svaki dodatni stupanj slobode koji se omoguci
pokretnom opterecenju uvodi dodatnu diferencijalnu jednadzbu u sustav.

Vecina numerickih algoritama su iterativne prirode i koncipirani su tako da je u svakom
vremenskom koraku potrebno prije rjeSavanja sustava jednadZzbi (iteriranja) aZzurirati
matricu masa i vektor opterecenja, jer se mijenja polozaj opterecenja i njegove mase u
vremenu, S§to znacajno usporava proracun. Obi¢no se kao rezultat dobiva progib
konstrukcije, a sile medudjelovanja se ne dobivaju eksplicitno.

Posebno je zanimljiv utjecaj teretnih vozila sa tri ili pet osovina, koja ¢ine standardnu
kategoriju u klasifikaciji prometnih vozila. Utvrdeno je ve¢ da ovakva vozila rijetko
ugrozavaju nosivost, ali sustavno degradiraju uporabna svojstva i uporabni vijek
mostovnih konstrukcija (Green i Cebon 1997). Za proucavanje njihovog utjecaja na
konstrukciju nije adekvatan model pokretne sile, niti model pokretne mase, jer osim velike
mase, ova vozila imaju i velike dimenzije, te viSe osovina preko kojih se rasporeduje i
prenosi optereCenje. Stoga je potrebno naciniti detaljan model teretnog vozila s vise

osovina, da bi se dobio to¢an uvid u interakciju s konstrukcijom.
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1.3. Hipoteza

Proucavajuci postojeca saznanja i istraZzivanja iz podrucja interakcije vozila i konstrukcije
nametnule su se slijede¢e hipoteze: (i) iako je interakcija vozila i konstrukcije ovdje
promatrana sa glediSta konstrukcije, svi stupnjevi slobode vozila su takoder bitni za
interakciju vozila i konstrukcije, te u velikoj mjeri mogu utjecati na rezultate analize, (ii)
poprecni presjek konstruktivnih elemenata je bitan faktor utjecaja na ponaSanje
konstrukcije uslijed djelovanja opterecenja i potrebno ga je uzeti u obzir, (iii) primjena
kona¢nih traka na model pokretnog optereenja moZe ubrzati proracun uz istovremeno
povecanje broja stupnjeva slobode koji se tretiraju, (iv) primjena konac¢nih traka na model
pokretnog opterecenja omoguciti ¢e eksplicitno dobivanje svih nepoznatih veli¢ina koje

opisuju ponasanje vozila i konstrukcije kao rezultat njihovog medudjelovanja.

1.4. Predmet i ciljevi istrazivanja

Predmet istrazivanja je izrada detaljnog i kompleksnog modela interakcije vozila i
konstrukcije koji bi uzimao u obzir sve stupnjeve slobode vozila i konstrukcije, kao i sve
dinamicke i ostale karakteristike bitne za interakciju. Namjera je naciniti numericku
proceduru, koja ¢e uz sloZzeni matematicki model vozila i model stvarne prostorne
konstrukcije mosta, u€initi proracun brzim i ucinkovitijim, uz mogucnost dobivanja svih
nepoznanica koje opisuju ponaSanje konstrukcije, ali i vozila. Model je verificiran
usporedbom s rezultatima eksperimentalnog mjerenja na stvarnoj konstrukciji. Cilj je
ujedno 1 procijeniti da li je modeliranje mostova sloZenih popre¢nih presjeka kao ploSnih
nosaca primjereno za dobivanje to¢nih rezultata i koji model pokretnog opterecenja daje
rezultate najbliZze stvarnima, dobivenim eksperimentalnim ispitivanjem. Numericki model
nastao kao rezultat ovog rada koristit ¢e se za izradu parametarske studije utjecaja razli¢itih

faktora na interakciju vozila i konstrukcije.
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1.5. Metodologija istrazivanja

Za istrazivanje interakcije vozila i konstrukcije koriStena su teorijska znanja iz podrucja
modeliranja konstrukcija, standardni i neki noviji numeri¢ki postupci, kao i
eksperimentalna ispitivanja provedena na stvarnoj konstrukciji, opterecenoj vozilima u
pokretu.

Teorijske postavke metode konacnih traka primijenjene su na pokretno vozilo, te je tako
uvedena nova varijacija kona¢ne trake nazvana pokretna konacna traka. Uvodenjem
pokretne konacne trake omoguceno je drugacije sprezanje modela konstrukcije s modelom
pokretnog vozila kao zasebnog dinamickog sustava, uzimajuéi pri tom u obzir sve njegove
stvarne stupnjeve slobode. Za diskretizaciju konstrukcije koriStene su konacne trakaste
ravne ljuske.

Analizirana su dva tipa konstruktivnog modela: ploSni nosac i plos$ni nosac s ukrutama u
uzduznom smjeru, koji odgovara modelu stvarnog mosta. Pet vrsta opterecenja je
promatrano i usporedeno njihovo ponaSanje: pokretna sila, pokretna masa, pokretna masa
na opruzi, 2D model vozila sa 5 stupnjeva slobode i 3D model vozila sa 9 stupnjeva
slobode.

Model konstrukcije optereen pokretnom silom 1 masom testiran je usporedbom
numerickog rjeSenja, dobivenog primjenom metode konacnih traka, sa rjeSenjem u
zatvorenom obliku za ploSni nosac, koje je takoder samostalno izvedeno i dano u
disertaciji. Naime, samo za gredni i plo$ni nosaC optereCen pokretnom silom moZe se
odrediti analiticko rjeSenje. Ukoliko se u modelu pokretne mase, masa opterecenja
dovoljno reducira, rjeSenje se pribliZava onom za pokretnu silu. Time je potvrdena
ispravnost modela pokretne mase. Za sloZenije modele opterecenja ne moze se dobiti
analiticko rjeSenje. Stoga je analizirana stvarna konstrukcija cestovnog nadvoZnjaka
optere¢enog punim modelom vozila s tri osovine, te su rezultati usporedeni s rezultatima
ekperimantalnog ispitivanja izvedenog na istoj konstrukciji. Poklapanje rezultata u velikoj
mjeri verificira na¢injeni model interakcije vozila i konstrukcije, kao i samu formulaciju

pokretne konacne trake.
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Model je usporeden i s rezultatima iz literature, usporedbom dinamickih faktora dobivenih
iz progiba konstrukcije 1 dinamickih faktora danih u literaturi, a indirektno dobivenih iz
deformacija, mjerenih na mostovnoj konstrukciji.

Za rjeSavanje sustava diferencijalnih jednadzbi u vremenu koriStena je metoda impulsnog

ubrzanja.

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 12



Tori¢ Mali¢ N., disertacija FORMULACIJA METODE KONACNIH TRAKA

2. FORMULACIJA METODE KONACNIH
TRAKA

2.1. Uvod u metodu konacnih traka

Metoda konacnih traka prepoznata je kao svestran i u¢inkovit alat u numerickoj analizi.
Vrlo je ucinkovita u analizi konstrukcija kompleksne geometrije, materijalnih svojstava i
opterecenja, no zahtijeva vrlo jednostavne uvjete oslanjanja. Ova metoda je nasla svoju
primjenu u statickoj, kao 1 u dinamickoj analizi konstrukcija.

Metoda konac¢nih elemenata, kao najsvestraniji alat, zahtijeva diskretizaciju u svakoj
dimenziji, $to ima za posljedicu viSe nepoznanica za aproksimaciju nego druge metode.
Alternativne metode mogu reducirati napor u racunanju i zahtjeve racunala. Jedna od
takvih metoda je metoda konacnih traka, koja se razvija od kasnih 60-ih godina. Zasnovana
je na principu metode Kantorovich za dimenzionalnu redukciju, koja se koristi u
transformaciji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u obicne ili parcijalne diferencijalne
jednadZbe niZeg reda (Cheung i Tham 1998). Kod konac¢nih traka se ovakva redukcija
postize separacijom varijabli ili odgovarajuim transformacijama. Za interpolacijske
funkcije ova metoda koristi jednostavne polinome u jednom smjeru, a kontinuirano
derivabilne trigonometrijske redove u drugom smjeru. Op¢i oblik funkcije pomaka dan je

kao produkt polinoma i reda.
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Slika 2.1. Prikaz konacnog trakastog elementa

Na Slici 2.1. prikazana je konacna traka. Na duzim rubovima trake nalaze se ¢vorne linije
na kojima su rasporedeni ¢vorovi. Vise konacnih traka se spaja duz ¢vornih linija. Okvirni
prikaz procedure primjene metode konac¢nih traka:
1 kontinuum se podijeli u dvodimenzionalne poddomene tako da dva suprotna
para stranica domene koncidiraju s rubovima domene;
(i1) pretpostavlja se da su trake medusobno povezane duz kona¢nog broja ¢vornih
linija koje koincidiraju sa uzduznim rubovima trake, Slika 2.2.;
(i)  interpolacijske funkcije su odabrane tako da zadovoljavaju rubne uvjete;
(iv)  na osnovu odabranih funkcija oblika odgovarajuce karakteristicne matrice se
mogu dobiti preko varijacijskog ili energetskog principa;
(v) karakteristiéne matrice za sve trake se spajaju tako da formiraju skup jednadZzbi

za domenu koja se promatra.

z
W

Slika 2.2. Prikaz spajanja vise konacnih traka duZ ¢vornih linija
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2.2 Usporedba metode konac¢nih elemenata i klasi¢ne

metode konac¢nih traka

Tablica 2.1. Usporedba glavnih karakteristika konacnog elementa i konacne trake

(Cheung i Tham 1998)

Konacna traka (MKT)

Konacni element (MKE)
MoZe se primijeniti na bilo kakvu
geometriju, rubne uvjete 1  vrstu

materijala. Vrlo raznolik 1 primjenjiv na

razli¢ite probleme.

U statickoj analizi, c¢eS¢e se koristi za
konstrukcije sa dva suprotna ruba slobodno
oslonjena bez unutarnjih elasticnih oslonaca.
U dinamickoj analizi koristi se za konstrukcije
sa svim rubnim uvjetima i sa diskretnim

osloncima.

Obicno daje veliki broj jednadzbi. Moze
biti vrlo zahtjevno ili ¢ak nemoguce doci
do rjeSenja zbog ograniCenja kapaciteta

rac¢unala.

Obic¢no daje znatno manji broj jednadzbi, Sto
je posebno je izrazeno kod problema sa dva
suprotna kraja slobodno oslonjena. Posljedica
je znatno krace vrijeme raCunanja za rjesenja

usporedive to€nosti.

Velika koli¢ina ulaznih podataka i veca

mogucnost pogreske. Zahtijeva

automatsko mreziranje 1 sheme za

generiranje opterecenja.

Vrlo mala koli¢ina ulaznih podataka zbog
malog broja mreznih linija, kao posljedica

dimenzionalne redukcije.

Velika koli¢ina izlaznih veli¢ina. U
pravilu, ispisuju se svi ¢vorni pomaci i

naprezanja.

Vrlo je lako specificirati samo one pozicije na
kojima je porebno dobiti pomake 1 naprezanja

kao izlazne veliCine.

Zahtijeva veliki kapacitet racunala i
sloZena je za programiranje. Cesto je
nuzno primijeniti napredne metode poput
kondenzacije masa, podprostorno
iteriranje i sl. da bi se reducirao opseg

proracuna.

Zahtijeva manje racunalnih jezgri i laksa je za
programiranje. Ve¢ prva dva ili tri ¢lana reda

obi¢no daju dovoljno tocne rezultate.
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U Tablici 2.2. dana je usporedba to€nosti metode konacnih traka i metode konaénih

elemenata kod izracuna vlastitih vrijednosti na primjeru slobodno oslonjene grede.

Tablica 2.2. Usporedba vlastitih vrijednosti grede dobivenih primjenom metoda konacnih

traka i konacnih elemenata

Vlastite vrijednosti slobodno oslonjene grede

analiticki kona¢na traka kona¢ni element
S ia n=1, n=1,
l p n=2 n=10 n =150
r=1 r=50
1 7,629 7,628 7,628 9,766 7,722 7,629
2 30,516 30,513 30,513 33,87 32,018 30,523
3 68,661 68,654 68,654 66,769 76,259 68,695
4 122,064 122,052 122,052 155,213 145,554 122,17

n — broj elemenata
m — broj tonova

r — broj ¢lanova razvoja u red

Iz vrijednosti danih u Tablici 2.2. ocito je da je dovoljan jedan konacni trakasti element i
samo prvi ¢lan reda interpolacijske funkcije da bi se dobile tocne vlastite vrijednosti. Ovo
se mozZe objasniti ¢injenicom da se kod kona¢nih traka za interpolacijske funkcije u
uzduZnom smjeru primjenjuju upravo vlastiti vektori slobodno oslonjene grede.

Ovim jednostavnim primjerom se moze interpretirati prednost i ucinkovitost metode

konac¢nih traka, u odnosu na metodu kona¢nih elemenata.
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2.3. Odabir odgovarajucih interpolacijskih funkcija

Izbor prikladne interpolacijske funkcije za kona¢nu traku zasniva se na separaciji varijabli i
predstavlja kljuan dio analize. Pogresno odabrana funkcija oblika moze pored nesuvislih
rezultata, voditi 1 ka rezultatima koji konvergiraju pogreSnom rjeSenju i za vrlo profinjenu
mrezu. Klasicna metoda konacnih traka reducira  dvodimenzionalni problem na
jednodimenzionalni. Funkcije oblika za interpolacijske varijable dane su kao (Cheung i

Tham 1998):

8= 2f,(x)Y,(y) 2.1)

m=1

U gornjem izrazu ¢ je vektor ¢vornih parametara, fi,(x) predstavlja polinomne izraze sa
neodredenim konstantama za m-ti ¢lan reda, dok je Y.(y) red koji zadovoljava rubne uvjete
u y smjeru. r predstavlja ukupan broj ¢lanova reda koji se uzimaju u obzir. Da bi se
osigurala konvergencija rezultata slijede¢i zahtjevi moraju biti zadovoljeni (Cheung i
Tham 1998):

(i) dio interpolacijske funkcije koji se opisuje preko reda Y,(y) trebao bi a
priori zadovoljavati rubne uvjete;

(i1) polinomni dio interpolacijske funkcije f(x) mora moci predstavljati
stanje konstantne deformacije u popreCnom (x) smjeru; u suprotnom nema
konvergencije;

(1i1) interpolacijska funkcija mora zadovoljavati uvjete komaptibilnosti duz
rubova sa susjednim trakama, Sto ukljuuje kontinuitet parcijalnih derivacija
interpoliranih varijabli, kao i samih varijabli.

Interpolacijske funkcije u uzduZnom smjeru, ovisno o prirodi problema koji se
razmatra 1 rubnim uvjetima mogu biti vlastiti vektori, eksponencijalne funkcije ili
redovi. Najces¢i izbor kod analize naprezanja su svojstveni vektori, koji su izvedeni iz

rjeSenja parcijalne diferencijalne jednadzbe Cetvrtog reda, koja opisuje vibracije grede

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 17



Tori¢ Mali¢ N., disertacija FORMULACIJA METODE KONACNIH TRAKA

gy u’
Fo ‘;—41/ 2.2)

gdje Y predstavlja interpolacijsku funkciju u uzduznom smjeru, / duzinu konacne trake, a u

je dan izrazom (2.6). Opce rjeSenje jednadzbe (2.2) je:
Y. (y)=C, sin(%)+C2 cos(%)+C3 sinh(%)+C4 cosh(%) (2.3)

Koeficijenti C;, C>, C31 C4 odreduju se prema rubnim uvjetima.
U literaturi su dana rjeSenja jednadzbe (2.3) za razliCite uvjete oslanjanja (Cheung i

Chidiac 1996), a ovdje je prikazano rjeSenje za slobodno oslonjene rubove :

Y(0)=Y (0)=Y(1)=Y (1)=0 (2.4)
V()= sin( <) (2.5)
M, =727 37%,.mxT (2.6)

Interpolacijske funkcije u popre€nom smjeru su polinomi vezani za ¢vorne interpolacijske
parametre, a opisuju odgovarajuce interpolacijsko polje u smjeru okomito na uzduznu os
trake. Ovakve funkcije oblika su izvedene tako da se definira jedini¢na vrijednost
promatrane interpolacijske komponente u vlastitom ¢voru, a nulta vrijednost za istu
interpolacijsku komponentu u svim ostalim ¢vorovima. Za interpolacijske funkcije se
koriste funkcije oblika umjesto obi¢nih polinoma da bi se osigurala kompatibilnost pomaka
duz susjednih traka. Mogu se koristiti razli¢ite funkcije oblika, no ovdje su odabrani
Hermitovi polinomi koji zadovoljavaju vrijednosti funkcije u tockama, kao i vrijednost

derivacije funkcije u istim tockama (translatorne i rotacijske deformacije), (Kozar 2006):

lc,]=10 332 +2%7)x0 23+32)] 2.7)

lc,]1=1Gx> 27°)x& 3 (2.8)
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2.4. Problem savijanja ploce

2.4.1. Opcenito

Formulacija konac¢nih traka pokazuje znatne prednosti nad konvencionalnom metodom
konacnih elemenata za problem savijanja plo¢e u slucaju relativno jednostavne geometrije
koja se ne mijenja u uzduZznom smjeru (Cheung i sur. 1996). Budu¢i da zahtijeva manje
stupnjeva slobode u ¢voru, veli¢ina matrica je uvelike reducirana.

Prvi rad na temu metode konacnih traka izdao je Cheung (Cheung 1968), piSuéi o
problemu tankih ploca koriste¢i slobodno oslonjene pravokutne trake. Kasnije su neovisno
0 Cheungu Powell 1 Ogden (Powell 1 Ogden 1969) izdali rad o formulaciji traka istog tipa.
Metodu je kasnije Cheung poopc¢io tako da obuhvaca i druge uvjete oslanjanja. U
navedenim radovima uvedene su konac¢ne trake nizeg reda sa kubnim polinomom kao
funkcijom oblika. Dok su dobiveni pomaci gotovo uvijek bili to¢ni, kod grube mreze se
javljao diskontinuitet na rubovima traka i1 rezidualni poprec¢ni momenti, no progus¢ivanjem
mreze konacnih traka ove pojave bi se eliminirale. InaCe, povecanje toCnosti se moZe
posti¢i poveCanjem broja traka za diskretizaciju domene, povecanjem reda funkcije oblika
(konacne trake viSeg reda) ili uvodenjem dodatne ¢vorne linije unutar konacne trake
(Cheung 1 Tham 1998). Metoda konacnih traka je naSla svoju primjenu na vitoperenim
plo¢ama (Brown i Ghali 1975, Mukhopadhyay 1976), plo€ama promjenljive debljine
(Mawenya i Davies 1974), debelim plo¢ama (Hinton i Zienkiewicz 1977, Onate i Suarez
1983, Chulya i Mullen 1989), ploCama nepravilnog oblika, lameliranim plofama itd.
Primjenu metode konac¢nih traka na analizu vibracija i stabilnosti su priSirili Benson 1

Dawe (Benson i Hinton 1976, Dawe 1978).
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2.4.2. Formulacija metode kona¢nih traka za problem savijanja

tankih ploca
Teorija tankih ploCa razvijena je preko principa minimalne ukupne potencijalne energije

(Cheung i Tham 1998). Kod metode konac¢nih traka deformacije od savijanja ploce su

definirane kao preko funkcije oblika /N] i ¢vornih parametara pomaka {d/:

w=[N}8} (2.9)
Vektori deformacija {¢} i naprezanja {c} su:

{e}=B{s} (2.10)

{o}=[Dle}=[D]B15}

Gdje je [B] deformacijska matrica a [D] matrica materijalnih svojstava. Ukupna

potencijalna energija je:
O=U+W= % 18Y [BI' [D]BYS}aA+ {8} [NT {4}aa 2.11)

gdje U predstavlja energiju od rada unutarnjih, a W vanjskih sila.
Minimizirajuéi gornji izraz za energiju u odnosu na parametre pomaka {J/, dobije se

jednadzba ravnoteze:

|k Ji8}-{F<}={0} 2.12)

gdje je [K®] matrica krutosti, {F°} vektor optere¢enja. Eksplicitni oblik karakteristi¢nih

matrica ovisi o odabranim funkcijama oblika.
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2.4.3. Matrica fleksije

Cheung 1 suradnici (Cheung i Chidiac 1996, Cheung i Tham 1998) samo opcenito
spominju primjenu metode sila na kontinuirane konstrukcije preko vise oslonaca. Kako se
matrica fleksije za konacni ntrakasti element ne moZe na¢i u navedenoj literaturi, biti ¢e
ovdje izvedena. Funkcija pomaka w(x,y) za konac¢nu traku jednaka je umnoSku

interpolacijskih funkcija u dva okomita smjera i parametara pomaka:
wx,y)=N,(x)z{6},,Y,.(y) (2.13)

gdje je Nyu(x) interpolacijska funkcija u poprecnom, Y.(y) interpolacijska funkcija u
uzduZnom smjeru, a {0} vektor parametara pomaka. Iz principa minimuma energije dobije

S€:

{3}, =Ik1,,"{F}, (2.14)

Tada je funkcija pomaka:

w x,y)=N,(x)xK],, {F},v.(y) (2.15)

gdje je [K]mn matrica krutosti, a {F}m vektor vanjskog opterecenja. Kako vrijedi da je

vektor opterecenja:

F}, =P-Y,(y)N,(x) (2.16)
gdje je P djelujuca koncentrirana sila. Tada je:
wxy)=P-N,(x)E[K], N(x)Y,(y )V, () 2.17)
Matrica fleksije konacne traka je onda:

[Fl, =N, (E[KL, N (Y, (Y, () (2.18)
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2.5. Kompleksno optereéena kona¢na traka: konacna

trakasta ljuska

Prizmati¢nu sloZenu konstrukciju ("folded plate") ili sanducasti gredni nosac ¢ini skup
pravokutnih plo¢a koje pruzaju otpor i savijanju i optere¢enju u ravnini ploce. Ovakva
vrsta konstrukcije moZe se analizirati upotrebom ravnih konac¢nih trakastih ljuski. Ravne
trake sa svojstvima ljuski se formiraju spajanjem konacne trake opterecene okomito na
svoju ravninu i konacne trake sa ravninskim stanjem naprezanja u vlastitoj ravnini. Ukupna
potencijalna energija ravne konacne trake sa svojstvima ljuske, za geometrijski linearnu
teoriju (nema veze izmedu savijanja i uzduznih naprezanja), odgovara algebarskom zbroju
potencijalne energije od savijanja i uzduZnih deformacija. Tako je za slucaj slobodno
oslonjene trake ukupna potencijalna energija je (Cheung i sur. 1996, Cheung i Tham

1998):
M=U+W =% mizl{é}mT[K ],. 18}, - mézl{ﬁ}mT{p}m (2.19)

gdje je U energija od rada unutarnjih sila, a W od vanjskih sila. {6}, je vektor ¢vornih
parametara, [K],,, je matrica krutosti, {p},, je vektor optereenja, a r je ukupan broj

¢lanova reda m.

W, u; )

X, Ly 5 x/

: 455, 45s. v; °

o, + -
O — I P L%
UV, R
konacna traka opterecena  konacna traka optereéena ! .
L . L ravna trakasta ljuska
na savijanje u viastitoj ravnini

Slika 2.3. Prikaz konacne trakaste ljuske i pripadajucih stupnjeva slobode
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Kod sloZeno opterec¢ene konacne trake prisutna su Cetiri ¢vorna parametra, te stoga vektor

parametara pomaka za jednu traku ima osam ¢lanova, Slika 2.3.:

{6}m= [uim Vim Wim Oim Uim Vjm Wjm Hj ]T (2.20)

gdje u oznacava translatorni pomak ¢vora u smjeru osi x, v translatorni pomak u smjeru osi
v, a w pomak u smjeru osi z. 8 oznacava rotacijski pomak. Indeks i oznacava lijevu ¢vornu
liniju konac¢ne trake, a j desnu ¢vornu liniju iste konac¢ne trake. m je oznaka broja ¢lanova
reda.

Vektor optere¢enja {p},, za slu¢aj koncentrirane sile F koja djeluje u tocki xc, y. je

(Cheung i sur. 1996):

{PIm=Kim Y Zim Min Xjm Yim Zim Mpm]" (2.21)
Xy, = F.(1 — Z.)sin (”T’" ve) (2.22)

Yim = E,(1 — %,)cos (”T"‘ e) (2.23)

Zim = E,(1 - 3%,2 + 2%.%)sin (”Tm ve) (2.24)

Moy = Fyxe(1 — 2%, + %,2)sin (”Tm e) (2.25)

Xim = Fef,sin (”T"‘ ) (2.26)

Y = F,%.cos (“Tm Ye) (2.27)

Zim = F,(3%.% — 2%.%)sin (”Tm ve) (2.28)

My = Exo(%.2 — %.)sin (“Tm ) (2.29)

Pri ¢emu koncentrirana sile ima komponente Fy, F), i F; u smjeru osi x, y i z respektivno.
Um =m-m,m =12 ..r, gdje m oznacava broj Clana reda, a r ukupan broj ¢lanova reda
koji se uzimaju u obzir. X, Y i Z su komponente vektora opterec¢enja, a odnose se na sile u
smjeru osi x, y i z respektivno, dok M oznacava moment savijanja oko osi y. MoZe se
vidjeti da je svako opterecenje potrebno prilagoditi formulaciji kona¢nih traka, tako da se
pomnoZi s interpolacijskim funkcijama u uzduznom i popre€nom smjeru.

Matrica krutosti izgleda:
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e 1 L R I

(2.30)

Odnosno, ako se umjesto podmatrica s indeksom r koje se odnose na ravninsko stanje

naprezanja, i one s indeksom s koje se odnose na €isto savijanje, uvrste odgovarajuci izrazi

dobije se:

k, ks 0 0 k, ki O
k3 kz 0 0 _k6 k5 0

0 O k7 kg O 0 klO _kll
0 O kg k8 O 0 k11 klz

[K]m = k4 _k6 0 0 kl _k3 0 (2‘31)
ke ks 0 0 ks k, O
tlE;, tlbu,,*G
= (2.32)
=2 7%
tlbu,,*E, tlG
=" e (2.33)
2 T
tl E tlu, G
4 4
2
o tlE; tlbu,%G 235)
2b 12
tlG  tlbu,,*E
ke = —— 4 — 1 - (2.36)
5 2 T T 12
tlumvViEs | lumG
ke = — + 2.37
6 4 4 ( )
E, = Ex
1= vy (2.38)
E B
2.
2= (1 vxvy) (2.39)
13lb 121 61 6l
— - 2.40
1= km D, + Sbk ’D, +5bk D1+b3D (2.40)
b, 41 6l 6l
- — 2.41)
k, 21Okm Dy+15kmD Sbk D1+b3D (
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111b? 121 6l 6l

k3 = Tkm4Dy + Ekszxy + §km2D1 + FDX (242)
9b: 121, 6l ., 3l

“a = g fom Py = 5 fom Dy = 5 Ko D= Do @4
131b% [ I, 3l

ks =570~ *m" Dy = k" Dxy = 75 km" D1 = 75 D (2.44)

b3 b b
ks = ~gg"m Dy ~qghm Dey ~ 35k Dy 5D 24

gdje su b, [ 1 ¢t Sirina, duZina 1 debljina konacne trake, £ modul elasti¢nosti materijala, G

modul posmika, v Poissonov koeficijent, a D,, Dy, Dy i D; komponente matrice

elastiénosti.
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2.6. Transformacija koordinata

Karakteristi¢ne veli¢ine za ravnu konacnu ljusku su gore dane u lokalnom koordinatnom
sustavu. U takvom sustavu osi x i y koincidiraju sa srediSnjom ravninom konacne trake,
Slika 2.4. Kod sloZenih plo$nih konstrukcija, bilo koje dvije ploce biti ¢e medusobno
spojene pod nekim kutem. U svrhu spajanja lokalnih matrica krutosti, vektora opterecenja i
pomaka pojedinih konacnih traka, koje ne leZe u istoj ravnini, u globalne matrice i vektore
za cijelu konstrukciju, potrebno uvodi se globalni koordinatni sustav, koji ¢e biti zajednicki

za sve konacne trake (Cheung i Tham 1998).

Slika 2.4. Transformacija koordinata

Oznake x, y i z oznacavaju lokalne koordinate jedne trake, a x, yi z oznacavaju globalne
koordinate. Pri tom osi y i y koincidiraju sa zajedni¢kom linijom dvaju susjednih traka.

Lokalne i globalne komponente pomaka su medusobno povezane relacijom:

u,, = U, cos B+w,, sin (2.46)
Vin = Vim (2.47)

w, = -u, sinfB+w, cosp (2.48)
0, =6, (2.49)
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gdje je p kut za koji je zarotirana konacna traka u odnosu na globalni koordinatni sustav.
Transformacije se odnose na pomake na odredenoj ¢vornoj liniji, a indeks i se odnosi na
broj ¢vorne linije. Za kona¢nu traku se onda transformacija veli¢ina iz lokalnog u globalni

koordinatni sustav moZe pisati (Cheung i sur. 1996):

=[5 )8, =118, (2.50)
[ cosf 0 sinf 0

[t] = 0 1 0 0 (2.51)
—sinf 0 cosf O
0 0 0 1

gdje matrica [T] predstavlja matricu transformacije.

Tada je ukupna potencijalna energija deformacije za cijelu konstrukciju:

- éE{S} T K1,(7), - 161,17 1p), 2.52)
= 506),71k,16,- £16),7(5), @.53)
Slijedi da je:
k], =0T (k],[T] (2.54)
{p} =lr1"{p} =[x, 16}, (2.55)
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2.7. Diskretizacija domene sa viSe kona¢nih traka

Jedan od nacina povecanja tocnosti u analizi metodom konacnih traka je povecanje broja
konacnih traka u diskretizaciji domene (Cheung i sur. 1996). U slucaju jedne konacne trake
dovoljna to€nost se postize povecanjem c¢lanova reda u uzduZnom i popreCnom smjeru.
Specificnost metode konac¢nih traka je u tome, Sto se domena diskretizira samo u jednom
smjeru, obi¢no poprecnom. U uzduznom smjeru je domena diskretizirana sa samo jednom
kona¢nom trakom, tako da duzina konacne trake odgovara duzini konstrukcije koja se

diskretizira. Diskretizacija u okomitom smjeru je takoder moguca, Slika 2.5.

Slika 2.5. Dva moguca nacina diskretizacije domene konacnim trakama

U ovom slucaju dvije konacne trake, osim krajnjih imaju zajednicku ¢vornu liniju i
zajednicke ¢vorove. Ova ¢injenica implicira da dvije susjedne trake imaju jednaku veli¢inu
progiba duZ zajednicke ¢vorne linije i, jer im pripadaju isti ¢vorovi i,. Da bi se osigurala
glatka progibna ploha za cijelu plocu, kut zaokreta mora biti kontinuiran na spojevima
konaénih traka. Zbog toga je potrebno uzeti amplitudu poprecnog nagiba kao cvorni

e,.w,.0,  Slika

im?® Zim> " jm> "~ jm *

parametar. Jedna klasi¢na konacna traka ima Cetiri stupnja slobode: w

2.6.
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Slika 2.6. Prikaz konacne trake sa stupnjevima slobode ¢vornih linija
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2.8. Formiranje globalne matrice krutosti i globalnog

vektora opterecenja

Energija deformacije U; i potencijalna energija od vanjskog optereCenja za cijelu
konstrukciju W; dobije se sumiranjem doprinosa od svih konac¢nih traka (Cheung i sur.

1996):

1 S r
U, == 2 26}, [K],,(5},, (2.56)
I=Im=1
S r
W/l‘ = E 2{5}ImT {p}lm (257)
I=Im=1

Gdje je S ukupan broj konacnih traka na koje je konstrukcija podijeljena, I je indeks koji
oznacava pojedinu traku, a ¢ je indeks koji oznaCava globalne veli¢ine koje se odnose na
cijelu konstrukciju. {0}m oznCava vektor parametara pomaka, {p}m vektor vanjskog
opterecenja, a [K]m matrica krutosti konacne trake. Da bi se izvelo sumiranje po svim
trakama potrebno je izvrSiti postupak spajajanja. Analogno metodi konacnih elemenata,
karakteristi¢ne globalne matrice i vektori se dobiju umetanjem odgovarajucih koeficijanata
krutosti 1 vrijednosti opterecenja iz lokalne matrice za odgovarajucu traku na njihovo
mjesto u globalnoj matrici, i 0 na opreostala mjesta u globalnoj matrici (Cheung i sur.
1996, Potocnik 2005). S obzirom na ¢injenicu da je matrica krutosti slobodno oslonjene
trake simetri¢na u odnosu na glavnu dijagonalu, globalna matrica krutosti ¢e takoder biti
simetri¢na. Globalna matrica krutosti se slaZze spajanjem lokalnih matrica tako da se

preklapaju i zbrajaju ¢lanovi koji su zajednicki za dvije susjedne trake.
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2.9. Odredivanje parametara konacnih traka primjenom

principa minimizacije potencijalne energije

Energetski princip se zasniva na Cinjenici da ukoliko je sustav u ravnotezi s vanjskim
opterecenjem ukupna potencijalna energija mora poprimiti minimalnu vrijednost (Cheung i
Tham 1998). Odnosno, prva derivacija izraza za ukupnu potencijalnu energiju /1; u odnosu

na parametre pomaka {J}un mora biti jednaka nuli:

o1, _
ol =1{o} (2.58)

UvrStavanjem u gornju jednadzbu izraz za ukupnu potencijalnu energiju za konstrukciju

diskretiziranu kona¢nim trakama:

=0, +W, =2 346}, [k1,46), - X (6}, (o). 2.59)

=1 =1

dobije se sustav linearnih algebarskih jednadzbi za m-ti ¢lan reda:

[k],.15},, =1{p}.. (2.60)

RjeSavanjem gornjeg sustava iz poznate matrice krutosti [K]em i vektora pomaka {p}um
dobiju se nepoznati parametri pomaka {J}wm za sve ¢lanove reda, a pomocu njih se dolazi

do vrijednosti stvarnih pomaka i momenata savijanja u bilo kojoj tocki na konstrukciji.

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 31



Tori¢ Mali¢ N., disertacija FORMULACIJA METODE KONACNIH TRAKA

2.10. Parametarska analiza utjecaja broja konacnih traka
i broja Clanova razvoja u red na tocnost izraCuna

pomaka

Na tocnost izraCuna pomaka i reznih sila primjenom metoda konac¢nih traka se moze
utjecati povecanjem ukupnog broja konacnih traka i povecanjem broja ¢lanova reda
interpolacijskih funkcija (Cheung i Tham 1998). Podaci dani u tablicama 2.3.-2.5.
potvrduju ovu tvrdnju. Tablica 2.3. odnosi se na to¢nost klasi¢ne konac¢ne trake opterecene
na savijanje, Tablica 2.4. na konaCnu ravnu trakastu ljusku, a Tablica 2.5. prikazuje
usporedbu rezultata za ova dva tipa kona¢nog trakastog elementa. Kao tocno rjesenje
progiba slobodno oslonjene ploce opterec¢ene koncentriranom silom na sredini raspona uzet

je izraz (3.108) izveden u slijedecem poglavlju.

Tablica 2.3. Utjecaj broja traka na tocnost izracuna statickog progiba primjenom

klasicnih konacnih traka

KONACNA TRAKA r=4

to¢no w12 Za w12 Za WL s=20 " Las=1
P=1 Sirinab duZinal <2 1.100
b/l rjeSenje nS=1 nS =20 YLns=20
[KN] [m] [m]
[m] [m] [m] [%]
2,5 10 0,25 2,667-107 2,663:10°  2,665:107 0,1
4 10 0,40 1,852:107 1,67-10° 1,677-107 0,4
PLOCA 5 10 0,50 1,481-107 1,343-107 1,353-107 0,7
6 10 0,60 1,235-107 1,127-107 1,142-107 1,3
10 10 1 8,642-10°° 7,093-10°  7,515-10° 5,6

nS — broj konacnih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red
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Tablica 2.4. Utjecaj broja traka na tocnost izracuna statickog progiba primjenom

konacnih trakastih ljuski

RAVNA KONACNA TRAKASTA LJUSKA r =4

to¢no Wiz Za w2 za WLas=20" " Las=1
P=1 Sirinab duZinal 22— 2" [.100
b/l rjeSenje nS=1 nS =20 YLns=20
[KN] [m] [m]
[m] [m] [m] [%]
2,5 10 0,25 2,667-10° 2,656:10°  2,665:107 0,3
4 10 0,40 1,852-10°7 1,648-107 1,676:107 1,7
PLOCA 5 10 0,50 1,481-10° 1,306:107 1,353-10°7 3,5
6 10 0,60 1,235-107 1,073-107 1,142-107 6
10 10 1 8,642-10° 5,769:10°  7,496:10°¢ 23

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red

Na Slici 2.7. dana je graficka usporedba progiba za razli¢it broj kona¢nih traka. Slika 2.8.

prikazuje raspodjelu progiba plosSnog nosaca za razlicite uvjete oslanjanja.

(a) (b)
Slika 2.7. Staticki progib ploce slobodno oslonjene na svim stranama diskretizirane sa: (a)

5 konacnih traka; (b) 19 konacnih traka
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I
U s

(© (d)

Slika 2.8. Staticki progib ploce diskretizirane sa konacnimtrakastimljuskama: (a) slobodno

oslonjene na svim stranama; (b) slobodno oslonjene na dvije suprotne strane; (c) upete na

dvije suprotne strane; (d) upete na svim stranama

Tablica 2.5. Usporedba rjeSenja statickog progiba metodom konacnih traka i konacnih

trakastih ljuski

KONACNA TRAKA I RAVNA KONACNA TRAKASTA LJUSKA

Wy —wi)n _
P=1 to¢no w2 za konaénu w2 za kona¢nu % -100
[KN] rjeSenje [m] traku [m] trakastu ljusku [m] i
[%]
0,25 2,667-107 2,672:10°3 2,665-107 0,1
0,40 1,852:107 1,683-107 1,676:107 0,5
PLOCA 0,50 1,481-107 1,359:10° 1,353-10°7 1,5
0,60 1,235-10°7 1,148-10°7 1,142-107 2,8
1 8,642-10° 7,554-10°° 7,496-10° 12,4

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red
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U Tablici 2.6. dana je usporedba statiCkih progiba ploce slobodno oslonjene na dvije

strane, za razli€it broj traka i razliCit broj ¢lanova reda interpolacijske funkcije. Kao to¢no

rjesenje je ovdje uzeto ono za 20 konacnih traka i 50 ¢lanova reda.

Tablica 2.6. Usporedba utjecaja broja konacnih traka i broja ¢lanova reda na vrijednosti

statickog progiba
RAVNA KONACNA TRAKA
P=1 nS=1 nS=1 nS=1 nS =20 nS =20 nS =20
[KN] r=1 r=10 r=50 r=1 r=10 r=50
0,25 2,63-10° 2,67-10° 2,67-10° 2,631-10° 2,672-10°  2,674-107
’§ 0,50  1,324-10° 1,347-10° 1,347-10° 1,332:10° 1,359-10°  1,361-10°
5 1 6,97-10°° 7,119-10°° 7,122-10°° 7,323-10°° 7,578:10°  7,59-10°
RAVNA KONACNA TRAKASTA LJUSKA
P=1 nS=1 nS=1 nS=1 nS =20 nS =20 nS =20
kN oA r=1 r=10 r=>50 r=1 r=10 r=>50
0,25  2,625:10° 2,66:10° 2,66:10° 2,631-10° 2,672-10°  2,674-107
’§ 0,50  1,294:10° 1,306:10° 1,306:10° 1,332:10° 1,359:10°  1,361-10°
: 1 5,771-10°¢ 5,758-10°¢ 5,757-10°¢ 7,323-10°¢ 7,578-10%  7,59-10°¢

nS — broj konac¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red

Moze se zakljuciti da klasicna konacna traka daje toCnija rjeSenja i sa manjim brojem

elemenata nego konac¢na trakasta ljuska. Konacna trakasta ljuska zahtijeva veliki broj

elemenata i veliki broj ¢lanova reda interpolacijske funkcije za dobivanje to¢nog rjeSenja.
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3. DINAMICKA ANALIZA

3.1 1Izvod matrice krutosti i matrice masa za razlicite

uvjete oslanjanja

3.1.1 Opcenito

Kod klasi¢ne formulacije kona¢nih traka interpolacijska funkcija u poprecnom smjeru je
polinom viSeg reda. Ovakva vrsta interpolacijske funkcije zadovoljava kod konstrukcija
koje imaju malu Sirinu u odnosu na duZinu, odnosno kod grednih nosaca u stati¢koj 1
dinamickoj analizi, te plosnih nosaca u statickoj analizi. Ukoliko krenemo u dinamicku
analizu plo$nih nosaca, uocit ¢emo da se s polinomima ne moze opisati ponasanje ploSnih
nosaca. To se posebno istiCe kod dobivanja asimetriénih tonova na plo¢i. Naime,
polinomne interpolacijske funkcije imaju takva svojstva da ne mogu dati asimetricne
oblike osciliranja kod ploc¢e, ve¢ samo simetricne. Vlastite vrijednosti koje se dobiju za
plosnu konstrukciju odgovaraju onima za ekvivalentnu grednu konstrukciju. Zbog toga je
za interpolacijsku funkciju u popre€nom smjeru potrebno uzeti takoder neku od
trigonometrijskih funkcija ili njihovu kombinaciju, kao Sto se ¢ini u uzduZnom smjeru. Na
slican nacin je formulirana metoda konacnih slojevitih traka koja se primjenjuje u
trodimenzionalnoj analizi, da bi se reducirala na jednodimenzionalnu.

Naime, ideja je primijeniti interpolacijske funkcije za konacne trake u uzduZznom smjeru i
na popre¢ni smjer. Matrica krutosti 1 masa se tada izvodi slicno kao kod metode slojevitih
konacnih traka, s tom razlikom Sto se vr$i integracija po povrsini konacne trake, a ne po
volumenu. Odnosno, pretpostavlja se da su pomaci i rezne sile konstantne u smjeru
okomitom na povrSinu konacne trake. Ovdje je po prvi put izvedena takva kombinacija

elemenata konacne trake i slojevite konacne trake.
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3.1.2 Ploca slobodno oslonjena na dvije suprotne strane

Interpolacijske funkcije glase (Cheung i Tham 1998):

mn
Bm = - m= 1,2..r (3.1)
n=12 (3.2)
X,(x)=1 (3.3)
X
Xp(x)=1-— 24 (3.4)
2n—3
an = ——T, n=34..r (3.5)
= sin (") 4 sinn (%25 anx anx
X, (x) = sin (T) + sinh (T) — N [cos ( b ) + cosh( b )] (3.6)
sina, — sinha,
= 3.7
Tn cosa, — cosha, G-7)
[N]mn = Xn(x)ym(y) (3.8)
3.1.2.1 Matrica deformacija
0
[Blm1 = {—ﬁmzsin(ﬁmy)} 3.9
0
0
— (1 — 2{),8 2sin(,B y)
[Blmz = b/ m (3.10)
x
k —2 E:Bmcos(ﬁmy) J
3.1.2.2 Matrica krutosti
b 1 .
Kl = | [ 11" (D1[Blydxdy (3.11)
0 Jo
bl
[Klm1 = D,qﬁm4 (3.12)
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bl 21
[K]mZ = Dx E:Bm4 + ny ?,Bm2 (313)

[K]mn = Kl + KZ + K3 + K4_, m = 3,4‘ W

K, = Dx%(Z(an‘* — ﬁm4)((1 — np2)sinh(2a,b)cos(a,b)

(3.14)
— (1 + n,®)sin(a,b)cosh(a,b) + Zsin(anb)sinh(anb)))
l 1 , 1 .
K, = DxZ 2(an* — Bm") 5(1 + n,%)sinh(2a,b) — 5(1 —np2)sin(2a,b)
(3.15)
+ 2cos(2a,b) — nycosh(Ra,b) + Znnz(ocnb)>>
[
Ky = =Dy 7 ttnfim” (411 — 4(@nb) + (1 =1, ?)sin(2ayb) 516

+ (1 + n,2)sinh(2a,b) — 2n,cosh(2a,b))
K, = nylanﬁm2(6nn + 2(a,b) + sin(2a,,b) — n,cos2a,b) +)
+ cosh2a,b) + (2 — n,%)sin(a,b)cosh(2a,b) (3.17)
+ (2 + n,%)sinh(a,b)cos(2a,b)

3.1.2.3 Matrica masa

b ,l
[M]mn = ptf f [N]mnT[N]mndXdy (3.18)
0 0
bl
[M]ml = pt? (3.19)
bl
[M]mz = ptg (3.20)
[M]mn = M1 + Mz + M3 + M4_, n= 3,4‘ w (321)

1
M; = n,? <b + gcosh(anb)sinh(anb)
n
1
+ . (cosh(anb)sin(anb) + cos(anb)sinh(anb)) (3.22)
n

1
+ Esm(Zc&b))

n
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M, = —Z—n (25in2 (apb) + 2sinh(a,b)sin(a,b) + cosh(a,b)sin(a,b)
n

(3.23)
+ sinh(anb)cos(anb))
1 _ 1. by b
My =— <cosh(anb)smh(anb) — —sin(a,b) — —) + = (3.24)
@ 4 2) "2
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3.1.3 Ploca slobodno oslonjena na svim stranama

Interpolacijske funkcije glase (Cheung i Tham 1998):

X, (x)=sinla,x) (3.25)

Y, (y)=sinlg,y) (3.26)
nzx mmw

an =7’ﬁm :T (327)

[N, =X, (x)Y, (y) (3.28)

3.1.3.1 Matrica deformacija

[ 0%[Nl )
az?ﬁfmn _anZXn(x)Ym(y)
Bl =\=""Zyz (= —Bon X ()Y () (3.29)
02[N],n 20, BmXn' () Yn' ()
\  0xdy J
_anZSin(anx)Sin(ﬁmy)
[Blmn =9 —Bm’sin(a,x)sin(Bmy) (3.30)

20, fmcos(apx)cos(fmy)

3.1.3.2 Matrica krutosti

Matrica krutosti se moZe izvesti mnoZenjem matrice deformacija [B]mn 1 elasticne matrice

[D] i integriranjem po povrSini ploce:
b 1

Kl = [ [ 181" (D1[Blydxdy (331)
0o Jo

bl
[Klmn = [Dy(@n? + Br?) + D120 2B’ + Dyyhet,? B’ (3.32)
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gdje su b 1 [ dimenzije konacne trake, a Dy, Dy 1 D; ¢lanove elasti¢ne matrice(Cheung i

Chidiac 1996). Matrica krutosti je funkcija broja ¢lanova reda m i n 1 dimenzija je m x n.

3.1.3.3 Matrica masa

Kontinurana matrica [M]mn masa se mozZe izvesti mnoZenjem interpolacijskih funkcija u

oba smjera 1 integriranjem po povrSini ploce:

b 1
[M]mn = ptf f [N]mnT[N]mndxdy (3.33)
0 Y0

bl bl
M = ptf an(x)sz(y)zdxdy = ptf fsinz(anx)sinz(ﬁmy)dxdy (3.34)
o Jo 0 Jo

bl
[M] i = ptZ (3.35)

Sto odgovara vrijednosti za jednu zamjenjujucu koncentriranu masu na sredini raspona
ploce. p je gustoca materijala, b, [ i t su Sirina, duZina i debljina konacne trake respektivno.
Xu(x) 1 Xim(y) predstavljaju interpolacijske funkcije u poprecnom i uzduZnom smjeru, n je

broj ¢lanova reda za popre¢ni smjer, a m za uzduzni smjer.
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3.1.4 Ploca uklijestena na dvije suprotne strane

Interpolacijske funkcije glase (Cheung i Tham 1998):

2m+ 1
m = , m=12..r (3.36)
21
Ym(y) = Sin(ﬁmy) - Sinh(ﬁmy) - am[cos(ﬁmy) - COSh(,Bmy)] (3.37)
[ ) — sinh(By,l
o SInnl) = sinh(BD) .
cos(B,l) — cosh(B,,1)
n=12 (3.39)
X, (x) =1 (3.40)
X
X,(x)=1- ZE (3.41)
2n—3
= = 3.42
a, T n=34..r (3.42)
X, (x) = sin(a,x) + sinh(a,x) — nylcos(ayx) + cosh(a,x)] (3.43)
] b) — si b
0 = sin(a,b) — sin(a,b) (3.44)
cos(a,b) — cosh(a,b)
[N]mn = Xn ()Y (¥) (3.45)
3.14.1 Matrica krutosti
(Kl = Ky + Ky + Ky + Koy + Ky, m =347 (3.46)
111 _
K, = Dya,* <bnn2 + = (E + nn2> cosh(a,b)sinh(a,b)
n
1
- (1 + n,®)cosh(a,b)sin(a,b)
1" , (3.47)
0 (1 + n,®)cos(a,b)sinh(a,b) + a—nnsinh(anb)sin(cxnb)
n n
1 8h? (nb) = — 1 5in? (ab) — —— Sin(2atnb)
. NpSinh?*(a, a Npsin®(a, Ia, sin(2a,
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Ky = Dafn’ <lnm2 o (5 1) cosh (BuDisin (B

+ 1 (1 + np?)cosh(Bp,Dsin(Byl)

m

1 5 (3.48)
+— (nmz - l)sinh(ﬁml)cos(ﬁml) - ﬁ_nmSinh(ﬁml)Sin(ﬁml)
- imnmSinhz (ﬁml) - ﬁimnmSinz (ﬁml) - “%mSin(zﬁml))
K =Dy |Bm (251'nh2 (ﬁm %) + 2sin? (ﬁm %) — N (sinh(BpD) + sin(ﬁml)))
+ ay, (ZSl'nh2 (an g) + 2sin? (an g) (3.49)
— nm(sinh(anb) — sin(anb))>]
2( 1 .
nyy = nyzﬂm (T (nmz + 1)COSh(ﬂml)Slnh(ﬂml)
+ ﬂi (nmz - I)COSh(ﬁml)Sin(ﬁml)
— i (1 + ) sinh(Bp)cos(Bl) — ﬁinmcosh(ﬁml)cos(ﬁml) (3.50)
1 ) 1 .
- % 1- nmz)Sln(zﬁml) - _mnmSlnhz (ﬁml)
+ i (Bl) = 5 + )

1
Kyyx = Dyy2a,* (g (M? + Dcosh(a,b)sinh(a,b)
n
1
+ . (1 — n,>)cosh(a,b)sin(a,b)
n

1 2
+ - (1 + n,3)cos(a,b)sinh(a,b) — a—nncosh(anb)cos(ocnb) (3.51)
n

n

1 , 1 .
+ o (1 —n,?)sin(ay,b) — a—nnnsmh2 (a,b)

1, 2
+ a—nnnsm (apb) + a—nnn + b)
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3.1.5 Ploca uklijeStena na svim stranama

Interpolacijske funkcije glase (Cheung i Tham 1998):

2m+1
m = T, m=12..r (3.52)
21
Ym(y) = Sin(ﬁmy) - Sinh(ﬁmy) - am[cos(ﬁmy) - COSh(,Bmy)] (3.53)
[ ) — sinh(B,,1
o SInnl) = sinh(BD) .
cos(B,l) — cosh(B,1)
n=1,.2 (3.55)
X,(x)=1 (3.56)
X
X0 =1-25 (3.57)
2n—3
= = 3.58
a, T n=34..r (3.58)
X, (x) = sin(a,x) — sinh(a,x) — ny[cos(a,x) — cosh(a,x)] (3.59)
[ b) — si b
0 = sin(a,b) — sin(a,b) (3.60)
cos(a,b) — cosh(a,b)
[N]mn = Xn(x)ym(y) (3.61)
3.1.5.1 Matrica krutosti
[Klmn = Kx + K, + K; + Kyypyy + Kyye, m=34 .7 (3.62)
1 /1
K, = D,a,* <bnn2 + . <§ + nn2> cosh(a,b)sinh(a,b)
n
1
+ = (1 + n,®)cosh(a,b)sin(a,b)
1" , (3.63)
+ . M? — Dcos(a,b)sinh(a,b) — a—nnsinh(anb)sin(anb)
n n
1 1 1
— a—nnnsmh (apb) — a—nr)nsm (ap,b) — msm(Zanb)
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Ky = Dafn’ (lnmz 5 (5 1) coshBmDsinh (Bl

+ 1 (1 + nm®)cosh(BpDsin(Bml)

(3.64)

£ (? = Dsink(Bl)cos(Bl) — ﬁinmsinh(ﬁmwsin(ﬁmu

- imnmSinhz (ﬁml) - ﬂimnmSinz (ﬁml) - “%Sin(zﬁml)>

K1=D1

Bm (ZSL'nh2 (ﬁm %) + 2sin? (ﬁm %) — N (sinh (B D) + sin(ﬁml)))
+ a, <25inh2 (an g) + 2sin? (an g) (3.65)

— i (sinh(a,b) + Sin(“nb)))]

Keyy = Dey2Bn” (55 (® + Dcosh(BD)sinh (Bl
- i (Mm* — Dcosh(BDsin(Bml)

— i (1 + n,,2)sinh(B,)cos(Bl) — i77mcosh(,6’ml)cos(ﬁml) (3.66)

m Bm
! . .
-—(1- Nm )Sl‘l’l(Zﬁml) — ——MNmSinh (ﬁml)
4fm m
1 1
+ _nmSinz(ﬁml) — = Nm + l)
m m

1
Kyyx = Dyy2a,* <g (M2 + Dcosh(a,b)sinh(a,b)
n
1
+ . (1 — n,®)cosh(a,b)sin(a,b)
n

1 2
- (1 + n,3)cos(a,b)sinh(a,b) — a—nncosh(anb)cos(anb) (3.67)
n

n

1 ) 1 ]
" Ia (1 —n,2)sinQa,b) — a—nnnsmh2 (a,b)

1, 2
+ a—nnnsm (apb) — a—nnn + b)
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3.2 Parametarska analiza utjecaja broja konac¢nih traka i
¢lanova razvoja u red na to¢nost izracuna vlastitih

vrijednosti

U Tablicama 3.1.-3.4. dana je usporedba vlastitih vrijednosti ploce za razliCite uvjete
oslanjanja dobivene analiticki (Leissa 1973) s vrijednostima dobivenim numeri¢ki za
razli¢it broj konacnih traka i razliitih broja ¢lanova reda koriStenog za interpolacijsku
funkciju.

Na Slikama 3.1., 3.3.-3.5. prikazane su grafic¢ki uzduzne vibracije ploce za razliite uvjete

oslanjanja, dok su na Slici 3.2. prikazane i poprecne vibracije ploce za prva tri tona.

3.2.1. Ploc¢a slobodno oslonjena na dvije suprotne strane

Tablica 3.1. Utjecaj broja konacnih trakastih ljuski na tocnost vlastitih vrijednosti za

plocu slobodno oslonjenu na dvije suprotne strane

KONACNA TRAKASTA LJUSKA

Ploca slobodno oslonjena na dvije suprotne strane

analiticki numericki
(E)Z ER’ broj traka broj traka broj traka

L7 (12ph nS=1r=1 nS=1,r=20 nS =20, r =20
19,739 17,619 17,619 19,726
78,957 70,477 70,477 78,906
177,653 158,574 158,574 177,538
315,827 281,91 281,91 315,622
493,48 440,484 440,484 493,16

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red
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(a) (b) (c)
Slika 3.1. Slobodne vibracije ploce slobodno oslonjene na dvije suprotne strane: (a) prvi

ton; (b) drugi ton; (c) treci ton

(@) (b) (©)
Slika 3.2. Slobodne vibracije ploce slobodno oslonjene na dvije suprotne strane: (a) m =

ILn=2;(b)m=1,n=3(c)jm=2,n=2

Iz podataka navedenih u Tablicama 3.1.-3.4. mozZe se zakljuciti da kod plosnih nosaca veci
utjecaj na tocnost rezultata ima broj konacnih trakastih elemenata, nego broj ¢lanova reda

interpolacijske funkcije.
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3.2.2. Ploc¢a slobodno oslonjena na svim stranama

Tablica 3.2. Utjecaj broja konacnih trakastih ljuski na tocnost vlastitih vrijednosti za

plocu slobodno oslonjenu na svim stranama
KONACNA TRAKASTA LJUSKA

Ploca slobodno oslonjena na svim stranama

analiticki numericki
(E)z En’ broj traka broj traka broj traka
L7 J12ph nS=1r=1 nS=1,r=20 nS =20, r =20
19,739 16,663 16,663 19,689
78,957 66,654 66,654 78,754
177,653 149,971 149,971 177,197
315,827 266,616 266,616 315,016
493,48 416,587 416,587 492,213

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red

(b) (©)

(a)

Slika 3.3. Slobodne vibracije ploce slobodno oslonjene na svim stranama: (a) prvi ton, (b)
drugi ton; (c) treci ton

48
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3.2.3. Plo¢a uklijeStena na dvije suprotne strane

Tablica 3.3. Utjecaj broja konacnih trakastih ljuski na tocnost vlastitih vrijednosti za

plocu uklijestenu na dvije suprotne strane

KONACNA TRAKASTA LJUSKA

Ploca uklijestena na dvije suprotne strane

analiticki numericki
((Zn + 1)”)2 Eh? broj traka broj traka broj traka

2l 12ph nS=1,r=1 nS=1,r=20 nS = 20, r = 20
44,413 37,493 37,493 44,299
123,37 104,147 104,147 123,053
241,805 204,128 204,128 241,184
399,719 337,436 337,436 398,693
597,111 504,071 504,071 595,578

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red

(a)

(b)

drugi ton; (c) treci ton

(©)

Slika 3.4. Slobodne vibracije ploce uklijestene na dvije suprotne strane: (a) prvi ton; (b)
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3.2.4. Ploca uklijestena na svim stranama

Tablica 3.4. Utjecaj broja konacnih trakastih ljuski na tocnost vlastitih vrijednosti za

plocu uklijestenu na svim stranama

KONACNA TRAKASTA LJUSKA

Ploca uklijestena na svim stranama

analiti¢ki numericki
(E)z En’ broj traka broj traka broj traka

L7 J12ph nS=1,r=1 nS=1,r=20 nS = 20, r = 20
19,739 17,619 17,619 19,726
78,957 70,477 70,477 78,906
177,653 158,574 158,574 177,538
315,827 281,91 281,91 315,622
493,48 440,484 440,484 493,16

nS — broj kona¢nih traka

r — broj ¢lanova razvoja u red

(a)

Slika 3.5. Slobodne vibracije ploce uklijestene na svim stranama: (a) prvi ton; (b) drugi

(b)

ton, (c) treci ton

(©

50
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3.3 Dinamicka analiza plosSnog nosata opterecenog
pokretnom silom konstantnog intenziteta
3.3.1. Analiticko rjesenje
Diferencijalna jednadzba ploce glasi (Brci¢ 1978):

DAAw + ptw = q(x, y,t) (3.68)
Ii:

2 4 4 4
P 9*w(x, y,1) N D{a wix, y,t) 49 *w(x, y,t) 9*wlx, y,t)

or? ot ax20y’ " } =q(x,y,1) (3.69)

gdje je p gusto¢a materijala, ¢ je debljina ploce, D = w(x,y,t) funkcija pomaka

E
12(14v2)

ploce, g(x,y,t) funkcija optere¢enja. Pocetni i rubni uvjeti glase:

wix,y0)=f(x,y)=0 (3.70)
w(x,y0)=g(x,y)=0 (3.71)

Nakon primjene Laplaceove transformacije dobije se:
DAAW(x, y, )+ pts*w(x, y,8) = q(x, y,5) (3.72)

gdje je prema definiciji Laplaceove transformacije funkcije iz t domene u s domenu:

[ee)

w(x,y,s) =f e Stw(x, y, t)dt (3.73)
0

o)

q(x,y,s) =f e Stq(x,y, t)dt (3.74)

0
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Funkcije w 1 ¢ razvijaju se u redove po funkcijama oblika W,n(x,y) koje zadovoljavaju

jednadzbu:

AAW, —A ‘W =0 (3.75)
2
w D
A =00 == (3.76)
¢ Pt
w(x, y, p) =Y A, (pW,,(x,y) (3.77)
7(x.y.p) = 4, (PIW,,(x,y) (3.78)
Koeficijenti redova A.um(p) 1 gam(p) izrazavaju se pomocu integrala:
ab
A (p) = [ [WCx, 3, PV, (x, y)dxdy (3.79)
00
ab
9 (P) = [ [T (x, v, PIW,,, (x, y)dxdy (3.80)
00
JednadZba (3.72) mnozi se sa Wun(x,y) 1 integrira po povrsini ploce:
DW, (x,V)AAW(x, y,s)+ pts’W, (x, y)w(x,y,s) =W, (x,y)q(x,y,s) (3.81)
(6)
b (L b 1
D[ [ Wm0y, 5)dxdy + pts? | [ W y)WCx, 3, 5)dady
0 Y0 0 Y0 (3 82)
™) '
b L
— [ [ Whm. 1130y, 5)dxdy
o Jo
Prema (3.77), (3.78), (3.79) i1 (3.80), jednadZba (3.82) postaje:
DW, (x,y)AAW(x,y,s)+ pts’W, (x, y)w(x,y,s) =W, (x,y)q(x,y,s) (3.83)
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b rl
Dj j an(x, y)AAAnm(p)an(xr Y)dxdy + ptSZAnm = 4nm (3.84)
0 0
b oAl 3
b f f an(xr y)Anm(p) AAan(xr y) dxdy + ptSZAnm = 4nm (3'85)
0 0

Prema (3.75):

b rl
Dj j Ay (@) Wy (x, ) Aanan(x, y)dxdy + ptSZAnm = dnm (3.86)
0 Y0 4)

Prema (3.77):

(6)

4 (P X (3.87)
DApm j f w(x,y, D)Wy (x, y)dxdy + pts“Apm = Qum
o Jo
Prema (3.79):
q
Dﬂ.nm4Anm + ,OtSZAnm =qum = Awm = D/lnm4n$ pt_gz (3.88)
2 2
s W°  ptw
A === (3.89)
_ Unm
nm — pt(wz + Sz) (390)
Nakon uvrStavanja u (3.77) dobije se:
Ty, p) = ZA W (x,y) = G Woim (X, ) (3.91)
inp nm p nm 'y pt(w2+52) .
nm nm
oo b pl _
7t y) = 2 Wom (6, ¥) [y fo @0, 7, D)W (x, y) dxdy (3.92)
' Yop) = pt(w? + s2) ’

nm

Primjenom inverzne Laplaceove transformacije vracaju se funkcije u vremensku domenu:
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w(x,y,t)

1 — b rl t sin(wy,(t — 1 (3.93)
=— ) Wyn(x, y)f j Wom (U, v)dudvj q(u,v,1) ( i )) dt
pt i o Jo 0

nm

Gornji izraz predstavlja opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe gibanja slobodno oslonjene

ploce. Ukoliko se pretpostavi da je optere¢enje pokretna sila, tada vrijedi za opterecenje:

F(1)o(x=&)0(y—vr) za vt<l
X, y,1) = 3.94
qtx-y.1) {0 za vt>1 ( )
gdje ¢ oznaCava poloZaj sile u x smjeru i ovdje je konstantan u vremenu.
Uvrsti li se izraz za pokretno opterecenje u izraz (3.93) dobije se:
1 — b [l t
W0 3,0 =~ Won 9 [ [ WomC,vddudy [ F@8G- 50
p pmpen 0 Jo 0 (3.95)
sin(wp,(t—7
— vt) (@t =) dr
wnm
Uvati li se da vrijedi:
b (1
f f §Cx — E)5(y — VW (1, v)dudv = Wiy (£, 90X, (€)Y, (0E) (3.96)
0 Y0
Tada se dobije:
1w t sin(wpm(t — 1
WY, = = Won(6,) f S B Gl i 2) P )
pt 0 nm
nm
Ako se pretpostavi da je pokretna sila konstantnog intenziteta u vremenu:
F(t) = PyH(t) (3.98)
0, t<0
H(t) = {1' 0 (3.99)
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sin(wnm(t — T))

Py~ t
w(x,y,t) = —OZ Wam (x, y) j Wam (&, vt) dt (3.100)
pt nm 0 nm
Ukoliko je ploca slobodno oslonjena, tada je:
2 .
Wom (x,y) = \/ﬁﬂn(anx)ﬂn(ﬁmy) (3.101)
2 .
Wom (€, 0t) = \/—b_lsm(ocnf)sm(ﬁmvr) (3.102)
nm
= (3.103)
mmn
P =—7 (3.104)
2 2 2y D
Wnm? = (@n? + B )E (3.105)
w(x,y,t) =
oo . . t . ] in(wnm(t—7) (3.106)
S o Sin ()5t (Byn) [y = Sin(en)sin(Byvr) 222220) gy
Na kraju se dobije konacno rjeSenje:
4P, sin(a,x)sin(By)sin(a,é) ]
W(x) yr t) = bl Otz = 2 Zm 2 “ [ﬁmvSln(wnmt)
Pt wpm(Bmv? — Wam?) (3.107)
- wnmSin(ﬁmvt)]

Ukoliko se pretpostavi da v tezi ka O, dobije se rjeSenje za staticki progib ploce od

djelovanja sile Py na mjestu s koordinatama x = ¢&, y = n:

4Py O 5in (@ x)Sin(Bmy)sin(ané)sin(Bpmn) .
2 [ﬁmvSln(wnmt)
blD £ (an? + Bn?) (3.108)

- wnmSin (ﬁmvt)]

w(x,y,t) =

U izraz (3.100) se mogu uvrsti funkcije oblika za drugacije uvjete oslanja, te tako dobiti
rjeSenja za dinamicki 1 staticki progib ploce za razlicite uvjete oslanjanja. Ukoliko se uvrste
funkcije oblika za plocu slobodno oslonjenu na svim stranama, dode se do Navierovog
rjeSenja za staticki progib ploce, (Reddy 2006).

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 55



Tori¢ Mali¢ N., disertacija DINAMICKA ANALIZA

3.3.2. Usporedba numeri¢kog rjesenja primjenom metode konac¢nih trakastih

ljuski s analiti¢kim rjeSenjem

Model utjecaja pokretnog optereCenja na ploSnu konstrukciju nacinjenu primjenom
konacne trakaste ljuske, koja je modificirana uvodenjem trigonometrijskih funkcija kao
interpolacijskih funkcija u poprecnom smjeru, verificiran je usporedbom sa rjeSenjem u
zatvorenom obliku izvedenim u poglavlju 3.3.1. Usporedba ta dva rjeSenja prikazana je na

Slici 3.6., gdje se vidi potpuno poklapanje rezultata.

ploca

1

1.5

progib [m]

vrijeme [s]
»¢ analiticko rjeSenje

&+ numericko rjeSenje

Slika 3.6. Usporedba numerickog i analitickog rjesenja za plocu optereéenu pokretnom

silom
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4. MODELI POKRETNOG OPTERECENJA

4.1. Pokretna sila

Pokretna sila se svrstava u impulsno opterecenje po svom nacinu djelovanja. MoZe biti
konstantnog ili promjenljivog intenziteta, a poloZaj u prostoru ovisi o brzini kretanja, Slika
4.1. Pokretna sila je najjednostavniji model pokretnog opterecenja, jer uzima u obzir samo

gravitacijsko djelovanje, a zanemaruje djelovanje inercijalnih sila.

Slika 4.1. Pokretna sila na konstrukciji

Pokretna sila se moZe opisati Dirac-ovom funkcijom preko Kronecker-ovog 6 operatora u
obliku d(x-vt), gdje je v brzina pokretne sile (Giordano i Weir, 1991.), Slika 4.2. Kako su
primijenjene konacne trake, koje se zasnivaju na razvoju u redove, potrebno je i zadano
opterecenje prilagoditi tome. Tako se pokretno opterecenje u metodu konacnih traka uvodi
na nain da se koncentrirana sila takoder razvije u red, a zatim mnoZi s odabranim

funkcijama oblika za uzduZzni i popre¢ni smjer:

2n
1 t Ay y
—_p. E G il )i Z 4.1
P(y,t) =P k_lk sm(knL)sm(kn L)sm(knL) “4.1)
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P(t,m) = Z At MN (%) P (33, £) 4.2)

gdje k = 1,2,...2n 1 m predstavljaju broj ¢lanova reda koji se uzimaju u obzir, ¢t oznacava
vremnsku, a y prostornu koordinatu, L je ukupna duZina na kojoj djeluje sila P, 41 N su

interpolacijske funkcije u uzduznom i poprecnom smjeru respektivno.

310%
=== pokretna sila
225104
=
e 1.5x10%
) :lxll}s'
0 10 20 30

polozaj v [m]

Slika 4.2. Vektor opterecenja na konstrukciju za poloZaj pokretne sile na sredini raspona

Na Slici 4.3. prikazana je matrica sa podacima o intenzitetu (koordinata z) i poloZaju sile

(koordinata y) u odredenom trenutku (koordinata x).

pokretna sila
2-104
vr\f%nlg,

Slika 4.3. Matrica s podacima o poloZaju i intenzitetu opterecenja u svakom vremenskom

trenutku
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Dinamicka jednadZzba koja opisuje ponasanje ploce uslijed optere¢enja pokretnom silom

(Timoshenko i Krieger 1959 ):

N %2w(x,y,t) D 0*w(x,y,t) 0*w(x,y,t) d0*w(x,y,t)
at? dx* d0x?0y? dy* 4.3)

=F()d(x —§)d(y —vt)

gdje p predstavlja masu plo¢e po jedini¢noj povrSini, & je debljina ploce, P je vanjsko
Eh?
T 12(1+v2)

opterecenje, d(y-&) 1 d(y-vt) su Diracove funkcije
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4.2. Pokretna masa

Pokretna masa, za razliku od pokretne sile uzima u obzir inercijalne ucinke na
konstrukciju. Pretpostavlja se da pokretno opterecenje djeluje na konstrukciju u samo
jednoj tocki, kao i kod pokretne sile. Dinamicka svojstva vozila kao pokretnog opterecenja

nisu uzeta u obzir. Pokretna masa na konstrukciju djeluje silom, Slika 4.4.:

F=m-(g—w) 4.4)
..A
W V
m-w Vo
m
A\‘\\ w ///A
B C—

Slika 4.4. Pokretna masa s pripadajucim silama

Dinamicka jednadZba koja opisuje ponaSanje ploce uslijed optere¢enja pokretnom masom

(Fryba 1999 ):

0*w(x,y,t) 0*w(x,y,t) *w(x,y,t) 0*w(x,y,t)
e [ axt T2 axzayr T l

4.5)
0*w(x,y,t)
at? l

= 6()’ - Ut) [Q(x;y; t) -m
Vozilo je idealizirano koncentriranom masom. Desna strane jednadZzbe (4.5) predstavlja
gibanje sile skupa s masom vozila m ukljuc¢ujuci njene inercijalne ucinke na konstrukciju.
Zbog parcijalne derivacije drugog reda na desnoj strani rjeSavanje jednadzbe (4.5.) je vrlo

zahtjevan zadatak. Ovaj model je detaljnije elaborirao KoZar (KozZar 2009).
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4.3. Model pokretnog opterecenja sa 2 stupnja slobode

c. ﬂ-‘T ?k. w
c.:’é J7f(, z
M:

Ms j z me €

Mu -w

Slika 4.5. Model pokretnog opterecenja sa 2 stupnja s pripadajucim silama

Najjednostavniji model pokretnog opterecenja koji uzima u obzir neke dinamicke
karakteristike vozila ¢ine dvije koncentrirane mase povezane elasticnom oprugom i
priguSivacem (Fryba 1999, Bréi¢ 1978) prikazan na Slici 4.5. Masa M; je povezana
elasticnom oprugom i predstavlja masu vozila, dok je masa My direktno oslonjena na
podlogu i predstavlja masu ovjesa i kotaca vozila. Ovaj model realnije opisuje pokretno
opterecenje, a variranjem parametara (vrijednosti mase i krutost opruge) moze se reducirati

na prethodno spomenute modele pokretnog opterecenja. Sile u oprugama iznose:

F,=—-k-z (4.6)
F=—-cv=-c"z 4.7)

gdje je k [N/m] koeficijent krutosti opruge, a ¢ [Ns/m] koeficijent prigusenja, z oznacava
pomak mase M;.

Iz drugog Newtonovog zakona slijedi da je:
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ZF=m-a=Mu-W=Fk+FC (4.8)

gdje w oznacava pomak konstrukcije. Inercijalna sila koja ima suprotan smjer u odnosu na

pomak jednaka je, Slika 4.5. :
My, w=-k-z—c-Z 4.9)
Dinamicka sila kojom vozilo djeluje na konstrukciju je tada:
F=WMy,+M)-g—M, w+k-(z—w)+c-(Z—Ww) (4.10)
gdje je My masa bez opruge - masa kotaca, a M5 masa s oprugom — masa vozila bez kotaca.

Zbroj masa Mu 1 M;s daje ukupnu masu vozila M.

Dinamicka sila F je u parcijalnu diferencijalnu jednadzbu uvedena preko veli¢ine P:

P=Fy+F+F (4.11)

Fy = (M, + My)g - 8(x — vt) (4.12)
F, = =M, -w-6(x — vt) (4.13)
Fp=k(z—w)-6(x —vt) (4.14)

Fy predstavlja gravitacijsko djelovanje mase na konstrukciju, F; predstavlja inercijski

ucinak mase, a F, predstavlja sile u elasti¢noj opruzi i prigusivacu.
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4.4. Model pokretnog opterecenja sa S stupnjeva slobode

d y v |
J |
d Vi |
4 A A Sz v
Z] Z; — Tz,
e |
M,
teZiste k3 c;
m3jc Lk
< : kj’k : zr. Zp3
7
povr§ina konstrukcije Cy
a, | b,

Slika 4.6. Model vozila sa 5 stupnjeva slobode

Zasnovan na osnovnom 2D modelu vozila s 4 stupnja slobode (Fryba 1999), ovdje je
primijenjen 2D model vozila s 5 stupnjeva slobode, da bi odgovarao teSkom vozilu s 3
osovine. Na Slici 4.6. dan je prikaz modela. M, predstavlja masu vozila s teretom i ima dva
stupnja slobode: vertikalni pomak z i rotaciju oko poprecne teziSne osi 6. Pri tom Iy
ozna¢ava moment tromosti vozila u odnosu na poprecnu teziSnu os. Mase mk, mok 1 M3k
predstavljaju masu osovina i kotaca i imaju po jedan stupanj slobode — vertikalni pomak
21k, 22k 1 23k, Sto skupa s dva stupnja slobode mase vozila, ¢ini ukupno 5 stupnjeva slobode.
Z01, Zo2 1 Zo3 su zapravo pomaci kotaCa koji sadrze i eventualne neravnine podloge.

JednadZbe gibanja vozila sa n opruga u openitom zapisu:
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n
My 2t ) k(2= 7+ 00, = 30) = Mg (4.15)
i=
. n
lo 6+ ) ki(z= 2+ 004 =y)) 0 =¥ = 0 (4.16)
i=
Mk~ Zie — ki(z — 2y + 00y — 1)) = ki * Zoi 4.17)

model vozila sa 5 s.s.

0.02
) 0.015 //\
‘" 0.01
= _3 /
,,Ej =10 \\é
2. 0 anie N L

— 5x107

>0 0.75 13 223 3

vrijeme [s]
(a)
model vozila sa 5 s.s.

21077
? 1551073 /“\
- 12107
2 - —4’ \
E 3=10 \
[xx}
S 0 N i e e S

g
— 510
A0S

(b)

Slika 4.7. (a) Vertikalni pomak i (b) rotacija modela vozila sa 5 stupnjeva slobode

Na Slici 4.7. prikazana je promjena vertikalnog pomaka teziSta vozila z i rotacije oko
poprecne teziSne osi # u vremenu za model sa 5 stupnjeva slobode, prilikom prelaska preko

slobodno oslonjene plo¢e s ukrutama duzine 30 m. Ukupno vrijeme prelaska vozila preko
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konstrukcije je 1,5 s. U pocetnom trenutku i vozilo i konstrukcija miruju, a vozilo se nalazi
izvan raspona konstrukcije. U slijede¢em vremenskom koraku vozilo se pocinje kretati
konstantnom brzinom i dolazi na konstrukciju. U ovom prvom vremenskom koraku
gravitacijske i inercijalne sile vozila djeluju na konstrukciju i uzrakuju pomak konstrukcije.
Uslijed pomaka konstrukcije mijenjaju se kontaktne sile, koje onda djeluju na vozilo i
njegov pomak i rotaciju, te se tako pomak vozila pove¢ava dok se povecava i pomak
konstrukcije. Vertikalni pomak vozila doseze maksimum otprilike u trenutku kad se vozilo
nalazi na polovici raspona konstrukcije (0,6 s), a nakon toga se smanjuje i dolazi u nulu

kada prede preko konstrukcije (1,3 s), Slika 4.7.

2D model s 3 opruge i 5 stupnjeva slobode je razmatran ovdje. Sustav jednadzbi za takav

model dan je u matri¢cnom zapisu:

M-Y+K-Y=F (4.18)
Y={W 2z 0 zi Zzy 2z3)" (4.19)
M, 0 0 0O 0 03
0O M, 0 0 0 0
o o0 1, 0o o 0
M=10 0 0 my 0 0 (4.20)
0 0 0 0 my O
(0 0 0 0 0 ms
K, 0 0 0 0 0
3
0 k; 0 0 0 0
i=1
3
K=|lo o0 Z kiGy—y)> 0 0 0 (4.21)
i=1
0 0 0 k, 0 0
0 0 0 0 k, 0
0 o 0 0 0 kil
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3
\
ki (zi —2)(y, —yi) — Mg

i=1
3
' 1ki (Zi - Z)(yv - yi) —M,g
i=
F =4 3 >
Z- 1ki (z; — 0y, — ¥)) (4.22)
i=

ki(z+ af) + kixzo1 — Myrg
ky(z + bO) + kypzop — Marg
\ k3(Z + CH) + k3kZO3 — M3rg y,

Yo —V1=@G Yy —Y2=b; ¥y, —y;=¢ (4.23)

Gdje je Y vektor pomaka, M matrica s podacima o masama i momentima tromosti masa, K
je matrica krutosti i F je vektor opterecenja koji sadrzi podatke o dinamickim (kontaktnim)

silama.
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4.5. Model pokretnog opterecenja sa 9 stupnjeva slobode

Kod punog modela vozila centar masa ima tri stupnja slobode: odskakanje, prevrtanje
(obrtanje) 1 naginjanje (engl. bounce, roll and pitch effect), dok kota¢i imaju po jedan
stupanj slobode — odskakanje. Naginjanje je posljedica medudjelovanja prednje i straznje
osovine vozila. Moment tromosti povrSine vozila u odnosu na zami$ljenu poprecnu os
umanjuje mogucnost da opterecenje prednjeg i straZnjeg ovjesa bude konstantno na
neravnim povrSinama, te time omogucava lakSe savladavanje neravnina u cilju redukcije
dinamickih djelovanja vozila na konstrukciju kao i poboljSanja udobnosti osoba koje se
nalaze u vozilu.

Prevrtanje vozila je zapravo rotacijsko gibanje vozila oko uzduzne osi koja prolazi kroz
teziSte vozila. Moment tromosti vozila u odnosu na zamis$ljenu uzduznu os osigurava takvu
raspodjelu opterecenja izmedu kotaca na lijevoj i desnoj strani vozila da ne dode do

bo¢nog prevrtanja.

c I c
c 3 3
z -
-~ Z) - z
a - <6k Msic <3k
P ok
74 Tz ko - ki -
F-ul 6 3
A i jo
ks Cs k2 €2
M5k Z 5% Mo <2
k:,f c k c
4 k 1 I
Sk _ ko -
Z4i Z5p Zy <2p
ik mik
kg _ ki
"4p ZJP

Slika 4.8. Model vozila sa 9 stupnjeva slobode
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Na Slici 4.8. prikazan je 3D model vozila s 9 stupnjeva slobode i odgovara prostornom
modelu vozila s tri osovine. Vozilo je predstavljeno kao kruto tijelo mase m,, dok su mase
ovjesa i kotaCa predstavljene masama mi, gdje je i broj masa, koji odgovara broju kotaca
vozila, u ovom slucaju je i = 6. k; i ¢; oznacavaju krutost i prigusenje elasti¢nih opruga i
priguSivaca na koje je oslonjena masa vozila, a ki predstavlja krutost elasti€éne opruge na
koje je oslonjena masa m;x 1 odgovara krutosti kotaca vozila. zi je pomak mase mix, a z;, je
pomak podloge, koji se sastoji od pomaka konstrukcije i neravnine podloge. z, a 1 8 su
translatorni pomak, rotacija oko uzduZzne i rotacija oko poprecne teziSne osi, respektivno. v

predstavlja brzinu kretanja vozila, Slika 4.9.

model vozila sa 9 s.s.

0.03
E 0m o~
% 0.01 / 1\
=
a 1] S
—001
0 0.73 1.5 225 3
vrijeme [5]
(a)
model vozila sa 9 s.s.
0.06
2 oo
=\
= 002
= \ ,“\ o N e pr——
5 0 NS
- 002
0 0.73 1.5 225 3
vrijeme [s]
(b)
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model vozila sa 9 s.s.

rad|
L

e

-—_

02 \

0.1

rotacija o
=
e
)
v

-01
-02

vrijeme [s]

(c)
Slika 4.9. (a)Vertikalni pomak, (b) rotacija oko poprecne teZisne osi i (c) oko uzduZne
teZisSne osi modela vozila sa 9 stupnjeva slobode

Na Slici 4.9. prikazana je promjena vertikalnog pomaka teZiSta vozila z i rotacije oko
poprecne 6 i uzduZne teZiSne osi @ u vremenu za model sa 9 stupnjeva slobode, prilikom
prelaska preko slobodno oslonjene ploce s ukrutama duZine 30 m. U pocetnom trenutku i
vozilo i konstrukcija miruju, a vozilo se nalazi izvan raspona konstrukcije. U slijede¢em
vremenskom koraku vozilo se pocinje kretati konstantnom brzinom i dolazi na
konstrukciju. U ovom prvom vremenskom koraku gravitacijske i inercijalne sile vozila
djeluju na konstrukciju i uzrakuju pomak konstrukcije. Ovdje je za prelazak vozila preko
konstrukcije bilo potrebno ukupno 3 s. Za razliku od modela vozila sa 5 stupnjeva slobode,
ovdje se pomak vozila realizira sa vremenskim odmakom. Razlog tomu je i drugacija
distribucija maksimalnih progiba konstrukcije u vremenu, te drugacija vrsta interakcije

(ukljucuje viSe stupnjeva slobode vozila).

Skretanje, naginjanje i prevrtanje (engl. yaw, pitch and roll) poznati i kao Tait-Bryanovi
kutevi su specificna vrsta Eulerovih kuteva koji se Cesto koriste u zrakoplovnom
inZenjerstvu da bi se definirala relativna orijentacija zrakoplova u odnosu na referentni
okvir, Slika 4.10. Eulerovi kutevi sluze za opisivanje orjentacije krutog tijela u 3D

Euklidskom prostoru.
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. N Front B

(a) (b)
Slika 4.10. (a) Eulerovi kutevi izmedu nepimicnog sustava (plavo) i zarotitanog

sustava (crveno); (b) Prikaz ravnina koje odgovaraju gibanju vozila

U svrhu pojednostavljenja jednadZzbi uvode se slijedece pretpostavke:
1. vozilo se promatra kao jedno kruto tijelo
2. kinematicke jednadzbe se odnose na aproksimaciju malih pomaka
3. pocetni polozaj osi u odnosu na rotaciju oko uzduzne i poprecne osi dobiveni su
koriStenjem geometrijskih relacija 1 rjeSavanjem diferencijalnih jednadzbi

dinamicke ravnoteze

N

. polozaj tezista vozila ne ovisi o osima rotacije

W

. nema gubitka kontakta izmedu kotaca i podloge

(@)

. brzina gibanja vozila je konstantna u vremenu

JednadZbe gibanja se dobivaju iz D'Alembertovog principa.

Za ravnotezu vertikalnih pomaka:

z E =m, % (4.24)

6
Mv-2+2ki-z+[c(k3+k6)—a(k1+k4)—b(k2+k5)]-9

=1

(4.25)
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Za ravnoteZu sila na prevrtanje:

Z M, =0 (4.26)
3 6 3 6
Ia-éi+<d2-2ki+e2-Zki)-a—(d-Zki+e-Zki)-z
i=1 i=4 i=1 i=4
- [C(dks - eklo) - a(dk1 - ek6) - b(dk3 - ekg)] * 9 + d (427)
3 6
Z kite ) k=0
i=1 i=4
Za ravnotezu sila naginjanja:
Z M, = 0 (4.28)
Ig- 0+ [c?(ks + kg) + a?(ky + ky) + b%(ky + k5)] - 0
+ [C(k3 + kﬁ) - a(kl + k4) - b(kz + ks)] *Z
— (ks z3x + ke zgr) + alky - zox + kg - Zay)
+ b(kz “Zok + k5 - Z5k) = 0
Za ravnoteZzu vertikalnih sila u kota¢ima:
z F, =my - Z, (4.30)
My - Zige + (ki + ki) “zie — ki(z + O —70) -0+ (xp, — ) " @ + z;,) = 0,0 “43D)
=1..6 '
Pokretno opterecenje na konstrukciju:
Pl — Mvg (YL+1 ylle)(Ll+1 i 1) + Mg + kik(zik _ Zip) (4.32)
v~
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UvaZavajuci oznake na slici i odvajajuci opterecenje na desnu stranu dobivamo:

6
M,,-Z+z iz=F(t) (4.33)
i=1
Ig- 6 + [c?(k3 + kg) + a?(ky + ky) + b?(ky + ks)] - 0 = Fy(t) (4.34)
3 6
Ia-d+<d2-2ki+ez-Zki)-azFa(t) (4.35)
i=1 i=4
My Zaie + (kg + k) * 21 = Fi(6) (4.36)
My Zox + (kg + kay) - 2o = Fo(8) (4.37)
My * Zgx + (K3 + ksi) * 23 = F5(t) (4.33)
My * Zag + (Ko + kai) * Zage = Fu(t) (4.39)
Mgy * Zsi + (ks + ksi) * zs, = F5(t) (4.40)
My * Zek + (Kg + Kex) * Zor = F(t) (4.41)
Odgovarajuca optere¢enja na desnim stranama su jednaka:
F(t) = —[c(ks + ke) — alky + ko) — b(ky + ks5)] - 6
> : ° (4.42)
+ del—EZkl 'a+Z(ki'Zl’k)
i=1 i=4 i=1
Fg(t) = F91 + ng + F93 (443)
Fgl = _[C(k3 + kﬁ) - a(kl + k4) - b(kz + ks)] *Z (4.44)
ng = [C(dk3 - ek6) - a(dk1 - ek4_) - b(dkz - eks)] a (445)
Fos = c(k3 * zai + ke " Zex) — b(ky - 2y + kg~ Zag) — by(ky » Zop + ks - z5)  (4.46)
F,(t) = Fy + Fyy + Fys (4.47)
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3 6
F,i = (d : z ki +e- kl-> > (4.48)
=4

=1 2

Faz = [C(Ck3 - dk6) - a(ckl - dk4) - b(Ckz - dks)] - 9 (4.49)
3 6
Fa3=—d-2ki—e-2ki (4.50)
i=1 i=4

Fi(t) = ki(z + ab + da + z;) 4.51)

Fy(t) = ky(z + b0 + da + z,,) (4.52)

F3(t) = ks(z + c0 + da + z3) (4.53)

F,(t) = ky(z + ab + ea + z,y) (4.54)

F5(t) = ks(z + b0 + ea + z5) (4.55)

Fo(t) = ke(z + c0 + ea + z4) (4.56)

Gibanje 3D modela vozila sa 9 stupnjeva slobode, prikazanog na Slici 4.8. opisano je
sustavom od 9 diferencijalnih jednadzbi (4.33) do (4.41).

Pokretno opterecenje na konstrukciju se racuna prema izrazima:

Pl = M g d(a _ b) + mlkg + klk(zlk - Zl ) (4.57)
vI2(a+c)(d+e) p
d(a+c)
PZ = Mvg Z(a + C)(d + e) + mzkg + kzk(sz - Zzp) (4.58)
d(b+c)

_ _ 4.59
P Mng(a+c)(d+e) +m3kg+k3k(z3k Z3p) (4.59)
P, =M,g ela—b) + myrg + k4k(z4k —2Z ) (4.60)

"I2(a+c)(d+e) p
e(a+c)

_ _ 4.61
P Mng(a+c)(d+e) +m5kg+k5k(Z5k ZSp) 4.61)
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e(b+c
- b +0)

vI3a+od+e) (4.62)

+ Merg + kek (Z6k - Z6p)

PoloZaj pojedinog kotaca yp; u svakom vremenskom koraku, ovisno o brzini kretanja v se

moze odrediti kotaca:

. —(a+c¢) (4.63)

L

i—(b+0) (4.64)
(4.65)

~

Yo1 =Yosa = V"

~

Yo2 =Yos =V

Y03 = Yoe =V {j

Na Slici 4.11. prikazana je raspodjela gravitacijskog opterecenja od vozila na ¢vorove
konstrukcije u trenutku kada se vozilo nalazi na sredini raspona. Cvorovi koji odgovaraju

trenutnom poloZaju pojedine osovine vozila imaju ekvivalentno opterec¢enja, dok u ostalim

¢vorovima optere¢enja nema.

I
e+ prva osovina vozila

4+ druga osovina vozila

= 100 4% treca osovina vozila ||
—
= 5 A

N VANV V. TR TP SO UV VU

0 10 20 30

polozaj v [m]

Slika 4.11. Prikaz distribucije opterecenja u ¢vorovima konstrukcije kad je vozilo na
sredini raspona

Na Slici 4.12. dan je graficki prikaz matrice opterecenja koja sadrZi podatke o poloZaju i
intenzitetu opterecenja pojedine osovine vozila u svakom vremenskom trenutku. Kako se
osovine vozila nalaze na odredenom razmaku, jasno je da one nece u istom trenutku stupiti
na konstrukciju. Postoji vremenski odmak u opterec¢enju od prve, druge i trece osi vozila,

Sto je vidljivo na Slici 4.12.

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 74



N. Tori¢ Mali¢, disertacija MODELI POKRETNOG OPTERECENJA

Opterecenje prve osi vozila Opterecenje druge osi vozila Opterecenje trece osi vozila

polofz)
polofz)
polof)

20 40. 60 a0 40. 60 20 40. 60
vnjeme vnjeme vnjeme

(a) (b) (c)

Slika 4.12. Graficki prikaz matrice opterecenja za: (a) prvu; (b) drugu i (c) trecu os vozila
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4.6. Model pokretnog opterecenja sa 13 stupnjeva slobode

3D model vozila sa 13 stupnjeva slobode, zapravo se bazira na onom sa 9 stupnjeva
slobode. Razlika je u broju opruga i broju toc¢aka prijenosa opterecenja. Naime, model sa
12 stupnjeva slobode odgovara vozilu s pet osovina. Na Slici 4.13. dan je prikaz modela sa
odgovaraju¢im oznakama. Vozilo je predstavljeno kao kruto tijelo mase m,, dok su mase
ovjesa i kotaca predstavljene masama mi, gdje je i broj masa, koji odgovara broju kotaca
vozila, u ovom slucaju je i = 0. k; oznacava krutost elasti¢nih opruga i prigusivaca na koje
je oslonjena masa vozila, a ki predstavlja krutost elasticne opruge na koje je oslonjena
masa mix 1 odgovara krutosti kotaCa vozila. zi je pomak mase mi, a z;, je pomak podloge,
koji se sastoji od pomaka konstrukcije i neravnine podloge. z, a i @ su translatorni pomak,
rotacija oko uzduZne i rotacija oko popre€ne teZiSne osi, respektivno. Brzinu kretanja

vozila oznacena je oznakom v.

Slika 4.13. 3D modela vozila sa 13 stupnjeva slobode
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10
MVZ+ZklZ
i=1

+ [a(ks + k1o) + a; (kg + ko) — b(ky + kg) — by (k3 + kg)

. (4.66)
— by (ky + k7)) ( Zk—d Z )'a_Z(ki'Zik)
i=1
=0
Ig - 6 + [a? (ks + kyo) + ai2(ky + ko) + b2 (kg + kg) + by * (k3 + kg)
+ by (ky + k7)] - 0
+ [a(ks + kyo) + ai (ks + ko) — b(ky + kg) — by(ks + kg)
—by(ky +k7)] -z
— [a(cks — dkyo) + ay(cky — dkg) — b(ck, — dkg) (4.67)
— by(cks — dkg) — by(ck; — dk7)] - a
— a(ks - Zsi + k1o * Z1ok) — a1 (ks " Zag + Ko * Zox)
+ b(ky -z + ke - Zex) + by (ks - Z3g + kg - Zgy)
+ by(ky  Zok + k7 Z7) =0
5 10
I a+( Zk +d2- Z -)-a—(c-Zki+d-Zki)-z
i=1 i=6
— la(cks — dkqo) + a;(ck, — dky) — b(ck, — dk) . 4.68)
by (cks — dkg) — by (cky — dk;)] -6 + ¢ Z ki+d- z k;
=0
My Zyg + (kg + kyg) - 21 — ki (2 + b0 + ca + le) =0 (4.69)
Moy * Zog + (kg + kox) - Zog — ka(z2 + b0 + ca + z,,) =0 (4.70)
May,  Zay + (kg + kag) - z3 — ks(z + b0 + ca + z3,) = 0 4.71)
Mg " Zare + (kg + kar) * Zaxe — ka(z + 10 + ca + Z4p) =0 (4.72)
Msy * Zsr + (ks + ksy) - zsi — ks(z + af + ca + Zsp) =0 (4.73)
Mey * Zox + (ke + kex) " Zog — k(2 + b0 + da + z5,) = 0 4.74)
Moy Zo + (ky + kyi) - Z7 — k7 (2 + b0 + da + z7,) =0 4.75)
Mgy, * Zgy + (kg + kax) - Zgi — kg(z + b0 + da + zg,) = 0 (4.76)
Moy * Zox + (Ko + koy) - Zoy — ko(z + a10 + da + z5,) = 0 4.77)
77
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mlok b Zlok + (klo + klok) “Z1ok — klo(z + a@ + da + Zlop) = O (4.78)

Ukoliko opterecenja prebacimo na desnu stranu, jednadzbe gibanja izgledaju:

10
M, -+ Z ki-z=F(t) (4.79)
i=1

Iy 6+ [a?(ks + kyo) + ar?(ky + ko) + b2(ky + k¢) + by (ks + kg)

5 (4.80)
+ by (ky + k7)| - 0 = Fa(t)

5 10
Ia-éi+<c2-2ki+d2-Zki)-a=Fa(t) 4.81)

i=1 i—6
Myy - Zyg + (kg + kyy) - 21y = F1(2) (4.82)
Moy = Zop + (kg + Kap) * Zag = F(1) (4.83)
May * Z3p + (k3 + K3y) * 23 = F3(t) (4.84)
My~ Zag + (kg + Kag) * Zage = Fu(2) (4.85)
Moy Zsp + (ks + Ksy) * Zs = F5(t) (4.86)
Mgy * Zop + (kg + Kei) * Zgr = Fe(t) (4.87)
My Z7i + (k7 + Kyy) * 273 = F5 (1) (4.88)
Mgy * Zgi + (kg + kgi) - Zg = Fg(t) (4.89)
Moy, * Zo + (ko + koy) - Zg = Fo(t) (4.90)
Myok * Zrok + (k1o + K10k) * Zrok = Fio(t) (4.91)

A odgovarajuca opterecenja na desnim stranama:

F(t) = —la(ks + k10) + a;(ky + ko) — b(ky + kg) — by (k3 + kg)

10

> 10 (4.92)
— by(ky + k)]0 + c-Zki—d-Zki -a+2(ki-zik)
i=1 6 i=1

i=
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Fg(t) = F91 + ng + F93 (493)
Fog1 = —[a(ks + kqo) + a; (k4 + ko) — b(ky + k¢) — by (k3 + kg) 4.94)
—by(k, + k7)] -z
Fy, = [a(cks — dkqy) + a,(ck, — dkg) — b(ck,; — dkg) — by (ck; — dkg) (4.95)
— b,(ck, — dk)] - '
Fg3 = a(ks " zsk + k1o * Z1ok) + a1 (ky * Zag + ko * Zo) — b(ky * 21y + kg * Zgi) (4.96)
— by (ks * Z3 + kg " Zg) — by (ky * Zpp + k7 - Z7)
Fa(t) :Fa1+Fa2 +F0_’3 (4.97)
5 10
Fa1=<c-2ki+d-2ki)-z (4.98)
i=1 i=6
F,, = [a(cks — dkqo) + a,(cks — dkg) — b(cky — dkg) — by (cks — dkg) (4.99)
— by(ck, — dk;)] - 6 ’
5 10
Fy = —c-Zki—d-Zkl (4.100)
i=1 i=6

Fi(t) = ky(z + b8 + ca + zy,) (4.101)
Fy(t) = ky(z + by0 + ca + z3,) (4.102)
F3(t) = k3(z + b,6 + ca + z3,) (4.103)
Fo(t) = ky(z + 010 + ca + z4) (4.104)
Fs(t) = ks(z+ ab + ca + zs) (4.105)
Fo(t) = ke(z + b0 + da + z,)) (4.106)
F,(t) = ky(z + b0 + da + z;,) (4.107)
Fg(t) = kg(z + b,6 + da + zg,,) (4.108)
Fo(t) = ko(z + 0,0 + da + zg,) (4.109)
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Fi0(0) = kyo(z + ab + da + zy0) (4.110)
Pokretno opterecenje na konstrukciju:
P, =M,g 2(acibb)(lz23r 3t mug + ki (21 — 71) (4.111)
P, =M,g z(acibb)(ili 7y Hmerd + kor (Zor = 22p) (4.112)
P, =M,g z(s(fz;(fi) 7yt Mg + kaw (231 — 23p) (4.113)
Py =Myg (aciab;(gli 7y Mg + Kare(Zax — Zap) (4.114)
Py = M,g (aciab; (Zli 35+ mekd + ksi(zsi — 25,) 4.115)
Ps = M,g (adibb) (lzzi 7y +Hmekd + ke (Zor — Zep) (4.116)
P = Myg (adibb) (fli 3yt Mg + k(271 = 27) 4.117)
Py = M,g 2(j(+a2)(fi) 7y +Hmerd + kor (Zer — Zsp) (4.118)
Py = Myg (adiab;r(fli 7 mokg + ko (2o, — Zop) (4.119)
d(a—a,)
Py = M,g CEDICET)) +myorg + krok(Ziok — Z10p) (4.120)
PoloZaj pojedinog kotaCa ovisno o brzini kretanja 1 vremenu:
Vo1 = Yos = V- t; — (a+b) (4.121)
Yoz =Yo7 =V t; — (a+ by) (4.122)
Yoz =Yog =V t; — (a+ by) (4.123)
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Yoa =Yoo =V t; — (a—ay) (4.124)

Yos = Y10 =Vt (4.125)
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5. POKRETNI KONACNI TRAKASTI ELEMENT

Temeljeno na ideji pokretnih i interaktivnih elementa iz literature (Tso-Chien i Li 2002,
Lou 2005), ovdje je razvijena pokretna konac¢na traka kao novi tip konacne trake, a u svrhu
diskretizacije pokretnog vozila i lakSeg sprezanja s konstrukcijom. Ovakva konac¢na traka
omogucuje integriranje modela pokretnog vozila u konstruktivni sustav (Tori¢ Mali¢ i
Kozar, 2012). Vozilo se tako diskretizira nekom vrstom konacne trake, koja je sli¢na onoj
koja se primjenjuje na konstrukciju. Pokretna konacna traka s pripadaju¢im parametrima
prikazana je na Slici 5.1. Pokretna konac¢na traka koincidira sa onom ravnom kona¢nom
ljuskom na konstrukciji koja je u kontaktu s vozilom. Tako sve kona¢ne trake na
konstrukciji i njihove karakteristicne matrice ostaju nepromijenjene, izuzev onih u
kontaktu s vozilom — pokretne konacne trake. Karakteristi¢ne matrice za pokretnu konacnu
traku jednake su veli¢ine kao i one za ravnu kona¢nu ljusku koja je primijenjena za
diskretizaciju konstrukcije jer su stupnjevi slobode vozila ugradeni u konstruktivni sustav.
Ova cCinjenica ostavlja mogucénost vrlo jednostavnog naknadnog uvodenja dodatnih uvjeta
u model interakcije vozila i konstrukcije. Matrica masa i vektor optere¢enja za pokretnu

konacnu traku formiraju se prema izrazima:

M(t,m) = M,N(xq)N(xy)T A(t,m)? (5.1

P;(t,m) = P;N(x,)A(t,m) (5.2)

gdje je N(x) oznaka za interpolacijsku funkciju u uzduznom, a A(z,m) u popre¢cnom smjeru.
M, je oznaka za masu vozila, a P intenzitet pokretnog opterecenja.
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A
'z

J J 70,0,

tvorna Ezmj§>

pokretna konacna traka
i b L Zj, ei ’(X‘i i

Slika 5.1. Pokretni konacni trakasti element

JednadZbe gibanja konstrukcije i vozila su:

[Ms] ) {W}s + [Ks] ) {W}s = {F}s (5.3)

[Mv] ) {W}v + [Kv] ) {W}v = {F}v (5.4)

gdje indeks s oznacava veliCine koje se odnose na konstrukciju, a indeks v one veli¢ine

koje se odnose na vozilo. OCuvanje kontakta izmedu vozila i konstrukcije je osigurano

preko jednakosti kontaktnih sila:

(E)e = U - (N JWhy + () + D k30 = 70 - 8} + ) (b, — )

i .

t (5.5
' {a} - M,g

gdje F. predstavlja kontaktnu ili interaktivnu silu, k krutost elasti¢ne opruge izmedu vozila
i konstrukcije, w je pomak konstrukcije, z je pomak mase kotaca vozila, 8 i a predstavljaju

rotacije vozila u dvije okomite ravnine, M, je masa vozila, x i y su koordinate poloZaja osi

vozila, a x, 1 y, su koordinate poloZaja teZiSta vozila.
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6. OPISIVANJE NEPRAVILNOSTI PODLOGE

Profil podloge po kojoj se krece vozilo opisuje nepravilnosti 1 nearavnine povrSine
konstrukcije. Obic¢ino su podaci o profilu podloge nepoznati, te ih je potrebno nekako
odrediti, bilo deterministicki ili stohasti¢ki. U literaturi se mogu naci razli¢iti nacini, no
najces¢i je opisivanje neravnina podloge preko trigonometrijskih funkcija (Lou i sur.

2007), Slika 6.1.:

21
r(x) = Asin <7x> 6.1)
_JAJa?—(x—a)? , 0<x<2a
r(x) = ’ 6.2
2(x) { 0, 2a<x<lI (02)

gdje ri(x) predstavlja nepravilnosti podloge, a r2(x) prijelazne naprave ili poCetne vibracije
pri dolasku vozila na konstrukciju ili odlaska s nje. Za r;(x) vrijedi A= 0.02 m, te za r2(x)

A=005mi0.Ilmia=0.5m.

b=0,03
| | |
0 0.3 1 1.3
b= 0,04
0 E:.S I1 1.3
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b=0,07

0 E:.S I1 1.3
b=0,00

i | |

0 0.3 1 1.3

Slika 6.1. Primjeri profila podloge opisanih izrazom (6.1.) za razlicite vrijednosti

parametra b

Ili (Markulak i Truhar 2004):

2T

r(x) = %C_L (1 —cos— ) (6.3)

gdje je a amplituda udubljenja ili izbo¢enja na podlozi, [, duljina udubljenja ili izbocenja,
a=103m,l,=1m,l=30m.

Neki autor (Dodds 1 Robson 1973, Law and Zhu, 2005) pokazali su da se povrSina kolnika
moze promatrati kao realizacija homogenog i izotropnog dvodimenzionalnog Gaussovog
sluajnog procesa. Ovakva spoznaja omogucava zasebno tretiranje povremenih vecih
nepravilnosti povrSine kolnika kao $to su jame.

U ISO-8608 standardima za mehanic¢ke vibracije i profile povrSine kolnika, hrapavost
povrsine kolnika povezana je s brzinom kretanja vozila preko izraza za spektralnu gustocu
snage brzine i pomaka. Spektralno opisivanje povrsine kolnika uz poznavanje dinamickih
karakteristika vozila omogucit ¢e dovoljno toCnu analizu odziva sustava. Opisivanje
povrSine kolnika mora biti dovoljno detaljno da moZe adekvatno opisati pomak ispod

svakog kotaca i korelaciju izmedu pomaka svih kotaca.
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7. ODREPIVANJE KRITICNE BRZINE

Iz izraza koji daje to€no rjeSenje za progib ploce uslijed djelovanja pokretne koncentrirane

sile moZe se odrediti kriticna brzina ploSnog nosaca:

_ 4Py N sin(@n)sin(Bmy)sin(@nd)
w(x, y,t) = blpt; o B0 — om?) [Bmvsin(wpmt) o
- wnmSin(ﬁmvt)]

gdje je w(x,y,t) progibna funkcija, Py intenzitet sile koja se giba pravolinijski po ploci, te
joj je poprecna koordinata x = &, b, [ i t su dimenzije plocCe, p je gustoa materijala, a v je
brzina kretanja sile.

Uvjet (Fryba 1999):

(‘)nm(ﬁmzv2 - wnmz) =0 (7.2)

mnm

ﬂm - T (7'3)

daje izraz za izraCun donje najniZe rezonantne brzine, koja se naziva i kriti¢na brzina:

lwpm(1
e = o) (7.4

Iz izraza (7.1) vidljivo je da ako vrijedi izraz (7.2), tada se sila ponasa kao harmonijska
pobuda sa frenkvencijom ekvivalentnom prirodnoj frekvenciji ploce, te zbog toga €ak i
konstantna pokretna sila mozZe pobuditi konstrukciju na vibriranje u rezonantnom podrucju
(Ouyang 2011).

Kriti¢na brzina je svojstvo konstrukcije, no na nju se moZe indirektno utjecati, ako se
utjece na vlastite vrijednosti konstrukcije wp,(m). Ova cinjenica je vrlo bitna kod
proucavanja interakcije tesSkih vozila i konstrukcije, jer se uslijed kretanja vozila masa

konstrukcije mijenja, a samim time se mijenjai wyy,.
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Bitno je naglasiti da izraz (7.4) vrijedi samo za plo¢u slobodno oslonjenu na dvije suprotne
strane optere¢enu pokretnom silom. Ovaj izraz za kriticnu brzinu se moZe primijeniti na
opterereCenje pokretnom masom, tako da se masa vozila pribroji ukupnoj masi
konstrukcije. Za sloZenije uvjete oslanjanja i sloZenije modele pokretnog opterecenja
kritina brzina se ne moZe analiti¢ki odrediti, ve¢ se odreduje eksperimentalno.

U Tablici 7.1. dan je prikaz utjecaja mase vozila na vlastite vrijednosti konstrukcije, te

time i na vrijednost kriticne brzine.

Tablica 7.1. Utjecaj mase vozila na kriticnu brzinu konstrukcije

ovecanie smanjenje
masa masa vozila P / Vit kriticne
konstrukcije mase o(1) brzine
[kg] [m/s]

[kg] g [%] (%]
187-10° 0 0 50,431 482 0
187-10° 15-10° 8 42,622 407 16
187-10° 30-10° 16 37,589 359 26
187-10° 60-10° 32 31,276 299 38
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8. NUMERICKA INTEGRACIJA

8.1 Newmarkova 3-metoda

Od svih postupaka za direktnu numericku integraciju Newmarkova grupa metoda daje
najbolje rezultate (Newmark 1959, Bathe 1996). U Newmarkovoj formulaciji osnovne

jednadzbe za brzinu i pomak su dane u obliku:

v, =V + (=), + -V, (8.1)

vl=v0+h-v0+(é—ﬁjh2-i}o+ﬁh2-\'/'l (8.2)

Parametar y iz gornjeg izraza osigurava numericko (algoritamsko) priguSenje unutar
vremenskog koraka, dok parametar f kontrolira promjenu ubrzanja unutar vremenskog
koraka (Weaver i Johnston, 1987). Za y = V2 numeric¢ko prigusenje nije prisutno, tako da se
preporuca upotreba ove vrijednosti u standardnim proraCunima. Zay = %21 B = % dolazi se
do specijalnog slu¢aja Newmarkove metode poznate kao metoda konstantnog prosje¢nog
ubrzanja. U disertaciji je primijenjena eksplicitna formulacija metode prosje€nog ubrzanja.

Koraci u provodenju postupka numeri¢kog integriranja su:
(a) pocetni izraCun

ji, = Po=Ctlo — Kty (8.3)

(b) odabir vremenskog koraka At

(c) izraCun potrebnih parametara
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~ Y 1
=k+->c+ 8.4
i plary G
a= Lm + Zc
LAt B (8.5)
b :Lm+At(l—lJc
2B 2p (8.6)
(d) izracun nepoznanica za svaki vremenski korak i:
Ap, = Ap, + au, + bii, (8.7)
Ap.
Aui =—" 8.8
7 (8.3)
. 4 V. Vo).
A, =——Au. —=u. +At| 1 ——— |ii; 8.9
ul ﬂAt ul ﬂ ul ( 2ﬂ] 1 ( )
1 1 1
Aii, =—— Au, ———u, —— U, 8.10
Y B Y)Y, (®10)
u,, =u;, +Au, (8.11)
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8.2 Metoda impulsnog ubrzanja

Metoda impulsnog ubrzanja je noviji postupak za numeric¢ku integraciju (KoZar, 2009.),
koji je nastao kao kombinacija Newmarkovih metoda konstantnog i linearnog ubrzanja.
Metoda impulsnog ubrzanja omogucuje sprezanje ova dva postupka u proizvoljnim
omjerima. Velika prednost ovog postupka je sposobnost svakog konstrukcijskog ¢vora da
mijenja parametre u vremenu, na nacin da zapravo odredene vrijednosti integracijskih
parametara slijede pokretno optereCenje. Implicitna integracijska shema je dana u

nastavku. Inkrementalna brzina i ubrzanje u vektorskom zapisu su:

L 1 )
AD = DAt + E(yz,)ADAt (8.12)
Yo = I —vI) (8.13)
2 0 ...yl,_l O
2= 0 2 0 |.yI= 0 vy O (8.14)
e 0 2... 0 Vie1:

. 4 » IV . 015
AD = () 8D =0, @ = (ra) ™ (g7 4D +2D) (8.15)

.2 .
AD = —AD — 2D (8.16)

At

4 _ 2 -1

AD = (F (y2)™IM + EC + K) (AF + MQ + 2CD) (8.17)

M je matrica masa, C je matrica priguSenja, K je matrica krutosti, a D, D i D su vektori
pomaka, brzine i ubrzanja, respektivno. Ukupne vrijednosti pomaka, brzine i ubrzanja se

azuriraju se za svaki vremenski korak:
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Uravnotezenje optereCenja u svakom vremenskom koraku je vrlo bitno, jer se analiza
pokretno optereCenje. Postize se u svakom vremenskom koraku s vrijednostima iz

prethodnog vremenskog koraka (Clough i Penzien, 2003):

Djy =M *(F_, —KDj_y — CD;_,) (8.19)
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9. FORMULACIJA ITERATIVNOG POSTUPKA

Sto je model pokretnog vozila sloZeniji, broj diferencijalnih jednadZbi koje se rjeSavaju u
analizi interakcije vozila i konstrukcije je vec¢i. Kod opterecenja konstrukcije pokretnom
silom, potrebno je rijeSiti samo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu gibanja konstrukcije,
jednadzba (4.3). Kod modela pokretne mase, i dalje se rjeSava jednadzba gibanja
konstrukcije s dodatnim ¢lanom koji opisuje djelovanje inercijalnih sila na konstrukciju,
jednadzba (4.5). Model pokretne mase s elastichom oprugom opisan je zasebnom
diferencijalnom jednadZbom gibanja (4.9), koja se rjeSava istovremeno s jednadZbom
gibanja konstrukcije. Broj diferencijalnih jednadZzbi kojima je opisano ponaSanje modela
pokretnog vozila opCenito, odgovara broju stupnjeva slobode.

Sustav jednadZzbi koje se rjeSavaju moze se zapisati opcenito u matri¢nom obliku:

[Ms] ' {W}s + [Ks] ' {W}s = {F}s + {E:}s .1

[Mv] ) {Z}v + [Kv] ) {Z}v = {F}v + {Fc}v 9.2)

gdje se jednadZba (9.1) odnosi na konstrukciju, a jednadzba (9.2) na vozilo.

Kako bi se osiguralo postojanje interakcije izmedu vozila i konstrukcije za cijelo vrijeme
analize, usvojena je pretpostavka konstantnog ocCuvanja kontakta vozila i podloge. Ova
pretpostavka se moze realizirati na dva nacina, uvjetom jednakosti kontaktnih sila na
konstrukciji 1 vozilu i uvjetom jednakosti pomaka. Ovdje je kontakt ostvaren preko uvjeta
jednakosti sila, tako da se izraz za kontaktnu (interaktivnu) silu pojavljuje kao ¢lan u obje

jednadZbe gibanja, i vozila i konstrukcije, (9.1) 1 (9.2):

{Fe}s = {Fcy 9.3)

Uvjet jednakosti pomaka je takoder zadovoljen.
Numericke metode za rjeSavanje problema interakcije vozila i konstrukcije mogu se prema

nacinu rjeSavanja podijeliti na iterativne i direktne. Kod direktnih metoda, interaktivna sila
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izmedu konstrukcije i pokretnog vozila se izracuna jednom za zadani poloZaj mase kotaca.
No, u svakom vremenskom koraku je potrebno, prema trenutnom poloZaju kotaca vozila,
azurirati matrice sustava (Ji-Seong 2008). Nedostatak direktnih metoda je taj Sto njihova
formulacija ovisi o modelu konstrukcije i vozila, te za drugaciji tip konstrukcije ili vozila
cijela formulacija se mora mijenjati. Iterativne metode koje se primjenjuju kod analize
interakcije vozila i konstrukcije koriste iste matrice sustava, neovisno o polozaju kotaca, ali
se interaktivne sile racunaju iterativno. Dakle, iterativne metode se baziraju na izraCunu
interaktivnih sila (Chatterjee i sur. 1994, Ji Seong i sur. 2008) ili pomaka (Yang i Fonder
1996), koji onda sluze i kao kriterij konvergencije.

U ovom radu je formuliran je novi iterativni postupak koji koristi prednosti 1 direktnih 1
iterativnih metoda, a zasnovan je na primjeni pokretne konacne trake. Prednosti ovog
postupka su: (i) matrice sustava se racunaju tako da se uzima u obzir stvarni poloZaj kotaca
u svakom vremenskom koraku, no mogu se dobiti unaprijed zahvaljuju¢i pokretnoj
konac¢noj traci, te ih nije potrebno aZurirati za vrijeme iteriranja, (ii) baziran je na izracunu
pomaka, no u svakom vremenskom koraku se ra¢unaju i interaktivne sile, (iii) postupak se
vrlo jednostavno moze prilagoditi promjeni tipa konstrukcije ili vozila, (iv) zahvaljujuci
primjeni metode konaCnih traka vrijeme izraCuna je znatno reducirano u usporedbi s
drugim iterativnim postupcima.

U svrhu validiranja predloZzene numericke formulacije nacinjena je raCunalna
implementacija prijaSnje izloZenih poglavlja. U tu svrhu razvijen je autorski kod koji je
nacinjen u komercijalnom programskom paketu Mathcad. Razvijeni programski kod
sadrZzava sve opisane modele optereCenja, kao i analizirane tipove konstrukcija, te je

jednostavan za prilagodbu nekim novim uvjetima i modelima.

Postupak rjeSavanja se moZe ukratko opisati na slijedeci nacin:

1. definirati veli¢ine: m,, mi, ki, ki, ci, a, b, c, di e

2. definirati nepoznanice: w, z, o, 8, zi

3. odrediti veli¢inu vremenskog inkrementa At

4. odrediti gravitacijsko opterecenje na konstrukciju

5. odrediti matricu s podacima o intenzitetu i poloZaju opterecenja u vremenu

6. odrediti matricu s podacima o promjeni opterecenja u novom vremenskom koraku
u odnosu na prosli korak

7. odrediti matricu masa za svaki polozaj opterecenja

8. odrediti utjecaj podloge na vozilo
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9. rijeSiti jednadZbu gibanja konstrukcije te odrediti pomak konstrukcije w; i
kontaktne sile F. uz pretpostavku ostalih nepoznanica: z; = a1 = 0; = zixs = 0

10. rijesiti jednadzbe gibanja mase kotaca za dobivanje vrijednosti zi; uz pretpostavku
z1 = a1 = 0; = 0 1 poznate vrijednosti pomaka w; dobivene u 6. koraku

11. rijeSiti jednadzbe za ravnotezu vertikalnih sila za dobivanje pomaka vozila z; uz
pretpostavku a1 = 8; = 0, te w; dobivene u 6. koraku, i zik dobivene u 7. koraku

12. izraCunati vrijednosti rotacije vozila 6; za poznate vrijednosti wj, zix7 1 z; dobivene
u prethodnim koracima

13. prijeci na novi iterativni korak, odnosno ponavljati izvodenje koraka 9. do 12.

14. ponavljati iterativni postupak dok se ne dobije rjesenje zadovoljavajuce tocnosti
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10. NUMERICKI PRIMJERI

U ovom poglavlju dani su rezultati parametarske analize utjecaja razlicitih veliina na
interakciju vozila i konstrukcije. Promatran je utjecaj mase i brzine vozila, oblika
poprecnog presjeka konstrukcije, te utjecaj neravnina na povrSini konstrukcije, na
dinamicki progib konstrukcije.
Analizirana su dva tipa konstrukcije:

1. slobodno oslonjena ploca, Slika 10.1

2. slobodno oslonjena ploca sa Sest uzduznih ukruta, Slika 10.1.1 10.2
Ploca i ukrute su diskretizirane kona¢nim trakastim ljuskama, kako je preikazano na Slici

10.1.

Slika 10.1. Modeli analiziranih konstrukcija

Promatrano je pet tipova pokretnog opterecenja:

pokretna sila,
pokretna masa,

pokretna masa s oprugom (2 stupnja slobode),

.

dvodimenzionalni model vozila (5 stupnjeva slobode) i
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5. trodimenzionalni model vozila (9 stupnjeva slobode), Slika 10.2.

Model interakcije koji je rezultat istrazivanja odgovara modelu stvarnog cestovnog mosta

optere¢enog 3D modelom vozila sa 9 stupnjeva slobode, Slika 10.2.

30m

@

g
Trrrry

g8y 157 ¢ L5 ¢ 057 5 157 . 257 085
: 954m :

0,25

15

Slika 10.2. Prikaz uzduznog i poprecnog presjeka analiziranog modela mosta s
modelom vozila s tri osovine

U Tablicama 10.1. — 10.5. dani su podaci o analiziranim modelima konstrukcije i

opterecenja.

Tablica 10.1. Podaci o konstrukciji

Model

ko(r)lsterukcije Lim] b[m] h[m] E[N/m? plkgm’] v I[m¥
ploa 30 10 15 35100 2500 02 267
plo¢a s ukrutama 30 10 0.7 3.5-10'° 2500 02 2.67

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 96



N. Tori¢ Malié¢, disertacija

NUMERICKI PRIMJERI

Tablica 10.2. Podaci o pokretnom opterecenju

. . Broj
Ma?a Br'0] Broj S.S. Mase Krutost Krutost I Lo
Model vozila osi S.S. ¥ . y 3 3
ke] vozila  teridta masa kotaca ovjesa kotaca [kgm”] [kgm”]
& kotaca
pokretna Y
sila 4-10 - - - - - - - -
pokretna o
masa 4-10 - - - - - - -
model K _
i .104 1 =
vozila 4-10 1 1 _ _ 3.5.10° _ _ _
s1s.s.
model K _
vozila 410 1 1 1 m =350 .. _ _ _
8.5-10
s2s.8.
ki =
model m; =100 8.5-10° ki, =8.5 5.67-10
vozila 4.10% 3 2 3 m; =200 k; = kop=75 5’ _
$58.8 m;=50 7.5-10° k3p = 25
ks =25-103
m=50 k=17100 =7
i my =100 ks=17-10° kzl’ Y
= =15-10° 3p = .
vozila 4100 3 3 6 o 2(5) f _ }2 }85 kyp =17 ;5‘67 0 4100
59 s.s. ma= = . ksp=15
ms =100 k3=50-10 ke = 25
mg=25 ke=50-100 "~
s.S. - stupanj slobode
Tablica 10.3. Dimenzije modela vozila
Model afm] b[m] c¢[m] d[m] e[m]
Pokretna sila _ _ _ _
Pokretna masa _ _ _ _
Model s 1 s.s. _ _ _ _
Model s 2 s.s. _ _ _ _
Models5s.s. 2.4 1.05 2.4 _
Model s 9s.s. 2.4 1.05 24 1.0 1.0
s.s. - stupanj slobode
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Tablica 10.4. Velicine koristene u parametarskoj analizi i njihove vrijednosti

M kg MM vimsl Lim'] mikel
15-10° 0,035 10 1,02 0 0
30-10° 0,045 15 2,67 1500 0,05
40-10° 0,055 30 4,15 3000 0,10
60-10®> 0,065 40 5,64 4500 0,15
90-10®> 0,15 60 6,67 6000 0,20

Tablica 10.5. Dimenczije promatranih poprecnih presjeka konstrukcije

Dimenzije p.p. ploce s

Krutost p.p. Dimenzije
ukrutama
I, [m*] p.p. ploce
ploca ukrute

b=10m b=10m by =0,4m
1,02

h=1,07m h=0,7m hy=0,7m

b=10m b=10m bu=0,4m
2,67

h=1,48m h=0,7m hy,=1,25m

b=10m b=10m bu.=0,4m
4,15

h=1,71m h=1,0m h.=1,25m

b=10m b=10m by =0,4m
5,64

h=1,89m h=1,0m h,=1,44m

b=10m b=10m by, =0,4m
6,67

h=2,00m h=12m hy=1,5m

p.p. — poprecni presjek
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10.1. Analiza plosnog nosac¢a uslijed djelovanja pokretnog

opterecenja

Na Slikama 10.3. i 10.4. dana je usporedba maksimalnih dinamickih progiba slobodno

oslonjene ploce, za razli¢ite modele pokretnog opterecenja.

ploéa, v =40 m/s, m = 30t

— 2107t

B

b

g 4

=4 —4=10 maE pokretna sila

—‘E pokretna masa

£ 610~ EE0 masa s oprugom
3 ‘.4 +++ model vozila s 5 s.s.

* e ¥ e## model vozilas 9 s.s.
— 4 s ,-0-0" I
— 8=10
0 0.73 1.5 223 3
vrijeme [s]

Slika 10.3. Dinamicki progib plosnog nosaca za razlicite modele opterecenja, v = 40 m/s,

m=30t

Na Slici 10.3. dana je promjena maksimalnog dinamickog progiba za malu masu i veliku

brzinu vozila, dok je na Slici 10.4. prikazan dinamicki progib za veliku masu i malu brzinu

vozila.
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plo¢a, v =10 m/s, m = 60t

1%10">

E 0

=

&0 3

g -ixi0”’ (m=a pokretna sila

E pokretna masa

g g FIFH] masa s oprugom
+++ model vozila s 5 s.s.
+#¢ model vozila s 9 s.s.

_3 I
—310 7, 075 13 223 3

vrijeme [s]

Slika 10.4. Dinamicki progib plosnog nosaca za razlicite modele opterecenja, v = 10 m/s,

m=060t
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10.2. Analiza ploSnog nosaca s ukrutama uslijed djelovanja

pokretnog opterecenja

Na Slikama 10.5. i 10.6. dana je usporedba promjene maksimalnog progiba slobodno

oslonjene ploce s ukrutama, za razli¢ite modele pokretnog opterecenja.

ploéa s ukrutama, v =40 m/s, m = 30t

—1x107*

maks. progib [m]

— 2107t
polkretna masa
- Ef] masa s oprugom
+++ model vozila s 5 s.s.
eee model vozila s 9 s.s.
—ax107* :

Lad

0 0.73 1.3 213

Slika 10.5. Dinamicki progib ploce s ukrutama za razlicite modele opterecenja, v = 40

m/s, m =30t

Na Slici 10.5., dana je promjena dinamickog progiba za malu masu vozila i veliku brzinu
kretanja, dok je na Slici 10.6. prikazan dinamicki progib za veliku masu vozila i malu
brzinu kretanja. Iz dijagrama na Slikama 10.3-10.6. vidljivo je da model vozila sa 9

stupnjeva slobode znacajno odstupa od ostalih modela.
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plo¢a s ukrutama. v =10 m/s, m = 60t

5107

(mmm pokretna sila
pokretna masa

FIE8 masa s oprugom

+++ model vozilas 5 5.5

e## model vozila s 9 s.s.
3 I
—1.5=10

> 0 075 13 1735 3

— 51074

maks. progib [m]

— =107

vrijeme [s]

Slika 10.6. Dinamicki progib ploce s ukrutama za razlicite modele opterecenja, v = 10

m/s, m =60t
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10.3. Usporedba ponasanja plosnog nosaca bez ukruta i sa

ukrutama uslijed djelovanja pokretnog opterecenja

10.3.1. Usporedba dinamickih progiba za razli¢ite modele vozila

Slika 10.7. prikazuje graficku usporedbu distribucije maksimalnog progiba u vremenu za
plocu bez ukruta i plocu sa ukrutama. Krutost popre¢nog presjeka ploce ekvivalentna je
krutosti ploce s ukrutama. Razlika u dinami¢kim progibima izmedu ploCe bez i sa

ukrutama se smanjuje sa povecanjem slozenosti modela vozila.

plo¢a/plo¢a s ukrutama, v =10 m/s, m = 60t

1107

=) 6
-“;:D . o+ sila - ploca s ukrut.
S -x10TY B2 5 s.s. - ploga s ukmt.
_3;: ee¢ 955 - ploca s ukrut.
z ol s sila - ploda
B2 5 5.5, - ploca
s4# Oss -ploca
— 30t

vrijeme [s]

Slika 10.7. Usporedba dinamickih progiba slobodno olonjene ploce bez i sa ukrutama

Na Slici 10.8. dan je graficki prikaz distribucije maksimalnih dinamickih progiba u

vremenu i prostoru za ploc¢u bez ukruta i ploc¢u s ukrutama, iz dva razlicita pogleda.
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Slika 10.8. Prikaz distribucije progiba u prostornoj i vremenskoj domeni za: (a) plocu bez

ukruta i(b) plocu s ukrutama

Na Slici 10.8. vidljivo je da plo¢a bez ukruta uslijed djelovanja prostornog modela vozila

ima vece vrijednosti progiba od ploce sa ukrutama, te da se dinamicki progib ove dvije

konstrukcije razli¢ito mijenja u vremenu.
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10.3.2. Utjecaj mase i brzine vozila na dinamicki progib konstukcije

Na Slici 10.9. prikazan je utjecaj promjene brzine pokretnog optere¢enja na promjenu
maksimalnog progiba slobodno oslonjene ploce bez 1 sa ukrutama, za tri razli¢ita modela
vozila: pokretnu silu, modele vozila sa 5 1 sa 9 stupnjeva slobode.

Model vozila sa 9 stupnjeva slobode daje najniZe vrijednosti progiba, za razliku od modela
sa 5 stupnjeva slobode. Razlika se javlja zbog drugacijeg prijenosa opterecenja i razlicitih

stupnjeva slobode koji se uzimaju u obzir kod ta dva modela.

ploéa 1 plo¢a s ukrutama

3107
£
O
2 22507
—
(=]
5
5 o
= 15107
=
= Lo
= Th10 7
=
Y.
=

0 15 30 45 60

brzina vozila [m/'s]

mEE pokretna sila-ploca

444 model s 5 ss.-ploca

eee model s 9 5.5 -ploca

### pokretna sila-ploca s ukrut.
eee model s 5 s.s -ploéa s ukomt.
#+++ model s 9 s s -ploca s ukrut.

Slika 10.9. Usporedba krivulja ovisnosti dinamickog progiba opromjeni brzine vozila

za plocu bez i sa ukrutama za razlicite modele vozila

Na Slici 10.10. prikazana je ovisnost maksimalnog dinamic¢kog progiba ploce bez 1 sa

ukrutama o promjeni mase vozila. Na apscisi je prikazan odnos mase vozila i mase
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konstrukcije. MoZe se zakljuciti da je rast maksimalnog progiba konstrukcije s porastom
mase vozila znacajno sporiji kod modela vozila sa 9 stupnjeva slobode, $to se moze
objasniti veCom povrSinom preko koje se prenosi optere¢enje na konstrukciju. Kod modela
pokretne sile, utjecaj promjene mase ogleda se samo u promjeni intenziteta gravitacijskog
opterecenja, nema doprinosa promjeni mase konstrukcije. Zbog toga je ovisnost mase i

progiba kod ploce s ukrutama i modela pokretne sile gotovo linearna.

ploc¢a 1 plo¢a s ukrutama

L107 Y -
— o, .
E
—_ L

-, .
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& I0Y o .
(=] r:.. - -
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= 2107 o
i - ,_i o
S| i
- — r,
[l pu )
™ —3 A
= 1107 ¥
=
Y,
£
0 0.038 0.075 0.113 0.15

masa vozila'masa konstrukcije

mEE pokretna sila-ploca

444 model s 5 s.s -ploca

eee model s 9 s s -ploca

### pokretna sila-ploca s ukout.
eee model s 5 s s -ploéa s ukomt.
#+++ model s 9 s s -ploca s ukrut.

Slika 10.10. Usporedba krivulja ovisnosti dinamickog progiba o odnosu mase vozila i

mase konstrukcije za plocu bez i sa ukrutama za razlicite modele vozila
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plo¢a 1 plo¢a s ukrutama

067
T
-
= 0375
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[
= .55
=
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= 0527
=
£
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brzina vozila [m/s]

H-H pokretna sila-ploca

a4 model s 5 5. s -ploca

# # model s 9 s s -ploca

#—# pokretna sila-ploca s ukt.
=—= model s 5 s.s.-ploca s ukrut.
#+—¢ model s 9 5 s -ploéa s ukt.

Slika 10.11. Dijagram promjene polozZaja maksimalnog dinamickog progiba ploce bez i sa

ukrutama, ovisno o promjeni brzine kretanja vozila

Slika 10.11. prikazuje promjenu poloZaja tocke s najve¢om vrijednosti dinamickog progiba
ovisno o promjeni brzine kretanja vozila. Dana je usporedba za tri modela vozila: pokretnu
silu, model vozila sa 5 stupnjeva slobode i model vozila sa 9 stupnjeva slobode. Krivulje
za pokretnu silu model sa 5 stupnjeva slobode se u nekom trenutku racvaju kad se radi o
ploci bez i sa ukrutama, dok se krivulja za model vozila sa 9 stupnjeva slobode za plocu
bez ukruta poklapa s krivuljom za plo€u s ukrutama. Dakle za model vozila sa 9 stupnjeva
slobode polozaj maksimalnog dinamickog progiba se ne mijenja ako se na plocu dodaju

ukrute.
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10.3.3. Utjecaj broja osovina i dimenzija vozila na dinamicki progib

konstukcije

Na Slici 10.12. je prikazan utjecaj broja osovina pokretnog vozila na raspodejlu
dinamickog progiba u vremenu, za model vozila sa 5, a na Slici 10.13. za model vozila sa i
sa 9 stupnjeva slobode . MoZe se vidjeti da broj osi nema znacajan utjecaj, ukoliko su

rasporedene na malom razmaku, odnosno, ukoliko je vozilo relativno malih dimenzija.

5s.8

? O 30
o —25=107Y
o0
=
o —5x107Y
= 4
= — 75107 —— 2 osovine
= - == 3 psovine

— Ll

vrijeme [5]

Slika 10.12. Usporedba dinamickih progiba za razlicit broja osovina modela vozila sa 5
stupnjeva slobode (2D model)
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0 s.s.
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gt
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Slika 10.13. Usporedba dinamickih progiba za razlicit broja osovina modela vozila sa 9
stupnjeva slobode (3D model)

Slike 10.14. 1 10. 15. prikazuju utjecaj dimenzija vozila na ponasanje ploce s ukrutama.

5 s.5.
. 0 7 ' =30
=
PR S
=
=1
= — 51073
£ —Lv=48m
= R '
= = 1.3=10 ----Lv=96m
E — pokretna sila
—1x107 4

vrijeme [5]

Slika 10.14. Usporedba dinamickih progiba za razlicite dimenzije modela vozila sa 5
stupnjeva slobode (2D model)

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 109



N. Tori¢ Malié¢, disertacija NUMERICKI PRIMJERI

Qs.s
It 0
— 25107 %
— 31074
) — Lv=48m
—-75x10" 4 e lv=96m
—— pokoretna sila
— 1107

vrijeme [s]

Slika 10.15. Usporedba dinamickih progiba za razlicite dimenzije modela vozila sa 9
stupnjeva slobode (3D) model

Iz dijagrama na Slikama 10.14. i 10.15. se vidi da se s poveCanjem dimenzija vozila
odgovor konstrukcije mijenja. To se odnosi na modele vozila sa 5 1 9 stupnjeva slobode,
Ciji se rezultati znaCajno udaljavaju od rezultata za pokretnu silu. Na model pokretne sile 1
mase promjena dimenzija vozila nema nikakvog utjecaja.

Moze se zakljuciti da raspon izmedu krajnjih osovina vozila znac¢ajno utjeCe na ponasanje
konstrukcije. Najveci je utjecaj zabiljeZen kod prostornog modela vozila sa 9 stupnjeva
slobode, koji je najsloZeniji medu promatranim modelima. Sa poveéanjem raspona osovina
povecava se 1 utjecaj broja osovina vozila, te tako nije dovoljno model vozila svesti na
osnovni prostorni model sa samo dvije krajnje osovine. Prva tri promatrana modela:
pokretna sila, pokretna masa i model sa 2 stupnja slobode uopée ne ovise od dimenzijama
vozila 1 broju osovina, jer ih niti ne uzimaju u obzir. Stoga su neprikladni za modeliranje

vozila sa viSe osovina.
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10.3.4. Utjecaj krutosti popre¢nog presjeka na dinamicki progib konstukcije

Jedna od hipoteza ovog rada je ta da su oblik i krutost poprecnog presjeka vrlo vazni

utjecajni faktori za interakciju vozila i konstrukcije. Da bi se ta tvrdnja dokazala,

provedena je analiza slobodno oslonjene ploce i slobodno oslonjene ploce sa Sest

vertikalnih ukruta u uzduZnom smjeru, te su usporedeni rezultati. Ova dva tipa konstrukcije

imaju ekvivalentu krutost. Tako je na Slici 10.16. dana usporedba krivulja ovisnosti

progiba i krutosti popre¢nog presjeka za ova dva tipa konstruktivnih modela. Moze se

vidjeti da kod plocCe s ukrutama sva tri modela optereenja pokazuju gotovo jednaku

ovisnost, Sto nije slucaj kod ploce bez ukruta. No, i za vrlo veliku krutost popre¢nog

presjeka jo$ uvijek postoji razlika u rezultatima za razli¢ite modele. Treba imati u vidu da

je usporedba na Slici 10.16. nacinjena za relativno mali odnos masa vozila i konstrukcije.

maksimalni dinamicki progib [m]

Slika 10.16. Usporedba krivulja ovisnosti dinamickog progiba o krutosti poprecnog

plo¢a 1 plo¢a s ukrutama

4107
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krutost popreénog presjeka [m4]

mEE pokretna sila-ploca

44 model s 5 s s -ploca

+## model s 9 s s -ploca

*## pokretna sila-ploca s ukt.
&= model s 5 s.s.-ploca s ukout.
+++ model s 9 5.5 -ploca s ukmt.

presjeka za plocu bez i sa ukrutama za razlicite modele vozila
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10.3.5. Utjecaj neravnina podolge na dinamicki progib konstukcije

Na Slici 10.17. je prikazan utjecaj oblika profila podloge na dinamicki odgovor

konstrukcije. Ovdje je promatran samo utjecaj modela vozila sa 9 stupnjeva slobode.

v=10m/s, Mv =60t
5><10-4 T T T

-5x107*

eee b=0.03, A=0.02
b=0.03. A=0.08
aax b=0.09, A=0.02
b=0.09, A=0.08

- l><10_3

maksimalni dinamicki progib [m]

1 1
0 0.375 0.75 1.125 15
vrijeme [s]
Slika 10.17. Usporedba dinamickih progiba ploce s ukrutama za razlicite parametre

funkcije opisivanja neravnina podloge

Dijagrami dinamickog progiba na Slikama 10.18. 1 10.19. pokazuju da povecanje mase i
brzine vozila umanjuje utjecaj neravnina podloge, Sto se objaSnjava djelovanjem

inercijalnih sila.

Sveuciliste u Rijeci, Gradevinski fakultet 112



N. Tori¢ Malié¢, disertacija NUMERICKI PRIMJERI

maks, dinamiéki progib [m]

v=10m/s, A=0.08, b=0.09

5107

—5x107*

— g neravninama, Mv =301t
—— s neravammama, My =601

- 110 +++ bez neravnina, My =30t
&# bez neravnina, My =60t
— 151077 : : '
o 0.75 15 223 3
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Slika 10.18. Utjecaj neravnina podloge na dinamicki progib ploce s ukrutama za razlicite

maks. dinamitki progib [m]

mase vozila iv = 10 m/s

v=40 m/s, A = 0.08, b= 0.09

lxll}_4 T T T
— g neravininama, My =301t
0 — s neravninama, My =60t
-+ bez neravnina, My =301t
T oo# bez neravnina, Mv =601
—2x107*
— 31074
— 4 | | |
— 410
0 0.73 1.3 223 3

vrijeme [s]

Slika 10.19. Utjecaj neravnina podloge na dinamicki progib ploce s ukrutama za razlicite

mase vozila i v = 40 m/s
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10.3.6. Prikaz kontaktnih sila

Na Slici 10.20. je prikazana usporedba kontaktnih sila izmedu vozila i ploce s ukrutama za
model vozila sa 5 stupnjeva slobode, a na Slici 10.21. za model vozila sa 9 stupnjeva
slobode. Usporedbom kontaktnih sila za ova dva modela vozila moze se zakljuciti da su
kontaktne sile kod sloZenijeg modela vozila (9 s.s.) manjeg intenziteta, nego kod
jednostavnijeg modela vozila (5 s.s.). Objasnjenje za to je Cinjenica da se opterecenje kod
modela vozila s viSe osovina prenosi na konstrukciju preko viSe to¢aka. Pojava negativnih
vrijednosti kontsktnih sila je posljedica pretpostavke da su vozila i konstrukcija konstantno

u kontaktu, tj. nema odvajanja vozila.

2D model vozila
2007

kN

1007

To 0.75 = o e
100t +++ srednja osovina
prednja osovina

[P

+++ strainja osovina

lsontakina sila

- 200+
vrijeme [s]

Slika 10.20. Kontaktne sile izmedu ploce s ukrutama i modela vozila sa 5 stupnjeva
slobode
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3D model vozila
2004
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4+ strainja osovina

~ 100t +++ srednja osovina

R S S~

kontakina sila [kN|

prednja osovina

— 200+

vrijeme [s]

Slika 10.21. Kontaktne sile izmedu ploce s ukrutama i modela vozila sa 9 stupnjeva

slobode
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10.3.7. Usporedba vertikalnih brzina i ubrzanja na konstrukciji

Slika 10.22. prikazuje usporedbu vertikalnih brzina i ubrzanja za plocu bez i sa ukrutama

za razliCite modele pokretnog opterecenja 1 to brzinu kretanja od 10 m/s 1 masu vozila od

30t.
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Slika 10.22. Usporedba (a) vertikalnih brzinai (b) vertilaknih ubrzanja za plocu bez i sa
ukrutama za razlicite modele opterecenja
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Iz dijagrama na Slici 10.22. uocljivo je da model ploce bez ukruta daje vece vrijednosti
vertikalnih brzina i ubrzanja, i to za svaki model vozila. Ova Cinjenica takoder povrduje
tvrdnju da poprecni presjek bitno mijenja odgovor konstrukcije u interakciji s pokretnim
vozilom.
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11.VERIFIKACIJA MODELA USPOREDBOM S
REZULTATIMA EKSPERIMENTALNIH
ISPITIVANJA

11.1. Usporedba numeric¢kih i eksperimentalno dobivenih

dinamickih progiba na cestovhom mostu Mavrovija

Za verificiranje modela mosta opterecenog pokretnim vozilom, osim rjeSenja u zatvorenom
obliku koriStena su i1 eksperimentalna ispitivanja cestovnog nadvoznjaka Mavrovija na
dionici ceste tunel Ucka — KrSan. IzvrSeno je dinamicko opterecenje nadvoZnjaka
prelaskom dva troosovinskia vozila pojedina¢ne mase od 30,92 t i 30,88 t, brzinom od 15

km/h, Slika 11.1.

P3 p2 PI
A r
N U 1 ] —

P2 ’?
175
2,35
2,05
2,35

Slika 11.1. Skica troosovinskog vozila kojim je opterecena konstrukcija nadvoznjaka pri

dinamickom ispitivanju
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Poprecni presjek nadvoznjaka Cini Sest standardnih predgotovljenih betonskih nosaca T-
presjeka, prosjecne visine 150 cm, na kojima se nalazi AB ploca debljine 25 cm, Slika

11.3. Rasponska konstrukcija je 30 m duga i 9,8 m Siroka, Slika 11.2.

' ' ' '
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Slika 11.3. Prikaz poprecnog presjeka cestovnog nadvoZnjaka Mavrovija
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Na Slici 11.4. dana je usporedba rezultata 5 setova eksperimentalnih mjerenja na mostu
Mavrovija s rezultatom numericke analize za pokretnu silu, kao najjednostavniji model
pokretnog opterecenja, i za 3D model vozila s 9 stupnjeva slobode. Iz priloZenog prikaza
dinamickog progiba mozZe se vidjeti da se rezultati za 3D model vozila izvrsno slazu s

rezultatima mjerenja na mostu, dok se rjeSenje za pokretnu silu znacajno razlikuje.

1x10"*
E —25=10"
)
=T . .
g L = puni model vozila
= - 1.5x10 mEE mjerenje br. 1
= y mijerenje br. 2
2 ++-+ mjerenje br.3
£ ~2.75x107* * ~ mjerenje br. 4. [
ik mjerenje br. 5
+++ pokretna sila
_4
—0 0.73 13 :.lzj

vrijeme [s]

Slika 11.4. Usporedba izmjerenog i izracunatog dinamickog progiba cestovnog mosta

Mavrovija
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11.2. Usporedba izracunatih i eksperimentalno dobivenih

dinamickih faktora na cestovhom mostu Vransko

Gonzalez i sur. su u svom radu prikazali dinamicke faktore izracunate iz odnosa statickih i
dinamic¢kih momenata savijanja, koji su dobiveni iz deformacija izmjerenih na mostu
Vransko u Sloveniji (Gonzalez i sur. 2010). Most Vransko je cestovni most koji se nalazi
40-ak km SI od Ljubljane. Konstruktivni sastav mosta €ini slobodno oslonjena ploca,
ojacana s pet uzduZnih greda, duZine 24,8 m. IzvrSeno je dinamicko opterecenje mosta
prelaskom dva vozila s pet osovina pojedinacne mase 48,5 t. Na Slici 11.5. dana je
usporedba dinamickih faktora dobivenih kao odnos maksimalnog dinamickog i
maksimalnog statickog progiba, primjenom pokretne konacne trake, s dinamickim
faktorima iz literature (Gonzalez i sur. 2010).

Dinamicki faktori dobiveni numericki primjenom metode konac¢nih traka se vrlo dobro
poklapaju s onima iz literature, uz maksimalno odstupanje od 2 %, Tablica 11.1. Ova
manja odstupanja od vrijednosti iz literature, samo za pojedine vrijednosti brzine mogu se

pripisati razlici u profilima podloge 1 manjim varijacijama modela.

Tablica 11.1. Usporedba dinamickih faktora

Dinamicki faktor

Brzina
v /bl Pokrettr;z;l:)naéna Gonzalez i sur. Odstupanje u %

50 1,006 1,0 0,6
60 1,006 1,015 0,9
70 1,01 1,01 0

80 1,011 0,99 2,1
90 1,033 1,02 1,3
100 1,046 1,05 0,4
110 1,048 1,035 1,3
120 1,032 1,01 2,2
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Usporedba dinamickih faktora
1. 1 T T T T T T T

dinamicla Falstor

40 50 60 10 a0 %0 100 110 120

v [kem'h]
#—# pokretna konacna traka
e+#+ Gonzales i sur.

Slika 11.5. Usporedba dinamickih faktora dobivenih metodom konacnih traka s

dinamickim faktorima preuzetim iz literature
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12.ZAKLJUCNE NAPOMENE

12.1 Izvorni znanstveni doprinos disertacije

Znanstveni doprinos istrazivanja prikazanog u disertaciji ogleda se u slijedec¢em:

- razvoju originalnog pokretnog trakastog kona¢nog elementa za pokretno
opterecenje

- sprezanju kona¢nog trakastog ljuskastog elementa i konacnog slojevitog
trakastog elementa na novi nacin

- primjeni punog (3D) modela vozila na stvarnu prostornu konstrukciju

- promatranju utjecaja popre¢nog presjeka mosta na interakciju vozila i mostovne
konstrukcije

- razvoju drugaclije iterativne sheme, kojom se dobivaju vrijednosti pomaka i
kontaktnih sila u svakom vremenskom koraku, bez aZuriranja matrica masa i
opterecenja

- model interakcije vozila 1 konstrukcije sadrzi sve jednostavnije modele
pokretnog opterecenja, te se uz minimalnu promjenu svodi na bilo koji od njih

- model je koncipiran tako da omogucuje vrlo jednostavno uvodenje bilo kakvih
promjena svojstava konstrukcije (geometriju, rubne uvjete, oblik poprecnog
presjeka i sl.)

- kombinacija pokretnog konacnog trakastog elementa i konaCnog trakastog
ljuskastog elementa ubrzava i pospjeSuje analizu interakcije uz istovremeno

povecavanje broja stupnjeva slobode koji se tretiraju

Zasnovan na formulaciji metode konacnih traka, uveden je novi element - pokretni konacni
trakasti element, namijenjen isklju¢ivo modeliranju pokretnog optere¢enja. U sprezi sa

konac¢nim trakastim ljuskama, primjena pokretne konacne trake omogucila je obuhvacanje
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svih stupnjeva slobode vozila, oblika poprec¢nog presjeka konstrukcije, istovremeno
reducirajuci rad potreban za izradu modela 1 vrijeme potrebno za numeric¢ku analizu.

Poseban doprinos je moguénost izrazito detaljnog analiziranja interakcije vozila i
konstrukcije, Sto rezultira realisticnom i pouzdanom analizom mostova uslijed djelovanja

pokretnog opterecenja.
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12.2 Prakti¢ni znacaj istrazivanja

Numericki model interakcije vozila i mosta nastao kao dio istrazivanja na temu disertacije
je utoliko znacajan Sto omogucuje trodimenzionalnu analizu prostornih konstrukcija i
detaljno modeliranje teSkih vozila sa mnogo stupnjeva slobode. Primjena ovog modela je u
predvidanju ponasanja konstrukcija kao $to su mostovi i nadvoZnjaci uslijed dinamickih
utjecaja od teskih vozila. Ovo istrazivanje predstavlja bazu za daljnju optimizaciju ovakvih

konstrukcija, koje predstavljaju okosnicu prometne infrastrukture.

12.3 Smjernice bududih istrazivanja

Istrazivanje na temi disertacije otvorilo je mnoga nova pitanja i ideje za buduca
istrazivanja. Ono $to nije pokriveno sadrzajem disertacije, a zanimljivo je i bitno za
podrucje interakcije vozila i konstrukcije je utjecaj promjene brzine gibanja vozila, te
promjena putanje vozila; dakle nejednoliko 1 krivolinijsko gibanje vozila. U nacinjenom
modelu interakcije vrijedi pretpostavka konstantnog kontakta izmedu vozila i povrSine
konstrukcije. Realno se, osobito u slu¢aju neravne povrsine kolnika, javlja odskakanje i
odvajanje vozila od konstrukcije, te ostvarenje ponovnog kontakta, Sto predstavlja vrlo

zahtijevan 1 izazovan zadatak za prouCavanje.
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13. ZAKLJUCAK

Predmet istraZivanja je izrada detaljnog modela interakcije pokretnog vozila i stvarne
mostovne konstrukcije, uzimanjem u obzir svih stupnjeva slobode vozila i oblika
poprecnog presjeka konstrukcije. Nacinjena je parametarska analiza da bi se uocilo i
naglasilo koji parametri vozila i konstrukcije i u kolikoj mjeri utjeCu na njihovo ponasanje.
Cilj je procijeniti da li je modeliranje mostova kao ploSnih nosaca dovoljno za dobivanje
to¢nih rezultata i koji model opterecenja daje rezultate najblize stvarnima, dobivenim
eksperimentalnim ispitivanjem. U svrhu provodenja detaljne anlize realisticnog vozila i
stvarne prostorne konstrukcije, za modeliranje pokretnog opterecenja uvedena je pokretna
konacna traka.

Analizirana su dva tipa konstrukcije: slobodno oslonjena plo¢a bez ukruta i slobodno
oslonjena ploca sa Sest uzduznih ukruta, modeliranih ravnim kona¢nim trakastim ljuskama.
Promatrano je pet tipova pokretnog opterecenja: pokretna sila, pokretna masa, pokretna
masa s oprugom (2 stupnja slobode), dvodimenzionalni model vozila (5 stupnjeva slobode)
1 trodimenzionalni model vozila (9 stupnjeva slobode).

Model plosnog nosaca opterecenog pokretnom silom i pokretnom masom testiran je
usporedbom s rjeSenjima u zatvorenom obliku. Dalje su ti modeli nadogradeni uzduznim
ukrutama na ploci i sloZenijim modelima optere¢enja koji uzimaju u obzir masu vozila.
SloZeni model konstrukcije je nacinjen prema izvedenom cestovnom nadvoznjaku, a model
vozila prema karakteristikama teskih vozila koriStenih pri eksperimentalnom ispitivanju
nadvoznjaka. Rezultati analize interakcije prostorne konstrukcije i punog modela vozila
verificirani su usporedbom s rezultatima provedenih dinamickih ispitivanja na konstrukciji.
Dane su krivulje ovisnosti maksimalnog dinamickog progiba o promjeni: brzine kretanja
opterecenja, odnosa mase optereCenja i konstrukcije, krutosti poprec¢nog presjeka
konstrukcije i geometrijskih karakteristika povrSine konstrukcije, te profila podloge.
IzraCunate su kontaktne sile, te vertikalne brzine i ubrzanja koji se javljaju na konstrukciji

za razli¢ite modele pokretnog opterecenja.
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1z rezultata provedenog istraZzivanja moZze se izvu¢i nekoliko zakljucaka:

)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

modeliranje konstrukcija slozenog poprecnog presjeka ploSnim nosacem nije
preporucljivo, jer daje rezultate koji se uvelike razlikuju od eksperimentalno
utvrdenih, te stoga moZe posluziti samo kao okvirni uvid u ponaSanje
konstrukcija opterecenih vozilima zanemarivo male mase u odnosu na masu
konstrukcije

oblik i krutost poprecnog presjeka konstrukcije imaju veliki utjecaj na
ponasanje konstrukcije i vozila

3D model vozila daje najtocnije rezultate 1 najbolje opisuje proces interakcije,
od svih promatranih modela pokretnog opterecenja

model pokretne sile je prikladan samo kod djelovanja vozila male mase

model pokretne mase uopc¢e ne razmatra interakciju vozila i konstrukcije

broj osovina vozila nema veliki utjecaj na interakciju, ukoliko je vozilo male
duzine, dok udaljenost izmedu krajnjih osovina znacajno utjeCe na ponasanje
konstrukcije

sa povecanjem dimenzija vozila, povecava se i utjecaj broja osovina u modela
vozila

kontaktne sile izmedu vozila i konstrukcije ovise direktno o krutosti, prigusenju
1 masi osovine vozila

neravnine podloge utjeCu na odgovor konstrukcije, kod djelovanja 2D i 3D

modela vozila
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