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SAZETAK

U radu su prikazani analiti¢ki i numericki pristup u rjeSavanju problema stabilnosti tankostijenih
grednih struktura proizvoljnih poprecnih presjeka. U analitickom su pristupu primjenom nelinearnog
polja pomaka tankostijenog popre¢nog presjeka, a koje ukljuCuje efekt velikih rotacija, te lineariziranog
principa virtualnih radova, izvedene ravnoteZzne jednadZbe izvijenog prostornog tankostijenog grednog
nosaca. Materijal je, pritom, pretpostavljen kao izotropan i linearno-elasti¢an. U numeri¢kom je dijelu
rada prikazana metoda kona¢nih elemenata. Primjenom su updated Lagrangian formulacije i nelinearnog
polja pomaka poprecnog presjeka izvedene linearizirane inkrementalne ravnoteZzne jednadZbe
tankostijenog grednog konacnog elementa. Na osnovi su njih, potom, izvedene elasticna, geometrijska i
eksterna matrica krutosti kona¢nog elementa. Pritom su wunutarnji momenti dobiveni kao
polutangencijalni. Za vanjske momente aksijalnog, tangencijalnog i kvazitangencijalnog tipa, izvedene su
odgovarajuce korektivne matrice krutosti, kao i za slucaj off-axis djelovanja vanjske sile. Korekcija
geometrije konstrukcije izvedena je u skladu s Rodriguezovom formulom velikih rotacija. Elasto-plasti¢na
se analiza stabilnosti temelji na teoriji plastinih zglobova, a primjenom je Prandtlova kriterija tecenja i
pretpostavke da postoji kontinuirana funkcija tecenja, izvedena plasti¢na redukcijska matrica kona¢nog
elementa. Na osnovi je spomenutog numerickog algoritma izraden kompjutorski program THINWALL, a
s kojim je moguce rjesavati probleme linearne i nelinearne stabilnosti tankostijenih grednih struktura. U
sluaju je nelinearne stabilnosti kao inkrementalno-iterativna shema uporabljena generalized
displacement control procedura. To€nost je prezentiranog numeri¢kog algoritma provjerena kroz test
primjere.

SUMMARY

In the work analytical and numerical approaches in dealing with the stability problem of thin-walled
beam-type structures with arbitrary cross-sectional shapes are presented. In the analytical approach
equilibrium equations of buckled space thin-walled beam member are derived using the non-linear
displacement field of asymmetric thin-walled cross-section, due to large rotation effect, as well as
linearized principle of virtual works. Material is assumed to be isotropic and linear-elastic. In the
numerical part of this work the finite element method is presented. Using an updated Lagrangian
formulation and above mentioned non-linear displacement field the linearized incremental equilibrium
equations of a thin-walled beam finite element are carried out. Afterwards elastic, geometric and external
stiffness matrices of the element are derived. In this, internal moments are obtained as semitangential
ones. In cases of axial, tangential and qusitangential external moments as well as in the case of an off-axis
external force, corresponding correction stiffness matrices are derived. The updating of structural
geometry is performed according to Rodriguez’ large rotation formula. The elasto-plastic stability
analysis is based on the plastic hinge theory and using Prandtl’s flow rule as well as assuming the
existing of a continuous yield function, the plastic reduction matrix of the thin-walled beam finite element
is derived. On the basis of aforementioned numerical algorithm the computer programme THINWALL is
developed, the purpose of which is the performing of linear and non-linear stability analyses of thin-
walled beam-type structures. In the non-linear case the generalized displacement control procedure is
used as an incremental-iterative scheme. The accuracy of presented numerical algorithm is verified
through the test problems.
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PREDGOVOR

Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura izradena je u
okviru znanstveno-istraZivackog projekta Numericka optimizacija u projektiranju i proizvodnji, br. 069-
001, Ministarstva znanosti i tehnologije Republike Hrvatske, glavnog istrazivaca red. prof. dr. sc. Josipa
Brnica, dipl. ing. te poticajnog projekta Numericka analiza stabilnosti i optimizacija tankostijenih grednih
struktura, br. 069-101, kojeg vodi autor. Ovaj je rad izraden s ciljem stvaranja numerickog algoritma,
temeljenog na metodi konacnih elemenata, za geometrijski i materijalno nelinearnu analizu stabilnosti
tankostijenih grednih struktura.

Disertacija je podijeljena u pet poglavlja, pri ¢emu je prvo uvodno poglavlje, a peto predstavlja
zakljuéna razmatranja.

U drugom je poglavlju pod naslovom Analiza deformacija i naprezanja tankostijenih grednih
nosaca, prvo izvedeno linearno polje pomaka tankostijenog poprecnog presjeka, zatim Cauchyjev tenzor
deformacije te su ukratko definirane geometrijske karakteristike popre¢noga presjeka. Zatim su prikazane
komponente rezultante unutarnjih sila, a za slucaj su linearno-elasticnog ponaSanja materijala izvedene
ravnotezne jednadZbe primjenom tzv. inZenjerskih teorija i to: Euler-Bernoulli-Navierove teorije za
savijanje i Timoshenko-Vlasove teorije za torziju. Potom je u analizu ukljucena geometrijska nelinearnost
kroz nelinearno polje pomaka popre¢noga presjeka, koje se javlja kao posljedica efekta velikih rotacija, a
na osnovi je takova polja izveden Green-Lagrangeov tenzor deformacije. Primjenom su lineariziranog
principa virtualnih radova izvedene ravnoteZene jednadZbe izvijena prostornog tankostijenog grednog
nosaca te su za nekoliko osnovnih primjera torzijsko-fleksijskog, ¢istog torzijskog i lateralnog izvijanja
izvedene kriti¢ne sile.

Trece poglavlje naziva Tankostijeni gredni konacni element predstavlja glavni dio disertacije. Prvo
su primjenom UL (updated Lagrangian) formulacije, nelinearnog polja pomaka poprecnog presjeka i
pretpostavke o linearno-elasticnom ponasanju materijala, izvedene linearizirane inkrementalne ravnotezne
jednadZbe tankostijenog grednog konacnog elementa, a na osnovi njih elasti¢na i geometrijska matrica
krutosti kona¢nog elementa. Pri tome je za pomake u polju kona¢nog elementa kod aksijalnog optere¢enja
primijenjena linearna aproksimacija, dok je kod savijanja i torzije primijenjena kubi¢na aproksimacija.
Kako je primjenom rigid body testa dokazana nemoguénost primjene NDA (natural deformation
approach) pristupa u force recovery fazi, to je bilo nuzno primijeniti ESA (eksternal stiffness approach)
pristup pa je, stoga, izvedena i tzv. eksterna matrica krutosti kona¢nog elementa. Prikazan je nacin na koji
se izvodi korekcija poloZaja ¢vorova konstrukcije i geometrije kona¢nog elementa, pri ¢emu je korekcija
poloZaja referentnih osi ¢vorova izvedena u skladu s Rodriguezovom formulom za velike rotacije. Dan je
kratak pregled numeri¢kih procedura za rjeSavanje nelinearnih problema te prikazana generalized
displacement control procedura inkrementalno-iterativnog nacina rjeSavanja. Prikazana su rotacijska
svojstva momenata, a dokazano je da se unutarnji momenti kona¢nog elementa pri prostornim rotacijama
ponasaju kao polutangencijalni. Kako se vanjski momenti pri prostornim rotacijama mogu ponasati i kao
aksijalni, tangencijalni 1 kvazitangencijalni, to su za te sluCajeve, kao i za slucaj off-axis djelovanja
vanjske sile, izvedene odgovarajuce korektivne matrice krutosti. Na kraju je ovoga poglavlja u analizu
uveden i problem materijalne nelinearnosti temeljen na pretpostavci da je materijal linearno-elasti¢an
idealno-plasti€an te da nema zaostalih naprezanja. Za rjeSavanje je toga problema primijenjena tzv.
metoda plasticnih zglobova, tj. pretpostavljeno je da su svi plasti¢ni efekti koncentrirani u plasticnim
zglobovima nulte duljine. Pri tome se ti plasti¢ni zglobovi pojavlju samo u ¢vorovima konacnog
elementa, dok se u polju kona¢nog elementa materijal uvijek ponasa kao linearno-elasti¢an. Potom je, na
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osnovi Prandtlova kriterija teCenja i pretpostavke da postoji kontinuirana funkcija tecenja, izvedena
plasti¢na redukcijska matrica kona¢nog elementa, a funkcija koje je spreCavanje odvijanja inkrementalne
promjene vektora ¢vornih sila u plastiénom zglobu, izvan tangencijalne ravnine plohe tecenja.

Na osnovi je spomenutog numeri¢kog algoritma, a temeljenog na metodi konacnih elemenata,
izraden kompjutorski program THINWALL, prikaz kojeg je dan u Cetvrtom poglavlju istoimenog naziva.
Program je, najprije, ukratko opisan, a zatim i strukturno prikazan u obliku dijagrama tijeka. Pri tome je
svaki od potprograma opisan i poja$njen. Za slucaj je elasto-plasticnog ponaSanja materijala kao ogledni
primjer usvojena funkcija tecenja lakog I-profila W12x31 (AISC standard). Nakon toga program je

testiran, a dobiveni su rezultati usporedeni s poznatim teorijskim, numerickim ili eksperimentalnim
vrijednostima.

Autor ovom prilikom izraZava neizmjernu zahvalnost svome mentoru red. prof. dr. sc. Josipu Brnicu,
dipl. ing. na svesrdnoj pomo¢i pruZenoj tijekom izrade ove disertacije. Izuzetnu zahvalu autor upucuje i
red. prof. dr. sc. Ivi Alfirevi¢u, dipl. ing. s Fakulteta strojarstva i brodogradnje SveuciliSta u Zagrebu, koji
je za vrijeme bolesti mentora naSao vremena da ovu disertaciju procita i uputi korisne savjete. Autor se
takoder zahvaljuje i red. prof. dr. sc. Mirku Butkovicu, dipl. ing., red. prof. dr. Ivanu Kamenarovicu, dipl.
ing. te izv. prof. dr. sc. Iztoku Potr¢u, dipl. ing. s Fakultete za strojniStvo Univerze v Mariboru, na
uloZenom trudu pri pregledu disertacije. Doc. dr. sc. Jasni Prpi¢-OrSi¢, dipl. ing. autor iskreno zahvaljuje
na svesrdnoj pomo¢i pruzenoj pri izradi programa THINWALL.

Na kraju autor izrazava posebnu zahvalnost svojoj obitelji na podrsci i strpljenju.
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1. UVOD

1.1. Definiranje problema

Tankostijene gredne struktrure (grede, ravninski i prostorni okviri itd.) ¢ine vrlo vaZznu klasu
konstrukcijskih elemenata u inZenjerskoj praksi [1, 2]. Pritom se one javljaju ili kao samostalni
konstrukcijski elementi (upore, nosaci opcenito) [3 — 7], kao dijelovi neke sloZenije strukture (ukrepe
brodske palube, elementi reSetki i sl.) [8, 9] ili kao samostalne nosive strukture (rostilji, rebra objekata i
sl.) [10, 11]. Njihovo je znacenje osobito izraZzeno u podrucju optimizacije, jer u usporedbi s grednim
nosac¢ima puna poprecnog presjeka, za istu ¢vrstocu zahtijevaju minimalan utroSak materijala [12, 13].

No, zbog sloZenijeg oblika i njihovo je ponaSanje istovremeno mnogo sloZenije, pri ¢emu je posebno
izraZena njihova mnogo veca sklonost ka gubitku stabilne deformacijske forme [14 — 16]. Za ilustraciju je
dovoljno navesti Cinjenicu da se u sluaju puna popre¢nog presjeka izvijanje nosaca manifestira
uglavnom u vidu fleksijske forme gubitka stabilnosti, dok je kod tankostijenog grednog nosaca moguca
uz fleksijsku i torzijska, torzijsko-fleksijska i lateralna (bo¢na) forma gubitka stabilnosti [17 — 19]. U ovih
se nosaca kao dopunski problem javlja joS i efekt tzv. lokalnog gubitka stabilnosti, tj. pri odredenom
nivou vanjskog opterecenja mozZe doci do znacajnijeg lokalnog izobliavanja poprecnog presjeka,
odnosno pocetni oblik popre€nog presjeka postaje nestabilan, Sto ponekad rezultira u znacajnijem padu
globalne stabilnosti [20 — 23]. Problem se, takoder, znatno usloZnjava u slu¢aju materijalno-nelinearnog
ponasanja materijala [24 — 28].

Zbog toga je u dizajnu tankostijenih grednih struktura od osobite vaZnosti mogucnost §to tocnijeg
odredivanja grani¢nog stanja stabilnosti deformacijskih formi. Kako su analiticka rjeSenja za probleme
stabilnosti tankostijenih grednih nosa¢a moguca samo u relativno jednostavnijim slucajevima, to je pri
analizi ovakovih problema nuZno rabiti neku od numerickih metoda kao S§to je npr. metoda kona¢nih
elemenata [29 — 32]. Tu su istraZivacima posebno interesantni gredni konac¢ni elementi, koji u usporedbi s
2-D kona¢nim elementima [33, 34], omogucavaju mnogo brzu i jednostavniju analizu, pogotovo kada su
u pitanju sloZenije okvirne konstrukcije sastavljene od veceg broja grednih nosaca.

1.2. Ocjena dosadasnjih istrazivanja

Najraniji pokusSaji usmjereni ka opisivanju opcenito nelinearnog ponasSanja tankostijenih grednih
struktura odnosili su se na istrazivanje tzv. lateralno-torzijske stabilnosti. Uz pretpostavku o malim
pomacima i linearno-elasticnog ponaSanja materijala, najprije je Bleich (1952.) [35] analiticki odredio
vrijednosti kriticnog optereenja izvijanja tankostijenog grednog nosaca otvorena popre¢nog presjeka, a
za njegove razlicite oblike i razlicite tipove rubnih uvjeta. Barsoum i Gallagher (1970.) [36] te BaZant i El
Nimeiri (1973.) [37] prvi uvode numericki pristup u analizi elasti¢ne stabilnosti tankostijenih nosaca,
temeljen na metodi kona¢nih elemenata. Trahair i Kitipornchai (1972.) [38] razmatraju probleme
lateralnog elasto-plasticnog izvijanja nosaca poprecnog presjeka oblika I-profila, optere¢enog na ravno
¢isto savijanje i to na nacin da su u analitickim izrazima za kriti¢no opterecenje izvijanja kombinirali
vrijednosti modula elastinosti 1 modula smicanja s tangentnim vrijednostima (tangent modulus
approach), u ovisnosti o Sirenju plasti¢nih deformacija po popre¢nome presjeku. Nethercot (1975.) [39]
je, potom, primijenio njihov pristup, kombiniraju¢i ga s metodom konacnih elemenata u analizi istog
problema, a za slucaj opterecenja tankostijenog grednog nosaca na ravno savijanje silama.

Do znacajnije primjene teorije velikih pomaka u opisivanju geometrijski nelinearnog ponaSanja
dolazi pojavom snaZnijih kompjutora. U analizi prostornih grednih struktura prvi su napori usmjereni ka
razvoju jednodimenzionalnih kona¢nih elemenata za modeliranje problema velikih pomaka, ali uz
zanemarenje vitoperenja poprecnih presjeka, Bathe i Bolourchi (1979.) [40]. Yang i McGuire (1986.)
[41], Gattass i Abel (1987.) [42], Chan i Kitipornchai (1987.) [43], Conci i Gattass (1990.) [44], Conci
(1991.) [45], Chen i Blandford (1991.) [46, 47] te Gendy i Saleeb (1994.) [48] uspjesno primjenjuju UL
(updated Lagrangian) shemu u analizi elasticne stabilnosti tankostijenih grednih nosaca otvorena
poprecnog presjeka, uzimajuéi u obzir i utjecaj vitoperenja poprecnih presjeka. Istu analizu Izzuddin
(1995.) [49] sprovodi primjenom Eulerove sheme, medutim kako je njegov numericki model u lokalnom
koordinatnom sustavu bio linearan, to primjenom toga modela nije bilo mogu¢e modelirati Cisto torzijsko
izvijanje. Saleeb et al. (1992.) [50], Kim et al. (1996.) [51] i Chang et al. (1996.) [52] provode analizu
elastiCnog izvijanja tankostijenih okvirnih konstrukcija s pomoc¢u grednih konacnih elemenata cije su
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matrice krutosti izvedene na osnovi tzv. nelinearnog polja pomaka, a koje se javlja kao posljedica velikih
rotacija.

Medutim, jedna realna analiza tankostijenih grednih struktura prema teoriji velikih pomaka zahtijeva
inkorporiranje, kako utjecaja ograni¢enog vitoperenja, tako i materijalne nelinearnosti. Takoder, kao
dodatni se problem kod prostornih okvirnih konstrukcija javlja i efekt nekomutativnosti velikih prostornih
rotacija [53 — 56], kao i nekompatibilnost unutarnjih momenata savijanja i velikih prostornih rotacija [48,
51, 57]. Karamanlidis i Gesh-Karamanlidis (1986.) [58] modeliraju probleme geometrijski i materijalno
nelinearnog odziva tankostijenih okvira, stim da se njihova analiza ograniCava samo na ravninske
slucajeve, a iste godine Wunderlich er al. [59] proSiruju problem i na prostorne konstrukcije primjenjujuéi
UL formulaciju. Conci i Gattas (1990.) [60] primjenjuju teoriju plasti¢nih zglobova u elasto-plasti¢noj
analizi tankostijenih nosaca otvorena poprec¢nog presjeka, ali za sluc¢aj geometrijske linearnosti. Meek i
Loganathan (1990.) [61] modeliraju probleme elasto-plastiCne stabilnosti tankostijenih nosaca,
definirajudi plastifikaciju poprecnog presjeka samo u funkciji jednoosnog stanja naprezanja. Iste godine
Meek i Lin [62] ukljucuju interakciju normalnih i posmi¢nih naprezanja u plastiénom podru¢ju. No, kako
su u oba slucaja analizirani zatvoreni tankostijeni poprecni presjeci, to je efekt vitoperenja poprecnih
presjeka bio zanemaren. Utjecaj ograni¢enog vitoperenja u elasto-plasticnu analizu tankostijenih grednih
struktura uklju¢uju Kouhia i Tuomala (1993.) [63], definirajuci inkrementalne ravnoteZne jednadZbe na
osnovi UL formulacije. Za isti problem Pi i Trahair (1994.) [64, 65] primjenjuju TL (total Lagrangian)
formulaciju, dok Izzudin i Lloyd Smith (1995.) [66, 67] uvode Eulerovu formulaciju. U sva su ta tri
slucaja numericki algoritmi omogucavali modeliranje postepene plastifikacije poprecnog presjeka, a za
opisivanje interakcije posmicnih naprezanja uzrokovanih torzijom i normalnih naprezanja primijenjen je
von Misesov kriterij tecenja. No, kako je mogucénost modeliranja postepene plastifikacije poprecnoge
presjeka zahtijevala subdiskretizaciju poprecnog presjeka u svim ¢vorovima konstrukcije na odreden broj
segmenata te je, tako, znatno povecalo broj podataka koje je tijekom proracuna trebalo pratiti, to ovi
numeric¢ki modeli nisu bili narocito pogodni za sloZenije prostorne tankostijene okvirne konstrukcije. Da
bi rijesio taj problem Gebbeken (1998.) [68] prezentira geometrijski i materijalno nelinearnu analizu
prostornih okvirnih konstrukcija temeljenu na generaliziranoj teoriji plastiénih zglobova i Rubinovim
funkcijama te€enja za dvoosno simetri¢ne poprecne presjeke. Njegov je numericki model, za razliku od
modela koji se temelje na standardnoj teoriji koncentriranih plasti¢nih zglobova [31], ukljuc¢ivao kriterij
teCenja (flow rule), a omogucavao je i interakciju ¢vornih sila u plastiénom zglobu, kao 1 pojavu
elasti€nog rasterecenja plasti¢nog zgloba.

1.3. Cilj i svrha istrazivanja

Cilj je istraZivanja bila izrada efikasnog i pouzdanog, na metodi konacnih elemenata baziranog
numeri¢kog algoritma, koji u formi programa za racunalo postaje samostalna cjelina dostatna za
nelinearnu analizu stabilnosti tankostijenih grednih struktura, a u optimalnom dizajnu moZe biti dio
optimizacijskog postupka. Analiza nelinearne stabilnosti obuhvatila je geometrijsku 1 materijalnu
nelinearnost te moguca opterec¢enja koja bivaju uzrokom nestabilnosti.

Za ostvarenje je ovakovoga cilja uporabljena UL formulacija nelinearnih problema i metoda
plasti¢nih zglobova. Pri tome je efekt velikih prostornih rotacija u geometrijsku nelinearnost uveden kroz
nelinearno polje pomaka nesimetricnog tankostijenog poprecnog presjeka. S obzirom na moguci
nelinearni odziv struktura nije uzet u obzir utjecaj temperature i njezin utjecaj na ostale faktore, tj.
viskoelastican, termoviskoplasti¢an i sl. odziv nisu bili predmet ovog istraZivanja.

Rezultati istrazivanja ponudenim numerickim modelom za nelinearnu analizu stabilnosti ravnih
tankostijenih grednih struktura omogucuju dobro opisivanje i to, kako geometrijski, tako i materijalno
nelinearnog ponasanja ovih struktura. U tom je smislu tehni¢koj praksi pruzen pouzdan alat u svrhu
kompletne analize ovih struktura u njihovu dizajnu.



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

2. ANALIZA DEFORMACIJE I NAPREZANJA TANKOSTIJENIH GREDNIH
NOSACA

2.1. Osnovne pretpostavke

Pod grednim se nosacem, opc¢enito, podrazumijeva deformabilno tijelo kod kojeg je duljina nosaca
dominantna u odnosu na dimenzije poprecnog presjeka. Pritom, poprecni presjek moZe biti puni ili
tankostijeni.

Pod tankostijenim se grednim nosa¢em podrazumijeva gredni nosac¢ kod kojeg je jedna dimenzija
poprecnog presjeka (debljina stijenke) puno manja od ostalih. S obzirom na oblik popre¢nog presjeka oni
se dijele na: otvorene, zatvorene i kombinirane, dok s obzirom na simetri¢nost popre¢nog presjeka
razlikujemo: nesimetri¢ne, jednoosno simetri¢ne i dvoosno simetri¢ne tankostijene gredne nosace. Kod
nesimetri¢nih se popre€nih presjeka teZiSte i centar smicanja ne poklapaju, kod jednoosno simetri¢nih
centar smicanja leZi na osi simetrije, dok se kod dvoosno simetri¢nih centar smicanja nalazi u tezistu.

Pod centrom se smicanja podrazumijeva toc¢ka poprec¢nog presjeka za koju suma momenata svih
unutrasnjih smicnih sila pri savijanju, mora biti jednaka nuli. MoZe se dokazati da se centar smicanja
poklapa s centrom torzije [1, 2, 8]. Pod centrom se torzije podrazumijeva ona tocka popre¢nog presjeka
oko koje se odvija rotacija popre¢nog presjeka pri uvijanju ili torziji. Torzija, pritom, moZe biti popracena
1 savijanjem ili fleksijom. Naime, neokrugli popre¢ni presjeci pri torziji ne ostaju ravni, nego se vitopere,
tj. toCke poprecnog presjeka doZivljavaju i aksijalne pomake [69]. Ti se aksijalni pomaci javljaju kao
posljedica zakretanja uzduznih faza i1 njihova klizanja uzrokovana smic¢nim ili tangencijalnim
naprezanjima. Ukoliko aksijalni pomaci nisu sprijeceni, tada se svi poprecni presjeci mogu jednako
(slobodno) deformirati, pa se u njima javljaju samo primarna tangencijalna naprezanja. U tom slucaju
govorimo o tzv. €istoj, slobodnoj, jednolikoj ili St. Venantovoj torziji, odnosno o torziji bez savijanja [6].
Kada su ti pomaci na neki nacin ograniceni, bilo da su u nekom poprecnom presjeku sprijeceni ili se
mijenja torzijski moment uzduZ nosaca, tada se poprecni presjeci ne mogu jednako deformirati, pa se
udaljenosti izmedu pojedinih tocaka istoga vlakna mijenjaju, $to ima za posljedicu pojavu normalnih
naprezanja. Kako su ta normalna naprezanja promjenljiva uzduZz nosaca i po visini popre¢noga presjeka,
ona uzrokuju pojavu sekundarnih tangencijalnih naprezanja. Takvu vrstu torzije nazivamo: neslobodnom,
nejednolikom ili Vlasovom torzijom ili torzijom s ograni¢enim vitoperenjem, odnosno torzijom
poprac¢enom savijanjem [70 — 74].

Kod nosac¢a punih popre¢nih presjeka ova se sekundarna tangencijalna naprezanja mogu zanemariti,
jer je njihovo vitoperenje vrlo malo. Isti je slucaj i s tankostijenim grednim nosa¢ima zatvorena
popre¢nog presjeka, jer se zbog njihove velike torzijske krutosti, normalna naprezanja uzrokovana
ograni¢enim vitoperenjem brzo prigusuju te sekundarna tangencijalna naprezanja mogu samo lokalno
posti¢i vece vrijednosti [75].

srednja ploha

srednja linija
ili kontura

SL. 2.1. Tankostijeni gredni nosac otvorena poprecnog presjeka



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

Na sl. 2.1 prikazan je prizmaticni tankostijeni gredni nosa¢ otvorenog nesimetricnog popre¢nog
presjeka. Cartesiev koordinatni sustav (z, x, y) odabran je tako da uzduZna os z prolazi kroz teZiste O svih
popreénih presjeka, dok su x i y glavne centralne (teZi$ne) osi popreénoga presjeka'. PoloZaj je centra
smicanja S popre¢noga presjeka u odnosu na glavne centralne osi definiran koordinatama x; i y,. Stijenka
debljine ¢ srednjom je plohom podijeljena na dva jednaka dijela. PresijeCemo li srednju plohu ravninom
poprecnoga presjeka, dobivamo tzv. srednju liniju ili konturu. PoloZaj je proizvoljne tocke N na konturi
definiran dvjema koordinatama =i s, pri ¢emu je prva koordinata istovjetna koordinati z u Cartesievom
koordinatnom sustavu, dok je s krivocrtna koordinata uzduz konture s ishodiStem u tocki D, koja se
naziva sektorskom nul-to¢kom. Os 2zokomita je na tangentu / konture u to¢ki N.

Teorija se uvijanja i savijanja tankostijenih grednih nosaca prikazana u ovom poglavlju, temelji na
sljede¢im pretpostavkama:

2.1.1 Projekcija se konture u ravnini (x, y) ne mijenja tijekom procesa deformiranja, tj. ponasa se
kao kruto tijelo.

2.1.2 Posmicna je deformacija % u srednjoj plohi jednaka nuli.

2.1.3 Svaki se dio grede ponasa kao tanka ljuska, Sto znaci da pravac okomit na konturu ostaje
okomit tijekom cijelog procesa deformiranja.

2.1.4 Veza je izmedu naprezanja i deformacije linearna i deformacije su u potpunosti povratne.

Pretpostavka 2.1.2 poznata je i pod nazivom Vlasova pretpostavka [1, 8], dok pretpostavka 2.1.3
predstavlja Kirchhoffovu pretpostavku [9, 33, 34].

2.2. Linearno polje pomaka

Da bismo odredili deformacije koje se javljaju pri optereéenju tankostijenog grednog nosaca,
definirat ¢emo, najprije, pomake proizvoljne tocke poprecnoga presjeka, a koji se javljaju pri torziji i
savijanju. Kako ¢e ti pomaci biti definirani prema tzv. inZenjerskoj ili linearnoj teoriji [69], tada se i tako
dobiveno polje pomaka ¢esto naziva linearnim poljem pomaka, jer su sve komponente u njemu linearne.

y T Vs
t "
Vs A
Uus Xy
Ys - — >
S P
‘ﬁ/ ®.
ZS/
Wo (6] Xs X

Sl. 2.2. Pomaci poprecnog presjeka kao krutog tijela

Na sl. 2.2 prikazane su komponente pomaka poprecnog presjeka kao krutog tijela, gdje je:
(zs» X5, ¥5) — koordinatni sustav s ishodiStem u S, a paralelan s koordinatnim sustavom (z, x, y)
w, — translatorni pomak teZiSta O po pravcu osi z
uy, vy — translatorni pomaci centra smicanja S po pravcima osi x; i y;
®., ¢,, ¢, — rotacijski pomaci poprecnoga presjeka oko osi z;, X, 1 Yy

! Redoslijed je koordinatnih osi (z, x, y) odabran umjesto standardnog redoslijeda (x, y, z), iz razloga Sto se ravnina poprecnog
presjeka obi¢no definira s ravninom (x, y), dok se kod numerickih pristupa aksijalni pomak, u ovom slu€aju pomak po pravcu
osi z, skoro uvijek definira kao prva komponenta ukupnog pomaka.
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@— parametar vitoperenja poprec¢noga presjeka definiran u odnosu na centar smicanja.
Pri tome je:

w,=w,(2), u,=u (z), v,=v,(2), @,=¢,.(z)

dv, du. do . 2.1
‘Z) :——‘):#) , ‘p: ‘):‘Z)' , 0:— 2:0
* dz (@) Yod (@) dz @

Kao $to vidimo iz izraza (2.1), sve su komponente pomaka funkcija samo varijable z, a da je
parametar vitoperenja @istovjetan jedinicnom kutu torzije, samo suprotnoga predznaka.

Da bismo odredili linearno polje pomaka promatrajmo, najprije, proizvoljni nesimetri¢ni poprecni
presjek, prikazan svojom konturom i opterecen samo na torziju, sl. 2.3. Rotacija se popre¢noga presjeka,
pritom, odvija oko centra smicanja S. Neka je N polozaj tocke konture prije deformiranja, a N” poloZaj te
tocke nakon rotacije poprecnoga presjeka za kut ¢..

_ X — Xy
y
kontura
rotacija
v 0
/! 1
Vs
S
/
O o x

X

SI. 2.3. Promjena polozaja tocke N konture uslijed torzije

Pomak je tocke N po pravcu osi x:
u=SNcos 8 —SNcos(8+ P.)=
=ﬁcosﬁ—ﬁcosﬁcos¢z +ﬁsinﬁsinq)z, (2.2)
odnosno po osi y:
v =S_Nsin(,8+(/)z)—S_Nsin,B =
:S_Nsin,Bcos(oZ+S_Ncos,5sin(oz—S_Ncos,6'. (2.3)

Posto je prema sl. 2.3:

SNsinf=y—y,
S_Ncos/; =);—12}’ 2.4)
to se povratom izraza (2.4) u izraze (22) 1 (2.3), dobiva:
u=(x—x,)-(x—x)cosp, +(y—y,)sing,
Vz(y—ys)COS(/?z+(x—xs)sin(pz—(y_ys)}‘ (2.5)

Kako za male kutove vrijedi:
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sing, =¢_, cos@_ =1, (2.6)

iz izraza (2.5) proizlazi:

2.7

u=—(y—ys)¢z}
Vz(x—.xx)¢7z ’

pri ¢emu je kod pomaka u pridodan predznak minus, jer se taj pomak odvija u negativnom smijeru osi x.
Nadalje, ozna¢imo pomake to¢ke N po pravcima osi 2, /i = sa: u=u(s,z), v=v(s,z) i

w =w(s,z). U skladu sa sl. 2.3 slijedi da je pomak to¢ke N po pravcu osi
T=—qp., (2.8)
odnosno po pravcu osi /:

v

I

re,. (2.9)
Posto je prema pretpostavci 2.1.2 (Vlasova pretpostavka) ¥, = 0, to u skladu s izrazom (2.9) proizlazi:

ow Jdv
AL

=2 oo
e ds 0z
w__ov__00 __ dp.
ds oz 0z dz
N
w4 [ 1 as. (2.10)
dz ;
Kako je:
rds=dw, 2.11)

gdje je @w=a(s) sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja za tocke konture (confour warping
function) [1], iz izraza (2.10) dobivamo:

W:—(EN—ED)%. (2.12)
Z

Kako, pak, tocka D konture moZe biti izabrana tako da je @p =0, onda iz izraza (2.12) slijedi da je
pomak toc¢ke N po pravcu osi z:

__ __d
W =~y diz, (2.13)
gdje je:
N
oy = [r(s)ds. (2.14)
D

Prema pretpostavci 2.1.3 (Kirchhoffova pretpostavka) proizlazi da je aksijalni pomak tocaka
poprecnog presjeka izvan konture, a koje leZe na normali #ru tocki N:

— _  du __do do
W=W-n—=-0y——+ngqg—==
oz Nap "y
_ do =49 do
=—\w. —n L =—\w. + o —ZZ—a)—Z, 2.15
(N 51) dz (N N) dz dz ( )
gdje je:
0=y + By, (2.16)

pri ¢emu je @y sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja to¢aka izvan konture (thickness warping
function) [1], a koje leZe na pravcu normale konture u tocki N:
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Wy =-ngq. (2.17)

Kako je u prakti¢nim primjerima za tankostijene gredne nosade @ >>@ , tada se za izraz (2.16)
moZe pisati:

w=oy=, (2.18)

odnosno definira li se funkcija vitoperenja iz izraza (2.14) u koordinatnom sustavu (x, y), na osnovi izraza
(2.13) i (2.18) slijedi:

w= w:—a)(x,y)%= w(z,x,Y). (2.19)
z

Nadalje, aksijalni su pomaci to¢aka poprecnog presjeka zbog savijanja (bez torzije):

y W
sy
dz *
/|
y \[
elasti¢na linija
v popreéni presjek
V4
(¢ ©
A B
a)
X
¢y
X W / .
y A’/dus
v =
dz Y

g

poprecni presjek

b)
SL. 2.4. Aksijalni pomaci tocaka poprecnoga presjeka zbog savijanja u ravnini: a) (z, y); b) (z, x)

- uravnini (z, y), sl. 2.4 a:

dv,
w=-y S :y¢)x, (220)
dz
- uravnini (z, x), sl. 2.4 b:
w=—x"t=—xgp . 2.21)
dz
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Zbrojimo li, sada, izraze (2.19) — (2.21), slijedi da su aksijalni pomaci zbog torzije i savijanja:

D, du, 549 (2.22)
dz dz dz
Ukupno ¢emo polje pomaka dobiti tako da izrazima (2.7) i (2.22) pridodamo pomake poprec¢nog
presjeka kao krutog tijela iz izraza (2.1), Sto daje:

w=-y

wew, —y e s 4P (2.23a)
dz dz dz

u=u,—(y-v,)o.. (2.23b)

v=v +(x-x)o.. (2.23¢)

Kao §to vidimo iz izraza (2.23), svi su ¢lanovi u polju pomaka veli€ine prvoga reda, tj. nemamo kvadrata
niti umnoZaka pojedinih ¢lanova, pa se zato takvo polje pomaka i naziva linearnim poljem.

2.3. Cauchyjev tenzor deformacije

Za slucaj kada su prilikom deformiranja nosa¢a pomaci mali, tj. kada geometrijski nelinearne efekte
moZemo zanemariti, tada vezu izmedu komponenata deformacije i komponenata pomaka moZemo
prikazati u obliku Cauchyjeva tenzora deformacije [24]:

1 .
e; = E(Mi'j +tuy, ), i,j=1,2,3. (2.24)
Kako se, u skladu s pretpostavkom 2.1.1, deformacije u ravnini popre¢noga presjeka mogu zanemariti, tj.

ey =e,=0, ep=e, =0 2¢,=¢, =0, (2.25)

to na osnovi izraza (2.23) slijedi da su komponente deformacije razli¢ite od nule:

ow dw d*v d*u d*p
Cry =€ =—— = 9 — S x S —w Z, (2263)
PR 9 dg y dz* dz* dz*
ow du ow\de
2e;, =€, =—+—=—|y-y, +— |—=, 2.26b
31 X ax az (y yb ax j dZ ( )
ow dv ow \do
2e;, =, =—+—=|x—x, —— |[—=. 2.26¢
32 zy ay aZ ( s ay J dZ ( )
2.4. Geometrijske karakteristike ravnih presjeka nosaca
Geometrijske su karakteristike tankostijenog popre€nog presjeka, sljedece:
- staticki momenti povrSine za os x i y:
S,=[ydA, S, =[xdA, (2.27a)
A Coa
- sektorski staticki moment:
S, =[wdA, (2.27b)
A
- aksijalni momenti inercije za 0s x1iy:
I,=[y*dA, I,=[x"dA, (2.27¢)
A A



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

- centrifugalni moment inercije:

I, =[xydA, (2.27d)
A

- sektorski moment inercije:

I1,=[w*dA, (2.27¢)
A

- sektorski centrifugalni momenti inercije:

I,,=[xwdA, 1,,=[yodA. (2.27f)
A A

Ako su osi x 1y teZiSne osi tada je S, = S, = 0. Ako je tocka D iz izraza (2.14) glavna sektorska nul-
tocka, onda je S, = 0. Za slucaj da je sektorska koordinata @ definirana u odnosu na centar smicanja,
slijedi da je I, = I,, = 0. Sektorska koordinata koja zadovoljava uvjete:

So=lw=1,,=0, (2.28)

naziva se glavnom sektorskom koordinatom [74].

2.5. Unutarnje sile

Kod opceg se slucaja opterecenja tankostijenog grednog nosaca rezultanta unutarnjih sila moZe
rastaviti na sedam komponentata, pri ¢emu su aksijalna sila F, i momenti savijanja M, 1 M, definirani za
teZiSte poprecnoga presjeka, dok su smicne sile F, i F), torzijski moment M, i bimoment M, definirani za
centar smicanja, sl. 2.5.

SL. 2.5. Unutarnje sile

U skladu s pretpostavkom 2.1.1, slijedi da je o, = 0, =7, = 0, odnosno od komponenata se
naprezanja u proizvoljnoj toc¢ki poprecnoga presjeka mogu pojaviti samo o, 7., 1 7, Komponente su
rezultante unutarnjih sila definirane na sljede¢i nacin:

- aksijalna sila:

F,=N=[0,dA, (2.29a)
A
- smiéne sile:
F,=[7,dA, F, =]t dA, (2.29b)
A A
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- torzijski moment:

MZ=MT:_[[TZ);(x—x) y—y ]dA—
A
=[(e,x~7,y)dA~F x, + F,y, =T, +T,, (2.29¢)
A
- momenti savijanja:
M, =[o.ydA, M, =-[c_ xdA, (2.29d)
A A
- bimoment:
M,=B=[o.wdA. (2.29)

U izrazu (2.29c) T, predstavlja dio torzijskog momenta koji se javlja kod slobodne torzije i Cesto se
naziva St. Venantovim torzijskim momentom, dok je T, dio torzijskog momenta koji se javlja zbog
ogranicenog vitoperenja i naziva se torzijskim momentom vitoperenja.

Takoder, ako torzijski moment vitoperenja definiramo kao reaktivhu komponentu, tj. ako ga
definiramo kao prvu derivaciju bimonenta po varijabli z, tada iz izraza (2.29e) imamo:

dM d do
T,=—%=—|o0,0(x,y)dA= LwdA . 2.30
Y dz dzi @) /{ dz (230
Posto iz Navierovih jednadZbi ravnoteZe za neslobodnu torziju dobivamo [41]:
ot eks
a7, 9% dJo, —0o Jdo, :_aru 9% 2.31)
ox dy 0z 0z ox 9y
to uvodenjem izraza (2.31) u izraz (2.30), proizlazi:
o7 a7,
T,=—|| ==o+—w|dA. 2.32
o= ( Ml J (2.32)
Kako parcijalnim integriranjem imamo da je
ot 0w 0w
—=wdA= T a) T dx dy= dA, 2.33a
jar ®dA= j (¢, o) j 7, 2y |dx= jr Laa, (2.33b)
ay zy a zy a
iz izraza (2.32) slijedi:
T,=| ( . %“’Jr z, %“’JdA (2.34)

Odbije li se, sada, izraz (2.34) od izraza (2.29c), dobivamo da je St. Venantov torzijski moment:

ow w
Tw:ﬂz’zy(x—xs—gJ—Tu(y—ys+§ﬂdA. (2.35)

Zbog vitoperenja se poprecnog presjeka, kao sekundarni efekt, javlja joS i dopunski torzijski moment
uzrokovan normalnim naprezanjima, sl. 2.6. Ovaj je efekt poznat kao Wagnerov efekt [76 — 78], a on biva
uzrokom tzv. Cistog torzijskog izvijanja kod tankostijenih grednih nosaca [18, 19, 79, 80]. Kod nosaca
punog poprecnog presjeka Wagnerov se efekt, u pravilu, zanemaruje.

10
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Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

Sl. 2.6. Wagnerov efekt

Vrijednost je tog sekundarnog torzijskog momenta:

do 2,49, = do
I,=\po p—=—dA=|0o, p"dA —=K —/—, (2.36)
£p P dz £ P dz dz

pri ¢emu je p udaljenost tocke na konturi popre¢noga presjeka od centra smicanja, dok je K Wagnerov
koeficijent:

K=[o.p'da=[o.|(x=x,F +(y-y,F]da.

(2.37)
Zbroje li se, sada, izrazi (2.29¢) i (2.36), slijedi da je ukupni torzijski moment:
M =T, +T,+T,. (2.38)
Nadalje, kako je prema Hookeovu zakonu [24, 25]:
o, E . .lle,
T,.¢c=| .- G . [Ke,r, (2.39)
Ty .. Glle

pri cemu je E modul elasti¢nosti ili Youngov modul, G modul smicanja, dok su komponente deformacije
dane izrazom (2.26), to iz gornjih izraza dobivamo:

- za aksijalnu silu:

2 2 2
F.=Efe.dA=E[| Doy a2V _ A0 40 45—
s W\ dz dz dz dz

2 2 2
" dz” 4 dz> 3 dz

2 2 2
— B[ [aADYe [ yan Vs [ xaat s~ [ paa T |
v dz
2 2 2
E(Adwo g dv g dlu d(on’

_ 2.40a
dz Y d? Y dZ? “ dz? ( )

11
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- za moment savijanja oko osi x:

dw,  ,d*v, d’u, d*e
M_=E[e_ydA=E o _ S Xy —yo—1= |dA=
x iy I(y Y a Ve Y

o

dw, d*v, d’u, d*p
=F S [ Ay i B G o 3 2.40b
( dz “dt Y d? Y df j ( :

2 2
d’v IxydAd L;S —_[ya)dAd 9 |-
dz 4 dz A dz

- za moment savijanja oko osi y:

2 2 2
My=—EIeZZdi:—EI xdw” —xyd ‘;S —xzd L;S —xa)d qu dA =
% dz dz dz dz

o d S d S ¢Z
[jdi ’ +j dAdZ +j dAdZ +j wdA— ]

dw d?v d*u d’e
=E|-§ —2+] . s+ |, 2.40c
[ y dZ Xy de y de xw de J ( )

- za bimoment:

2 2 2
Mw:Ejezza)dAzEj’ o™ 304 4 —xw? o L P: |aa
% dz dz dz dz
2 2
o TV frwda e o an P |
dz dz A dzz Z
dw d*v d’u d*e
=ES,—-1_——-1_,———-1 <. 2.40d
( [} dz Yo dZZ X dZZ @ de ] ( )

Za slucaj da su osi x i y glavne centralne osi inercije poprecnoga presjeka te da je @ glavna sektorska
koordinata, slijedi da je:

S.=8,=8,=1,=1,=1,,=0, (2.41)
pa iz izraza (2.40) proizlazi:
F.=EA d;v (2.42a)
z
2
M, =-EI, ‘; s~ FI, % (2.42b)
z z
2 d
M, =EI, ‘;Z‘;S =EI, ;;)’ (2.42¢)
2
m,=—£1, 9% g 49 (2.42d)
w [0
dz’ “ dz
NapiSemo li izraze (2.40) u matri¢nom obliku kao:
F, A =S =S, =S,|| dw,/dz
2 2
M| _ | Se =L =1, —l,|ld v,/dz 243)
2 2 (> :
M, =S, I, I, I, ||d%,/dz
Ma) Sa) _Iyw _Ixa) _Iw dzq)z/dzz

tada za normalno naprezanje dobivamo:

12
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dw, /dz
dzvs/dz2
O'Z:Eeu:E[l -y —x -] dzus/dzz =
d’p.[dz’
A -5 =5 -5, F,
s, -1, -1, -I M
-s, 1, I, I M
M

y x@
_Iyw _wa -1

=[1 -y -x -o] L (2.44)

S

w
odnosno, ako vrijedi izraz (2.41), imamo:

M
@:%+%w_lu+¥ﬂw (2.45)

X y @

Uvrsti li se izraz (2.45) u izraz (2.37), proizlazi da je Wagnerov koeficijent:

K=F.oa +Ma +M o +M,a,, (2.46)
gdje je:

I +1

@ == Lt x4y (2.47a)
1

a, = 1—j(x y+yi)da-2y,, (2.47b)
x A

L)
a, ———J. X" +xy” JdA+2x,, (2.47¢)
y A

L o¢(2

a,=—] (x2 + y?)wda. (2.47d)
@ A

Za dvoosnosimetricne poprecne presjeke (x; = y, = 0), a na osnovi izraza (2.47b) i (2.47c¢), slijedi da je o4
= a, = 0, pa iz izraza (2.46) proizlazi:

|

M,
ZXZ(I"”}‘) -

o [ (¥ +y*)wda, (2.48)
A

[

odnosno zanemari li se utjecaj bimomenta na Wagnerov efekt, iz izraza (2.48) dobivamo:

—_ F 1 )
K="cli+1,)=F-2=F.i, (2.49)
gdje je I, polarni moment inercije poprecnoga presjeka za teziSte, dok je i, odgovaraju¢i polumjer
inercije.

Uvrsti li se, pak, izraz (2.40d) u izraz (2.30), slijedi:

am d*w d’v d’u d’p
T,=—2=E|S o] s ] s ] |, 2.50
@ dz ( ¢ d7? 4 e dz? “ d7 ( )

odnosno za S, = I, = I,,= 0, imamo:

3 2
T, =-£1, % g, 49
dz dz

(2.51)

Nadalje, ako vrijenosti za 7., i 7, iz izraza (2.39) uvrstimo u izraz (2.35), dobivamo da je St. Venantov
torzijski moment:

13
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T =61 - _gje. (2.52)
‘ dz
gdje je J torzijski moment inercije ili St. Venantova torzijska konstanta:
2 2
0w 0w
J=|||x—x,— | +|y—y,+— | |dA. 2.53
{[{ : ayJ [y Vs axj] (2.53)
Uvrstimo li izraze (2.36), (2.51) 1 (2.52) u izraz (2.38), proizlazi:
3
M. =1, 4 (61 + K)92- (2.54)
' dz dz
ili u matri¢nom obliku:
3 3
wmy=[-£1, cr+x)? 0./dz’| (2.55)
| d, [dz

Kako smicne sile F, i Fy, kao 1 torzijski moment vitoperenja T,, spadaju u klasu reaktivnih sila, to se
one mogu odrediti samo na osnovi ravnoteZnih uvjeta [1, 6, 8].

X
A
M’C A B XMX\+ de My A B T \ My+dMy
Z
J - y | J

F F, F, F

dz dz

a) b)
SL 2.7. RavnoteZa segmenta nosaca pri savijanju: a) u ravnini (y, z); b) u ravnini (x, z)

Tako iz ravnoteZe segmenta sa sl. 2.7a, dobivamo:

D> M,=0
—Fydz—Mx+Mx+dMX=0—>Fy=dM", (2.56)
dz
odnosno iz ravnoteZe segmenta sa sl. 2.7b, proizlazi:
ZMB =0
dM |
Fodz—M +M, +dM ,=0—>F, =- d} . (2.56)
‘ Z

Ako, sada, za M, 1 M, u izraze (2.56) 1 (2.57) uvrstimo izraze (2.42), imamo:

d’v, d*g
Fo=—E " Yo 49 2.57a
) dz’ dz* ( )
3 d2
F,=—EI, du, 1, S0 (2.57b)
dz dz

14
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2.6. Nelinearno polje pomaka

Da bismo u polje pomaka ukljucili i veli¢ine drugoga reda, koje se javljaju kao posljedica velikih
(konac¢nih) rotacija, razmotrit ¢emo pomake vektora poloZaja r proizvoljne tocke poprecnog presjeka u
koordinatnom sustavu (z, x, ¥), a pri rotacijama: ¢, ¢, 1 ¢,, oko centra smicanja.

Neka su: @, ¢, 1 @, velike rotacije i neka se one sastoje od velikog broja vrlo malih rotacija: @/n,
@dn, 1 @/n, pri cemu je n veliki pozitivni cijeli broj. Neka je ry po€etni polozaj vektora r, definiran kao:

n=0 x y} (2.59)
dok je poloZaj centra smicanja definiran vektorom s:
sT={0 x, vy} (2.60)

Transformacija je vektora ry u beskonacno bliski polozaj r;, a zbog rotacija: @/n, @J/n, 1 ¢@/n, dana
sljede¢im izrazom:

r=L+§,)r,-®,s, (2.61)

gdje je I; jedini¢na matrica dimenzija 3x3, dok su @, i ®, transformacijske matrice:

0 -o/n ¢/n 0 0 0
$,=| ¢ /n 0 -¢/n|, ®,=(0 0 -¢/n|. (2.62)
_¢x/n ¢z/n 0 0 ¢)Z/I’l 0

Ovdje je potrebno naglasiti da se u izrazu (2.61), umnoZak w,s javlja zbog toga Sto su: @., ¢, 1 @, rotacije
oko koordinatnih osi (z;, x;, y;) s ishodiStem u centru smicanja, dok je ishodiSte vektora r u teZistu
poprecnog presjeka [51]. Nadalje, transformacija vektora r; u beskonac¢no bliski poloZaj r, iznosi:

r,= (13 + (T)n )rl - G)ns = (13 + (T)n )er - (13 + (pn )a)ns_ G)ns . (263)
odnosno, analogno, za n-tu rotaciju imamo:
r,=0+9,)r,-(1,+6,) ' ®,s—..—(1,+§,)d,5-&,s. (2.64)

Primijenimo li na izraz (2.64) binomni teorem [81] te, pritom, zanemarimo sve clanove treceg i viSeg
reda, dobivamo:

”(”2_ %5}0 —nL@,s+[1+2+...+(n—1)]§,6,s. (2.65)

rnz{l3+n<’|')n+

Povecavamo li, sada, broj n do beskonacnosti, tada se poloZaj vektora r, sve viSe priblizava kona¢nom
poloZzaju vektora r, kojeg taj vektor poprima pri kona¢nim rotacijama: @., @, i ¢,. Postavimo li, tako, za
izraz (2.65) grani¢ni slucaj, proizlazi:

r=limr, =(13 +¢+%¢2er —(13 +%(T)j(}')s, (2.66)
gdje je:
0 -9, o, 0 0 0
= o, 0 -9 | ®=(0 0 -¢.|. (2.67)
-9, 9. 0 0 ¢. O

Kako se ukupno polje pomaka U, tankostijenog poprec¢noga presjeka dobiva kao zbroj translacijskih
pomaka Uy i rotacijskih pomaka (r — ry), pri ¢emu vektor U, sadrZi translacijske pomake popre¢nog
presjeka kao krutog tijela i aksijalne pomake zbog vitoperenja, to se na osnovi izraza (2.66), dobiva:

U, =U, +{(T)+%(T)2 ]r(, —{13 +%(T)]63s, (2.68)
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pri ¢emu je:
Ul ={w+w u+ii v+7}, (2.69a)
Ul ={w, +®6 u, v} (2.69b)

U izrazu (2.69a) veli¢ine: w, u i v, predstavljaju komponente linearnog polja pomaka iz izraza (2.23), dok:
w, U 1 v, predstavljaju veli¢ine drugoga reda, koje se javljaju zbog podcrtanih ¢lanova u izrazu (2.68):

W =%[(x— )00, +(v-y)0.0,], (2.70a)
i =%[— x@? +92)+ yo.0, +x,02], (2.70b)
v =%[x¢wy —y(p2+02)+y,07). (2.70c)

Zbroje i se, pak, izrazi (2.23) 1 (2.70), slijedi da je ukupno polje pomaka iz izraza (2.68), napisano sada u
eksplicitnom obliku:

~ dv du dep, 1 dv du

= _ s _ s w4 | _(x—x S H(y—vy. S 2.71a
W=,y X o 2[ (x—x,)p. T (y=y,)e. dz} (2.71a)

2

- 1 » (du, dv, du, 2
u+ii=u —(y- +——x|@*+| — | |-y , 2.71b

u MS (y ys)¢z 2{ [¢z (dZJ:| y dZ dZ x¢z} ( )

2

- 1 dv, du, , (dv, 2

+ — + — + —<— 5 8§ _ —+ —5 + , 2.71C
v+T =y +(x—x,)p, 2{ L y{% (dzﬂ ymz} (2.71c)

pri ¢emu su: @, @, i 6, u izrazima (2.71) zamijenjeni veli¢inama iz izraza (2.1). Polje pomaka dano
izrazima (2.71) naziva se nelinearnim poljem pomaka.

2.7. Green-Lagrangeov tenzor deformacije
Kako problemi stabilnosti spadaju u klasu geometrijski nelinearnih problema, gdje se nelinearni

efekti javljaju zbog velikih pomaka, tada vezu izmedu komponenata deformacije i komponenata pomaka
moZemo prikazati npr. pomoc¢u Green-Lagrangeova tenzora deformacije [82, 83]:

1 ~ ~ ~ ~
g :E[(ui +ui)!j +(uj +uj),i +(u +13,) (o +”k),j]:
ZE(M’” S ITR AU VA STV S USSR ST T ST ﬁk'j). (2.72)

Zanemarimo li, pak, u izrazu (2.72) posljednja tri ¢lana, dobivamo:
g;=e;+1,;+&, (2.73)

gdje je e; Cauchyjev tenzor deformacije iz izraza (2.24), dok je:

I
n; = Euk,i Uy, j > (2.74a)
5, =<(a,,+1,,). (2.74b)
77

Posto, u skladu s pretpostavkom 2.1.1, imamo da je:

&,=€,=0, &,=¢,=0, 26,=y,=0, (2.75)
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slijedi da su komponente tenzora iz izraza (2.74), zapisane sada u eksplicitnom obliku:

My =1 (awj (auj (av] SN N N i A
“ 0z 0z 0z dz Y dz* dz* dz*

du, do dv, do
+ s —y )| 4 —x. )= s 276
(=8 o [ - 22 | 2760
= awaw+8uau+8v8v dw, dzvs_xdzus_
T 9z 9x 9z ox 9z ox dz - dz* dz*
d*e. \(du, ow de do }
e |(du, dwde | [dv o 2.76b
wdzzj(dz ox dzj [dz lv=x)7 = o (2.766)
o = 8w8w ou du avav [ aw, dzvs_xdzus_
T2 =Ty = az ay az ay az ay dz Y dz* dz*
d’p. \(dv, dwdge {du, deo }
_ | 2 20 | 2 (- 2., 2.76
@ dz* J( dz dy dz J dz b dz & ( )
odnosno:
ow 1 d dv, d du,
ep=¢_=—=—|—(x—x,)— Sl+ly=—y, ) — >, 2.77a
33 2 az 2|: ( S)dZ(¢z dzj (y ys)dz(¢z dZ J:| ( )
2y =5, =W L) e L ) 40 i(dvf d”f] (2.77b)
T ) ?: dz dz d7* U dz Y dz\ dz dz )|’ '
- -~ ow odv 1 du;, d (dv, du dv, d’ vy do
26, =2, = P oy s I T, Ve 2 2.77
=€ dy 0z 2{% dz dz(dz dz] dz d7* b=v.le: dz} (2.77¢)

Komponente su tenzora e; dane izrazima (2.26).

2.8. Ravnotezne jednadzbe izvijenog prostornog tankostijenog grednog nosaca

Da bismo odredili jednadzbe ravnoteZe izvijenog tankostijenog grednog nosaca, primijenit ¢emo
princip virtualnih radova, koji za slu¢aj da nema volumenskih sila, glasi [84]:

['s;8%,av = ['t8(u+q)aa, . (2.78)
|4

As

gdje: S, predstavlja Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste, & Green-Lagrangeov tenzor
deformacije, #; povrSinske (kontaktne) sile, u; i #, linearne i nelinearne komponente pomaka, dok gornji

lijevi indeks ¢ uz veli¢ine znaci da se radi o njihovim totalnim ili ukupnim vrijednostima. Zanemarimo li,

pak, pomake i deformaciju nosaca prije izvijanja, imamo:
ta _0 t
S,.j— S,.j +Sij, E; =&

, (2.79)

t,_0 t
L,="1+ 1,

w+', = u +

pri ¢emu gornji lijevi indeks O uz S;; i t; znaci da se radi o njihovim pocetnim ili inicijalnim vrijednostima,
odnosno o vrijednostima unutarnjih i vanjskih sila kod neizvijena nosaca. Veli¢ine bez gornjeg lijevog
indeksa predstavljaju inkrementalne vrijednosti. Vratimo li, sada, vrijednosti iz izaraza (2.79) u izraz
(2.78), stim da za tenzor deformacije uvedemo izraz (2.72), dobivamo:

'[(OS,.]. +Sij)5(eij +17; +E,j)dv = j(oti +t,.)5(u,. +ii,)dA

O”
14 As

(2.80)

17



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

odnosno:

[ (s, G, +1S,, e, +°S, 51,45, 5, )av = [ (%, u,+"%, &, +1, 6it,)dA, , 2.81)

14 Ay

pri ¢emu su u izrazu (2.81) zanemareni ¢lanovi viseg reda iz izraza (2.80). Nadalje, pretpostavimo li da
pocetne unutarnje i vanjske sile ¢ine jedan uravnoteZeni sustav sila, tj.

[°8, 0e;dV = [t 6u; dA, (2.82)
\%4

AO'
tada odbijajudi izraz (2.82) od izraza (2.81), proizlazi:

[S;8e;dV+[°S; n,;dV +[°S, 8¢;dV — [°1, 6, dA, = [1, 6u, dA, . (2.83)
v v v Ay

As

Izraz (2.83) naziva se linearizirani princip virtualnih radova [50, 51, 57], gdje prvi integral predstavlja
elastiénu potencijalnu energiju unutarnjih sila, drugi integral predstavlja standardni geometrijski
potencijal pocetnih unutarnjih sila, dok tre¢i i Cetvrti integral predstavljaju geometrijski potencijal
pocetnih unutarnjih i vanjskih sila zbog efekta velikih rotacija. Peti integral predstavlja virtualni rad
vanjskih sila. Izraz (2.83) moZemo napisati i kao:

U, +6U; —6W=6T1=0, (2.84)
gdje je:

U, =[S8;0e;dV, (2.85a)

14
65U, =[S, om;dv +[°S, 6¢;dV — [, 6, dA, , (2.85b)

4 v A

SW = [1,6u;dA, . (2.85¢)

A

dok II predstavlja ukupni ili totalni potencijal. Uvedemo li, sada, u izraz (2.85a) vrijednosti iz izraza
(2.26), (2.29) 1 (2.35), imamo:

65U, =[(o.0e +71 0, +7 0 )dV =
Vv

l 2 2 2
[P PR LU LAY L
0A ' d

z dz’ dz’ dz?
0w\ .do 0w\ .do
—T | y—y,+— |0 —+7T,| x—x, —— [0 —= |dAdz =
ZX(y ys axj dZ Z)’(x xa ay] dZ :| Z
] 2 2 2
Sy ELLS v AR VR LACTS Vi L 2 L b (2.86)
0 dz dz dz dz dz

odnosno, na osnovi izraza (2.42) i (2.52), slijedi:

2 2 2 2
dw”édw”+Elxd‘;‘5d V;+E1,db§ db;w
dz dz dz" dz Yd7? dz

5U, :j‘(EA
0

2 2
0 Ay L e VL 2P LU AR Y)
dz dz dz  dz

Ako izraz (2.85b) napiSemo kao:

o0U; =0U; +0U,, +0U,;, (2.88)
gdje je:
SUg =[S, om,av, (2.89a)
1%
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6Ug, =[°S;6¢,dv ,
1%
8Ugy =— [ "1, 8 dA,
As
tada iz izraza (2.89a), a na osnovi izraza (2.76), dobivamo:

SUg =[ (0,87, +%¢, 6n,+°7, 60, Jav =

L du dgo} {du d(p}
= [[4%| P (y—y,) e | 6] P m (y—y,) = |+
({00402 o] -2

0 [ oA [ of B ) 2
dz dz

2 2 2 2 2 2
0 ZdeU g A d (/)ZJé.(dwo d*v,  du,  d (oz}_

odnosno:

5U01=i{ [ dA{(

2
j (dvsj +2y 5(du dgozj oy 5[61\/ de,
dz dz dz dz dz

IRk

(2.89b)

(2.89¢)

T i)

A dz 2y
[lo.yaad] D) (o5 cans dw Cu) (o5 wdrs dw Lo,
" dz dz A A dz’
+.[012di 5[st (/)Zj—é'(%du IOT dA [ (dw dvs j +
. dz dz dz A dz dz
2
+I[szx(x—xs)+Orzy(y—ys)}dA5( j j xdAo duy d”u > |+
A A dz dz
2
+] O, yaas| L <, + [ O, vaas) L dV2 [0 xaas| Ll g,
% dz dz? A dz dz N dz” dz

Uvedu li se u izraz (2.90), izrazi (2.29) i (2.37), slijedi:

(2.90)

19



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

110 2 2
suy <[ IF 5(61%} .\ 5(@.) N 5(@} oy 5(@ d(pzj 2. 5[ﬂ%J .
o| 2 dz dz dz dz dz ST\ dz dz
+F, 5((1\/‘Y ¢Zj_5[dwo dusj o 5(dus j+5(dw0 deJ ~
dz dz dz y dz dz dz
2 2
-M%%M}MW%+%5MMy4@%}
dz dz dz dz dz dz dz dz
5(‘“”2} P EA L9 L
2 dz dz dz

de, du, d’u,
+J.[Ofu(x—xs)+ Oz'zy(y—ys)] 5(—~¢Zjdv+l°rax5( P }dV+

v 7z dz
dv dzv du, d? Vv, d*u_ dv
+°2.y &8 dv + o dv+|’t, x6 s 1qv . 291
-‘[ @) Ldz dz* j I Far L dz dz’ J I (a’z2 dzj 2D

Isto tako, na osnovi izraza (2.89b), (2.77) 1 (2.29), proizlazi:

SUg, = [(00,62, 47,62, + ¢ 62, Jav =

\%4
1helo d*v, de d’u, do
— 0.0 —(x— i (y— S0+ 4% |+
R R e T Rk
dv du, d’u dp. d*v, du dv d’u, do
+97 8| -2 —2x== S _xp, —LE—y——S 5 x.Q —= |+
= ‘ dz d7* @ dz Y dz* dz dz dit P dz
d d*v. d dv. d? dv. d?
+O’Z,'Zy 5|:£¢Z —X Vs us Vs us _2y V V _ yq)z ¢Z +2y ¢Z ¢Z :|}dAdZ:

— X
dz? dz dz dz? dz d7?

15 o 0 d (dv 0 0 d (du 0 dv
=—|(|"M +"F,x |0 —| —¢, |+\"M ,—F Y&—— —F. 0| —¢, |+
25{( \+OF.x,) dz[dz %J ( ) o a2 Y

+0Fy 5[du5 Zj dz—_[[orzx('x_xV)+OTZ)‘(y_yv)]é‘(q)z%jdv—fo‘[ux dl/l d U, AV —
: v ‘ ' ‘ " dz 5 dz

dz dz

fory o W gy Lior yior )5l [dv du, jdv (2.92)
v dz dz* 2y dz\ dz dz

Zbrojimo li, sada, izraze (2.91) i (2.92), dobivamo:
I 2 2 2
5UG1+5UG2=lj °F, J(dwj +5(de) +é‘( ufj —(OMX—OFJS) J[d”s %j_
25 dz dz dz dz dz
d*u dv, do d*v [dv j (dw duj
-6l =549, ||-"M ,+F x ) 6| —~—= |- 6| —5 0. ||#'F,| 6| =L ¢. |-26| —=—* | |-
4 ;»ﬂ (o, ){ [t 2 ¢»ﬂ o) 2of e
2 2 2
~F, 5(51” 0. j+25[dwo ﬂj SOV RIS UVEP KA N o 5(%J -
dz dz dz dz dz dz dz dz

2 2
_20M 5(61\4; dd:’Z J}d += Jj( T, x_ T y)dA|:5£62)Y Mj_5£d V dl/ls J:|dz (293)

7 d7’ dz* dz
Kako je u skladu s izrazom (2.29¢):

s

j(oz'zyx—oz'zxy) dA="M .-°F, y +°F x
A
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to iz izraza (2.92) proizlazi:
1 dw, " | (dv, Y o du, ) du, dg

SU; 48U, =—[{OF.| 8| =2 | +6] == | +8| —=| |-("M -°F 5[_S_Z)_
“ @2 2‘! Z[ (dzj (dzj (dz) ] ( g Zys){ dz dz

d’u, 0rr 0 (dv,d¢ d*v, 0 (du (dw du)
-8 — —(°M +°F.x ) 8| === |- 8] == F.| 6| =@, |-20] —2—=||-
( ¢z ]:| ( )+ zxx )|: de q’z + x dZ ¢z dZ dZ

dz*

2 2
F, 5(du5 ¢Zj+25(dwv ﬁj |5 dv, d A d v du, .
dz =~ dz dz ' dz dz dz” dz

o2
VR

U
&3
o | &
NN(}:"’
Ne—

Za izraz (2.89c), uz pretpostavku da sila °F, djeluje u teZistu popre¢nog presjeka, a sile °F, i OFy u
centru smicanja, mozemo pisati:

SUgs == [ (°r, 8+, 8+ 1, 65)dA, ==& [ (O, o+ Or, i+ 1, 7)dA, =
A

o

l

= —J{J'[OFZ 8(x,y)W+OFx5(x—xS,y— ys)ii+OFy 8(x—xs,y— ys)V]dA} , (2.95)
A

0

pri ¢emu d(x, y) i 8(x — x;, y — y,) predstavljaju Dirachove delta-funkcije [81]. Kako su, na osnovi izraza
(2.71), rjeSenja tih funkcija:

1 dv du
dlx,y)w=—| x,—~@. -y, —>0_ |, 2.96a
(x, y) 2(‘ el dzwj (2.96a)
1_ du. Y dv, du |
x—x,y—yJi==|—-x|—| —y,——~|, 2.96b
(e=x,y =, )it =2 b(dzj L, (2.96b)
1_ dv_ du dv 2]
x—x,y—y, )v=——-x,——F -y |— , 2.96¢
(e=xiy =y ) ¥ =2 T y(dZJ (2.96¢)
to se povratom izraza (2.96) u izraz (2.95), dobiva:
2
1o du dv 0 du dvg du
0Ug3=—1{"F. &S So. —x,—~@_ |+ F. 6| x Sopy St
G3 2{ z (ys dz q’z s dz ¢zj X [s(dZJ Vs dz dZ]
!
1O o] x, D dus [V, . (2.97)
T dz dz "\ dz .

Za slu¢aj da su vrijednosti: °F., °F, i °

moZemo napisati u sljede¢em obliku:

I 2
Lelo d du dv 0 d du dvg du
0U=—|3"F, 06— S, —x, —= +"'F . 0—| x Sy —2 5|+
G3 22[{ z dz(ys dz (oz s dz q’z} X dZ|: s( dZ) Vs dz dz :|

2
+°ani[x v, du, | y‘y(dv*‘) }}dx. (2.98)

F,, konstantne na duljini / grednog nosaca, tada izraz (2.97)

dz| ' dz dz dz
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Pretpostavimo li da je prostorni tankostijeni gredni element optere¢en samo u krajnjim poprecnim
presjecima, tj. u presjecima z = 0 i z =/, tada povratom izraza (2.86), (2.94) i (2.98), dobivamo:

1 2 2 2 2

[| EALYe g oy py A7V Vs gy A7 A0 +Ewd ‘”f&d P G190 520 |y 4

0 Z dz dz dz dz*  dz dz* dz dz

1 2 2
+lj oF 5(dwoj +5[ﬂ} +5(duJ +2y 5[du d(pzj ‘ [dv d(pzj N
201 | \dz dz dz dz dz dz dz
[ 2
+0Fx 5(dv )+2 S du, d? u, d v, du, dw du N

i dz dz dz* dz* dz dz

i 2
—5(‘”“ Zj+2x55 Doy Aoy 6 D ds —25(‘””" dvsj "
dz dz dz dz dz dz dz

2 2 2 2
om | 5| D d “3)—5(‘[ v, du, ﬂﬂ? 5(ﬂj —2'Mm,, J(dw" Lo %}

+
[=)
e

A\ dz d7? dz*> dz dz dz dz
2 2
ot |8 Loy _5(%_61%]_25 dv, dv. |,
| dz dz dz dz dz

- )
+M,| 6 d_\?% —5(ﬂ%J+25 dw, d 5| de=

3
du

y

w1
M 5%} : (2.99)
dz 0

:{FZ Oow,+F, Su, +F, 6vi+M_6p, —
pri ¢emu znak “+” uz veliine s desne strane znaka jednakosti znaci da se radi o rubnim vrijednostima tih
veliina.

Euler-Lagrangeove jednadZbe totalnog funkcionala dobivamo parcijalnom integracijom izraza
(2.99), a nakon sredivanja one glase:

2 2
EAL Yo _ D fop @ pop dty jop vy _opy Vs oy Cu, oy 9., (2.100a)
dz dz\ _*dz T dz dz dz dz* dz*
4 2
Elxd ‘;‘Y-’_d_z Onys%-’_oFrysﬂ loMzd OMX dwo _i OFzﬁ_OFz'xs%_
dz dz dz Y dg 2 dz dz dz d d
dw do d’u d*v, 1,,, d’u
O =0 O ZT2iO0F X uOF s+ M s =0, 2.100b
Y dg Y dg 9 a2 TN 2 Ty M dz* ( )
4 2
EI d L:X d_2 OFxxb d OF J dVY 1 MZ d dW _i(o . dl/lY OFZyS d¢z _
Y dz dz dz 7 dy 2 dz Y dz dz d d
0 dw 0 d¢ 0 0 dZI/L 0 dZV. 10 d2V<
OF, T Oy ST Op g 4 OF x, 4 OF y, o —"M =2 =0, 2.100c
g gy P a2 e T g (21009
4 2 2
Elwd ?Z -GJ d q;Z _d_Z(OMw dwoj_i(OFz v%_Oszvﬂ_oMx%_
dz dz dz dz dz S d T dz dz
2
oy B og D0 | op D _op s (2.100d)
dz Z dz dz

uz rubne uvjete zaz=0iz =1
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2 2 2
Wy L op MWy _op du, OF},ﬂ—OMx v, M At oy TP g il v =w, (2.101a)
dz dz dz dz dz dz dz '

3
EIx 4 VSS +i Onys dux +0F7ys dvs _lOMz dux - OMx dw Fz dv OFz‘xs dq)z -
dz dz dz T dr 2 dz dz dz dz

EA

dW OM d¢z 0

0 dzu 0 (12\/"Y —lOM dzu
Y dz

y Xs d2 yys dZZ 2 z dZZ

Fo, - C=—F iliv,=v,, (2.101b)

3
B Do B pop o D Lopy Doy A%, ) op AUy op 49
dz”  dz dz dz 2 dz Y dz dz dz
dw, d’u d*v, 1 d*v,

+oF Do opp 9. Lop LU op oM, LY =P il =4l (2.101c
x dZ dZ ¢z x X dZZ Y d 2 2 dZZ x s s ( )

3
E1,9 % Gy 4o —i(OMw%J—OFy i yop o D Loy duy

? dz dz dz dz U dg ¥s dz 2 dz
10 d —d? [ I "
M, gL oyl g =g, 2.101d
Mg T e G
2 *
B DY popy Dpop , A Lopy dits oy % Loy oyt B 2D (2.101e)
dz dz "' dz 2 dz dz 2 "’ dz dz
3 *
By op y Bpop y Dy Loy A oy Ao Logs g oyt g s 2905 (2.101f)
Y dz dz " dz 2 dz Y dz 2 Y dy dz
3 *
E1, 0 oy, Mo _ 7 iy 99249 (2.101g)
dz dz dz dz

Izrazi (2.100) predstavljaju sustav homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi cetvrtog reda, a
rjeSenjem se kojih, uz rubne uvjete iz izraza (2.101), dobivaju forme izvijanja prostornog tankostijenog
grednog elementa proizvoljne okvirne konstrukcije, odnosno kritine vrijednosti za: OFZ, °F.°F 1 0Mz, ‘M.,
OMy i °M,, koje bivaju uzrokom tog izvijanja. Kako je popre¢ni presjek grednog elementa nesimetri¢an,
tada se, pri izvijanju, torzija i savijanje pojavljuju istovremeno, odnosno forme su izvijanja torzijsko-
fleksijskog tipa [18, 19]. U izrazima se (2.100) i (2.101) ¢lanovi podcrtani jednom linijom javljaju zbog
toga $to je u izrazu (2.76a) ukljucen i Clan (aw/ az)z, dok se ¢lanovi podcrtani dvjema linijama javljaju
kao posljedica velikih rotacija. Ukoliko se konstrukcija sastoji samo od jednog pravocrtnog tankostijenog
grednog elementa, tada je te ¢lanove mogucée zanemariti te iz izraza (2.100) imamo:

EAd e g (2.102a)
dz’
4
Elxd_Zs_i[on dv, OF x, A9, oy, (Dqux%j:o, (2.102b)
dz dz dz dz Y dz
du, d (o, du, o, do. o dp. o j
EI L ——| F, —+F <M < F =0, 2.102¢
y dZ4 dz( 4 dZ zy N dZ X dZ )¢z ( )

4 2
Elw d i)z -GJ 4 qiz _i[OFZyS du? OFz‘xs de X duS
dz dz d dz dz dz
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2
_OM , dv_) Iol?d ¢1J+0Fx dv_) OF, du_) —

Y dg dz* dz 7 dz

odnosno rubni uvjeti iz izraza (2.101), a za z = 0 i z = [, sada glase:

EADYe _ " it w, =
dz '
d3V 0 dv 0 d¢ 0 d¢ 0 ® oo, #*
EI S F ——Fx ——M ——F¢ =-F iiv =v_,
X dZ3 K4 dZ 7S dZ y dZ x¢z y N N
d3M 0 du 0 d¢ 0 d¢ 0 * .. *
EI SUF —F y ——2+'M L+ F . =—F_ iliu =u_,
y dz3 z dZ Zya dZ x dZ y¢z x K K
3
E1, 90 Gy a0 oy A oy Doy sy
dz dz dz dz dz
0, dv, o=d’Q. ... .
+My dZ - K?ZZ__MZ ili ¢z_¢z’
2 *
B Y oy B s
dz dz dz
3 *
B i D s
dz : dz dz
3 *
E1, 0 - gt 9O 2492
dz dz dz

0,

(2.102d)

(2.103a)

(2.103b)

(2.103¢)

(2.103d)

(2.103e)

(2.103f)

(2.103g)

pri ¢emu su u gornjim izrazima zanemareni i oni ¢lanovi proistekli iz izraza (2.91), a od komponente

dw, /dz uz smicne sile °F, i °F, .

Ovdje je potrebno napomenuti da je iznalaZenje analitickog rjesenja sustava diferencijalnih jednadzbi
iz izraza (2.100) prakticki nemoguce, dok je iz izraza (2.102) analiticko rjeSenje moguce dobiti samo u
jednostavnijim slucajevima. U sloZenijim je slucajevima potrebno promijeniti neku od pribliznih metoda
za rjeSavanje diferencijalnih jednadZbi, kao Sto je: metoda konacnih diferencija, numeric¢ko integriranje
itd. Medutim, kako su i tada rjeSenja vrlo ograniena, nuzno je pri rjeSavanju problema stabilnosti rabiti

neku od matri¢nih metoda poput metode konacnih elemenata.

2.9. Torzijsko-fleksijsko izvijanje

Pretpostavimo da je tankostijeni gredni nosa¢ nesimetricnog popre¢nog presjeka opterecen
aksijalnom tlacnom silom F, sl. 2.8. Neka su krajevi nosaca zglobno oslonjeni, stim da je rotacija krajnjih

poprecnih presjeka oko uzduZne osi sprijecena, dok je vitoperenje slobodno.

0
y

SL 2.8. Tlacno optereceni tankostijeni gredni nosac
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Kako od unutarnjih sila prije no Sto se nosac izvije imamo samo silu OFZ =—F, dok je prema izrazu

(2.29¢) vrijednost bimomenta °M » =0, a Wagnerov koeficijent prema izrazima (2.46) i (2.47) iznosi:

_ I +1, I
°K=°anz=—F( "A > +xf+ny=—Ff, (2.104)

gdje je I, polarni moment inercije poprecnog presjeka za centar smicanja:
1,=1,+1,+(2+)?)a. (2.105)

tada iz izraza (2.102b — d) dobivamo:

4 2 2
B Yy p Yy 4O (2.106a)
dz dz S dz
d*u d*u d’e
EI S+ F—>*+Fy, 2 =0, 2.106b
Y dzt a2 ar? ( )
4 2 2 2 I 2
£, 0yl py e p Ll (2.106¢)

¢ dzt dz dz’ 't d7 A d7
Posto se za zadane rubne uvjete rjeSenje izraza (2.106) moze pretpostaviti u sljede¢em obliku:

v, =A, sin”T”Z, u, =B, sin”T’”, 0. =C, sin”T”Z, (2.107)

gdje je n broj sinusnih poluvalova, dok su A,, B, i C, nepoznate konstante, tada povratom izraza (2.107) u
izraze (2.106), imamo:

2
’ ”;:IX —F 0 Fx,
, T°EI, A
0 T F ~Fy, B,t=0.  (2.108)
2 1, |G,
Fx, ~Fy, nzﬂl—fl"+GJ—Ff

Da bi izraz (2.107) imao netrivijalno rjeSenje, determinanta sustava mora biti jednaka nuli, tj.:

F —-F 0 Fx

0 F,-F —Fy, |=0,
1
Fx, —-Fy, —=(F,-F
xb y_) A ( nx )
odnosno:
I,
Pl -F, )+ (F- £y (F - F)F-F,F-F,)=0. @109
pri ¢emu je:
2 ’EI, 2
F, =n’ z fl", F,=n? 7 —, F, =A(GJ +n?Z fl‘”) (2.110)
l l s l

U izrazu (2.110) F,. i F,, predstavljaju Eulerove kriti¢ne sile za cisto fleksijsko izvijanje oko osi xiy [14],
dok je F,, kriti¢na sila za cisto torzijsko izvijanje [19], a za sluajeve kada su elasti¢ne linije izvijena
nosaca oblika danih izrazom (2.107). Izraz (2.109) predstavlja kubi¢nu jednadzbu koja daje tri rjeSenja za
kriti¢nu silu izvijanja F = F},, pri ¢emu se za svako od ta tri rjeSenja elasti¢na linija sastoji od n sinusnih
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poluvalova. Kako se, pri tome, istovremeno javljaju i torzija i savijanje, tada se ovaj oblik izvijanja naziva
torzijsko-fleksijskim izvijanjem [18]. Od prakti¢nog je znacenja samo slu¢aj kada se elasti¢na linija sastoji
samo od jednog sinusnog poluvala, §to iz izraza (2.107) 1 (2.109), a za n = 1, daje:

vS=Asin%, uS:Bsin%, ¢Z=0sin%, @2.111)

odnosno:
2 2 2
7T El, T El A 7 El,
F. = FERE F, = e L, F¢,=I—£GJ+ 7 J (2.112)
ps
dok izraz (2.110) poprima sljede¢i oblik:
I \)
FF-F)e +(F-F)y2 ]2 (F - F)(F-F)F-F,)=0. (2.113)

pri Cemu, kao kriticnu silu izvijanja nosaca sa sl. 2.8, usvajamo najmanju vrijednost od tri moguca
rjeSenja izraza (2.113). RjeSenje se u obliku izraza (2.113) moZe dobiti i za slucaj kada su krajevi nosaca
uklijeSteni, tako da se rjeSenja za vy, u, i @, pretpostave u obliku [1, 2]:

y, = A(l—cos%} u, = B(l—cos%} 0. = C(l—cos$j, (2.114)
stim da je:
2 T’El, 2
=T g T Fq):i{ ”E’g}, (2.115)
(0.51) (0.57) I, (0.51)

U slucaj da poprecni presjek ima jednu os simetrije, npr. os y, tade je x; = 0, pa iz izraza (2.106)
imamo:

d*v d*v
El ~—s+F~ 5=0, 2.116a
*dz dz* ( )
d*u d*u d’e
El =5+ FZ 54 Fy = 12=0, 2.116b
Yodzt dz* Y dz* ( )
d'e d’o d’u, 1, d*¢
EI i GJE T4 F Ry A Bl 2 2.116¢
@ dt dz* Yo A d7? ( )

pri ¢emu je polarni moment inercije poprec¢nog presjeka sada:
I,=1.+1,+yA. (2.117)

1z izraza (2.116) vidimo da prva jednadZba predstavlja Eulerovu diferencijalnu jednadZbu izvijena Stapa u
ravnini (z, ¥), $to znaci da su u ovom slucaju moguca dva oblika izvijanja i to: Cisti fleksijski oblik i
torzijsko-fleksijski oblik. Vrijednost je kriticne sile izvijanja za Cisti fleksijski oblik izvijanja kod
obostrano zglobno oslonjena Stapa:

F,=F ="""x (2.118)

dok se unoSenjem druge i tree jednadzbe iz izraza (2.111) u diferencijalne jednadzbe (2.116b) i (2.116¢),
dobiva:

odnosno:
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I s
f(F—Fy)(F—Fw)—Fzyf:O, (2.119)

gdje su vrijednosti za F, i F, dane u izrazu (2.112). Kvadratna jednadZzba iz izraza (2.119) daje dva
rjeSenja za kritiCnu silu izvijanja F' = F}, pri torzijsko-fleksijskom izvijanju, stim da je jedna manja, a
druga ve¢aiod Fyiod F.

Ako je, pak, poprecni presjek nosaca dvoosno simetrican, tada se teZiste i centar smicanja poklapaju,
tj. x; =y, =0, paizizraza (2.116), imamo:

d*v d*v
El S+ F—*=0, 2.120a
*dgt dz’ ( .
d'u, . d’u
El —*+F—*=0, 2.120b
y dZ4 dZZ ( )
4 2 I 2
1, 0 Gl i AP g (2.1200)
dz dz A dz
pri ¢emu je, sada, /,, jednak polarnom momentu inercije I, za teZite popre¢noga presjeka, tj.
l,=1,=1+1I,. (2.121)

Kako izraz (2.120) predstavlja sustav od tri medusobno neovisne diferencijalne jednadzbe, to znaci da su
u ovom slu¢aju moguca tri oblika izvijanja i to dva Cista fleksijska oblika te jedan Cisti torzijski oblik. Iz
prve dvije diferencijalne jednadzbe dobivamo, tako, da su kritine sile kod ¢istog fleksijskog izvijanja u
ravninama (z, y) i (z, x):

2 7°El,
7 bl J=F, ==, (2.122)
lO

pri cemu je [, slobodna duljina izvijanja pri Cistom fleksijskom izvijanju, a vrijednost koje ovisi o vrsti
oslonaca. NapiSemo li trecu diferencijalnu jednadzbu iz izraza (2.120) u sljede¢em obliku:

4 2
_ddffz +k2_dd<§z -0, (2.123)
Z Z
gdje je:
I
K= F-L-GJ |, (2.124)
EIl,\ A

tada rjeSenje izraza (2.123) moZemo pretpostaviti u sljede¢em obliku:
@, =C;sinkz+C,coskz+Csz+C,, (2.125)

pri ¢emu su Cj, ..., C, integracijske konstante ¢ije se vrijednosti odreduju na osnovi zadanih rubnih uvjeta.
Tako, npr. za slucaj da je sprijecena rotacija krajnjih presjeka oko osi z, dok je njihovo vitoperenje
slobodno, tadajezaz=01z=1I:

¢Z = Z :0’ (2.126)

Sto iz izraza (2.125) daje:
z=0, ¢.=0->C,+C, =0,
2
e=0, L% _0¢,=o0.
dz

z=1, @,=0—>C;sinkl+C,coskl+C;/+C, =0,
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2
z=1, dd e =0 —C k> sinkl — C,k> coskl =0,
Z
ili zapisano u matri¢noj formi:
0 1 0 1(|C
0 1 0 0]|C,
_ =0 (2.127)
sinkl coskl I 1]|C
| —k’sinkl —k’coskl 0 0]|C,
Da bi izraz (2.127) imao netrivijalno rjeSenje, mora biti:
0 1 0 1
0 1 0 0
_ =0. (2.128)
sinkl coskl [ 1
—k*sinkl —k*coskl 0 0
RjeSenjem determinante iz izraza (2.128), dobivamo:
sinkl=0—kl=nz, n=0,12,... (2.129)

Vratimo i, sada, izraz (2.129) u (2.124), slijedi da je kriti¢na sila kod ¢istog torzijskog izvijanja, a za
slucaj kada se elasti¢na linija sastoji od » sinusnih poluvalova:

2
Fp=2|Grem Tt (2.130)
I, l
Kako je od prakticnog znacenja samo onaj slucaj kada je n = 1, to iz izraza (2.130) slijedi:
2
Fk,:Fq,:i GJ+7[§I“’ . (2.131)
I, )

Ukoliko su, pak, oba kraja nosaCa uklijeStena, tj. ako je krajnjim presjecima sprijeeno i uvijanje i
vitoperenje, tada za z = 01 z = [ vrijedi da je:

0. = de. _ (2.132)
o dz
te ukoliko ponovimo postupak kao u prethodnom slucaju, dobivamo da je determinanta sustava:
0 1 0 1
k 0 1 0
. =0, (2.133)
sinkl coskl [ 1
ksinkl kcoskl 1 0O
rjeSenjem koje proizlazi:
klsinkl +2(coskl —1)=0. (2.134)

Kako je:

1—coskl = 2sin2ﬂ, sinkl = 2sinﬂcosﬂ,
2 2 2

tada iz izraza (2.134) slijedi:

2sinﬁ ﬁcosﬁ—sinﬂ =0. (2.135)
22 2 2
Da bi izraz (2.135) bio zadovoljen, mora biti:
sin%zO—)%znﬁ, n=0,1.2,..., (2.136)

ili:
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K ﬁ—)%=4,49. (2.137)

tan— =

Posto za n = 1 izraz (2.136) daje manju vrijednost nego izraz (2.137), to na osnovi izraza (2.124) i (2.136)

slijedi da je u ovom slucaju kriti¢na sila za Cisto torzijsko izvijanje:

2
Fkr:Fq,:i[G +Z EIC;] (2.138)
I, (0,51)
U opcem je slucaju izraz (2.138), kao i izraz (2.122), moguce napisati u sljede¢em obliku:
2
F,=F, =26/ +ZEe | (2.139)
I, ly

pri ¢emu je [, slobodna duljina izvijanja kod torzijskog izvijanja, a Cije su vrijednosti za razne tipove

oslonaca dane u tabl. 2.1.

Tab. 2.1. Vrijednosti slobodne duljine izvijanja ly kod cistog torzijskog izvijanja
Rubni uvjeti za OSLONCI Rubni uvjeti za lo
z=0 z=1
0.=0 Yy 0.=0
___(nemauvijanja) ]
l
7 Vi
dzqu =0 / g, _
dz ! dz*
(M, =0)
9.=0 f y 9.=0
_______________________ 7 z
) 0,5/
dz dz
(nema vitoperenja)
¢z =0 ?\ Y ¢7& =0
2 z
_______________________ 3
, 0,71
do, -0 d o, _
dz l ‘ dz*
_ d’o.
#.=0 T ’ dz* -
7 zZ
"""""""""""" — 21
3
%_0 ‘ / d V;z +k2%:0
dz dz dz
(M, =0)
do,
=0 ik apy |
@ ? Y dz
% % Z
_______________________ 7
l— I
3
d¢z =0 ‘ 1 ‘ d ¢z +k2 d(ﬁz 0
dz dz’ dz
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1z izraza (2.139) moZe se primijetiti da je, za poprecne presjeke kod kojih je I, = 0, kriti¢na sila za
¢isto torzijsko izvijanje:

F,=F,= GAIi , (2.140)

p

odnosno da njena vrijednost ne ovisi, niti o duljini nosaca, niti o vrsti oslonaca.

2.10. Lateralno ili bo¢no izvijanje

Neka imamo obostrano zglobno oslonjeni tankostijeni gredni nosa¢ dvoosno simetri¢nog popre¢nog
presjeka, optereen nad osloncima protusmjernim momentima intenziteta M, sl. 2.9. Zbog ovakvog
djelovanja momenata greda se savija u glavnoj centralnoj ravnini inercije (°z, “y). Medutim, ukoliko ona
nije bo¢no pridrZzavana, moZe do¢i do pojave tzv. lateralnog ili bocnog izvijanja grede, pri ¢emu se ona
dodatno uvija te savija u glavnoj centralnoj ravnini inercije ("z, °x).

0
Yy 0, o
M(’ , ‘\
/ 0,

7 T
“(—*

7

P S
l

SL. 2.9. Tankostijeni gredni nosac optereéen spregovima M na osloncima

Posto od unutarnjih sila, prije nego §to se nosaé izvije, imamo samo moment savijanja M _ =M, dok je

prema izrazu (2.48) Wagnerov koeficijent °K =0, tada iz izraza (2.102b-d) proizlazi:

d*v
Er. % =0, 2.141a
tdgt ( )
du, d*p
El, S @ ¥, 2.141b
Y dz dz’ ( )
4 2 2
o P ey LU VL (2.141c)
dz dz dz

pri ¢emu diferencijalna jednadzba iz izraza (2.141a) opisuje neizvijeni nosac te je u daljnjem razmatranju
moZemo zanemariti. Integriramo li dvaput diferencijalnu jednadzbu iz izraza (2.141b), proizlazi:

3
B, 2 ¢

Y dg? dz
dzus —
EI},?—M¢Z —C1Z+C2, (2142)

gdje su C, i C, konstante integracije. Ako je npr. za nosa¢ sa sl. 2.9 rotacija krajnjih presjeka oko osi ‘y
slobodna, dok je oko osi ’z sprije¢ena, tada iz izraza (2.142) za z = 0 i z = [ dobivamo:

dzus
y dZZ

EI Mg.=0—C,=C, =0, (2.143)
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odnosno:
d’u M
Sf=——0. . 2.144
dzz EI‘ ¢z ( )
Vratimo li, sada, izraz (2.144) natrag u izraz (2.141c), slijedi:
4 2 2
d (%_GJ d ‘/z’z_ i” 0. =0. (2.145)
dz*  El, di* ElI, "
RjeSenje izraza (2.145) moZemo pretpostaviti u sljede¢em obliku:
@. =Cssink,z+ C,cosk,z + Cysinhk,z+ Cgcoshk,z, (2.146)
gdje je:
GJ GI Y, M
ki =— + t— (2.147a)
21, \\2EI,) E’II,
GJ a1\ M
K2 = " +— , (2.147b)
261, \\2E1,) E1I,

dok su G;, ..., Cs konstante integracije koje odredujemo na osnovi poznatih rubnih uvjeta za ¢,. Tako, npr.
ako je, uz ve¢ sprijeCeno uvijanje, vitoperenje krajnjih presjeka slobodno (M, = 0), slijedi da su rubni
uvjeti za z = 01 z =/, istovjetni onima danim izrazom (2.126), $to iz izraza (2.146) daje:

z=0, ¢.=0-C,+C4,=0,
dz
z=0, %zO%—C4kE+C6k§=O,
z=1, @,=0-C;ssinkl+C,coskl+Cssinhk,l+C,coshk,l =0,
=1 dz%—O%—Ckz ink [ —C,k* cosk,l + C.k?sinhk,l + C.k? coshk,l =0
z—,y— 2k| sInk, 4K COSK, sk, sinhk, ok, coshk,[ =0,

ili u matri¢noj formi:

0 1 0 1 C,
0 k! 0 k; C,
_ _ =0. (2.148)
sink,/ cosk,! sinhk,l coshk,l ||Cs
—klsinkl —k{coskl k;sinhk,l k;coshk,l ||Cs
RijeSimo li, analogno prethodnim primjerima, determinantu sustava iz izraza (2.148), dobivamo:
(k2 + k2 sink,l sinhk,l =0. (2.149)
Izraz (2.149) bit ¢e jednak nuli, ako je:
sink,[ =0, (2.150)
ili:
sinhk,/ =0. (2.151)

Kako je, pak, izraz (2.151) uvijek veci od nule, slijedi da je rjeSenje izraza (2.149) dano izrazom (2.150),
odnosno:

kl=nz, n=0,12,... (2.152)

Povratom vrijednosti (2.152) u izraz (2.147a), imamo:
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2.2
m="2 [E1 GI 1422 £, (2.153)
z 2 GJ

odnosno za n = 1 slijedi da je kriti¢na vrijednost momenta M = M,,, kod kojeg se nosac¢ pocinje bocno
izvijati:

-M ,/EI GJ 1+”—ﬂ (2.154)

Kod poprecnih presjeka kod kojih je 1,,= 0, izraz (2.154) poprima sljedeci oblik:

M=M, = % JELGJ (2.155)

dok je za poprecne presjeke kod kojih je torzijska krutost GJ puno manja od fleksijskih krutosti EI, i EI,,
kriti¢na vrijednost momenta:

2

M=M, = 7;E,/11 (2.156)

Ukoliko je tankostijeni gredni nosaé sa s1.2.9 jednoosno simetri¢an, pri ¢emu je (y, °z) ravnina
simetrije, tada Wagnerov koeficijent nije jednak nuli i prema izrazima (2.46) i (2.47), iznosi:

'K="M @, =M« (2.157)

X

te je, u skladu s izrazom (2.102d), diferencijalna jednadZba iz izraza (2.141c), sada:

2
e, L . (i~ Ma )42 0 et (2.158)
dz* dz dz

odnosno izraz (2.145) poprima sljedeci oblik:

d*¢. GJ-Ma, d’*p M?
L — 5 L — =0. 2.159
dz* El, di E’l], & ( )

Kako se izraz (2.159) razlikuje od izraza (2.145) samo za ¢lan uz dz(/)z/ dz’, tada rjeSenje tog izraza
takoder moZemo pretpostaviti u obliku danom izrazom (2.146), stim da su sada:

2 2
=9 |G Me ), M (2.160a)
2EI, 2EI, E’l1,
2 2
=G, G- Ma ), M (2.160b)
2EI, 2EI, E’II,

odnosno iz izraza (2.152), a za n = 1, slijedi da je kriti¢na vrijednost momenta:

T 7’ EI, Ma
M=M, == [EI GJ,]1 x| 2.161
S y \/ > GI  GJ ( )

U slucaju da je konzola dvoosno simetri¢nog poprecnog presjeka opterecena na slobodnome kraju
vertikalnom silom F, sl. 2.10a, slijedi da od unutarnjih sila prije izvijanja imamo OFy =Fi’°M.=Fz paiz
izraza (2.102b-d) dobivamo:
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y
0Z
F
4
°F,
N Lz
F / Opf
Z
>
)
a) b)

SI. 2.10. Konzola optereéena vertikalnom silom F na slobodnome kraju

d*v
I o0, 2.162a
A ( )
4 2
El, d bi +F2 P voF 49 _y, (2.162b)
“dz dz dz
4 2 2
Elwd(iz_GJd(zz_’_de’zs:O’ (2.162¢)
dz dz dz

pri ¢emu diferencijalnu jednadZbu iz izraza (2.162a), kao i onu iz izraza (2.141a), moZemo zanemariti.

Nadalje, da bismo iz izraza (2.162c) anulirali ¢lan d’u, / dz’, razmotrimo ravnoteZu izvijena nosaca.
Pretpostavimo li da se prilikom izvijanja teZiste popre¢nog presjeka pomite u pozitivnom smjeru osi ‘x i
% te da, pritom, popreéni presjek rotira oko osi z u pozitivnim smjeru, sl. 2.10b, tada silu F moZemo
rastaviti na komponente:

F.=Fsinp_=F¢_, F,=Fcosp =F, (2.163)

pa je moment savijanja M, u proizvoljnom presjeku z:

d’u,
M},ZEI},?:—FXZZ—FZq)Z, (2164)
v4
odnosno:
d’u Fz
s _ ) 2.165
dzz EI ¢z ( )

Uvrstimo li, sada, izraz (2.165) u izraz (2.162c), dobivamo:

d'e. GJ d’p. F’7
dz*  El, dz* E’l|],

¢, =0. (2.166)

Izraz (2.166) predstavlja homogenu diferencijalnu jednadzbu s promjenljivim koeficijentima, a koja kao
rjeSenje daje kriticnu vrijednost sile ¥ = F, pri kojoj moZe nastupiti bo¢no izvijanje nosaca sa sl. 2.10.
Kako je egzaktno rjeSenje toga izraza vrlo teSko iznaéi, tada se primjenom beskonacnih redova kao
rjeSenje za kriticnu silu izvijanja, dobiva [19]:
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JEI GJ
F=F, = 4’?213 A (2.167)
El,
1- 2
[ \ i2GJ

odnosno za poprec¢ne presjeke kod kojih je 1, = 0, imamo:

4013
=2

F=F, EI,GJ . (2.168)
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3. TANKOSTIJENI GREDNI KONACNI ELEMENT

U prethodnom je poglavlju prikazano rjeSavanje problema stabilosti tankostijenih grednih struktura s
pomocu sustava diferencijalnih jednadzbi i odgovaraju¢ih rubnih uvjeta. Posto je iznalaZenje egzaktnog
rjeSenja tih sustava ograni¢eno samo na slucajeve relativno jednostavne geometrije, oblike opterecenja i
vrste oslanjanja nosaca, to je, pri rjeSavanju sloZenijih slucajeva, nuzno rabiti neku od aproksimativnih
metoda. Ove se metode mogu podijeliti u tri skupine: metode rezidiuma, varijacijske metode i numericke
metode [14, 24].

Metode rezidiuma pripadaju skupini metoda za priblizno rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi, a
temelje se na minimizaciji rezidiuma ili odstupanja aproksimativnog rjeSenja od tocnog. Najpoznatija je
iz ove skupine Galerkinova metoda.

Varijacijske se metode temelje na principu stacionarnosti funkcionala, pri ¢emu se kao funkcional
definira ili potencijalna ili komplanarna energija sustava. Osnovna je pretpostavka kod varijacijskih
metoda da je sustav konzervativan, odnosno da se moze transformirati u varijacijski oblik. 1z ove je
skupine metoda najpoznatija Rayleigh-Ritzova metoda.

Kod numerickog se pristupa najcesce koriste matricne metode i to: metoda konacnih diferencija i
metoda konacnih elemenata, pri ¢emu prva od spomenutih metoda predstavlja numericko rjeSavanje
diferencijalnih jednadZzbi, dok druga metoda predstavlja posebne varijante Galerkinove i Rayleigh-
Ritzove metode. Za razliku od metode konacnih diferencija, koja se temelji na matematickoj diskretizaciji
diferencijalnih jednadzbi, kod metode se konac¢nih elemenata diskretizira kontinuum (konstrukcija) na
odgovaraju¢i broj podkontinuuma (konacnih elemenata), medusobno povezanih u jednom ili vise
¢vorova. Zatim se primjenom odgovarajucih jednadzbi mehanike kontinuuma dovode u vezu pomaci i/ili
sile u polju konac¢nog elementa s pomacima i/ili silama u ¢vorovima te se, na taj nacin, problem svodi na
rjeSavanje sustava algebarskih jednadzbi iz kojih se, zatim, kao rjeSenja dobivaju pomaci i sile u
¢vorovima konacnih elemenata.

U rjeSavanju problema stabilnosti tankostijenih grednih nosaca metodom konacnih elemenata
razlikujemo dva osnovna pristupa. Kod prvog se pristupa problem stabilnosti tretira kao linearni problem,
odnosno svodi se na matri¢ni problem vlastitih vrijednosti, pri ¢emu najniZa vlastita vrijednost predstavlja
nivo vanjskog optere¢enja kod kojeg konstrukcija prelazi iz stabilnog u nestabilno deformacijsko stanje
[36, 50, 79]. Kako kod tog nivoa vanjskog opterec¢enja dolazi do grananja ili bifurkacije deformacijskih
formi konstrukcije, tada se ono, vrlo Cesto, naziva i bifurkacijskim optereenjem konstrukcije [14].
Pripadni vlastiti vektor predstavlja samo oblik deformacijske forme koja se javlja pri gubitku stabilnosti,
dok vrijednost same deformacije ostaje nepoznata. Takoder, kao nepoznate ostaju vrijednosti deformacije
u pretkriti¢noj i postkriti¢noj fazi, odnosno pretpostavlja se da veli€ina pretkriti¢ne deformacije ne utjece
na vrijednost kriticnog opterecenja, kao i da, nakon dostizanja kritine vrijednosti, konstrukcija nema vise
mogucénosti nosenja vanjskog opterec¢enja. Dobra je strana ovog pristupa ta Sto omogucava vrlo brzu
kontrolu stabilnosti i kod vrlo sloZenih konstrukcija, a modeliranje kojih zahtijeva uporabu veéeg broja
konac¢nih elemenata, dok je loSa strana ta §to je kod konstrukcija kod kojih se pretkriticna deformacija ne
moZe zanemariti, vrijednost kritinog opterecenja, u pravilu, precijenjena.

Kod drugog se pristupa problem stabilnosti tretira kao nelinearni problem, odnosno kriti¢na se
vrijednost vanjskog opterecenja odreduje na nacin da se prati veza izmedu vanjskog opterecenja i
deformacije konstrukcije i u pretkriticnoj i u postkriticnoj fazi [34, 48]. Pri tome se cijeli proces
opterecenja i deformacije dijeli na odredeni broj koraka ili inkremenata, stim da se unutar jednog
inkrementa problem tretira kao linearan [57, 84]. Dobra je strana ovoga pristupa $to je opisivanje prijelaza
konstrukcije iz stabilnog u nestabilno deformacijsko stanje mnogo realnije, a dobivena je vrijednost
kriticnog opterecenja konstrukcije kod koje se utjecaj pretkriticne deformacije ne moZe zanemariti,
mnogo bliZa stvarnoj vrijednosti. Losa je strana ovoga pristupa ta §to je trajanje proracuna, vrlo Cesto,
dosta dugotrajno, kao i ta $to takvi proracuni zahtijevaju primjenu kompjutora puno ve¢ih moguénosti po
pitanju kapaciteta i brzine.

U inkrementalnom nacinu opisivanja procesa deformiranja konstrukcije razlikujemo tri ravnotezne
konfiguracije: pocetnu ili nedeformiranu konfiguraciju, zadnju poznatu deformiranu konfiguraciju i prvu
sljedecu nepoznatu deformiranu konfiguraciju [85]. Ukoliko se sve veli¢ine (pomaci i sile) u ravnoteZnim
jednadZzbama nepoznate konfiguracije definiraju u odnosu na pocetnu konfiguraciju, tada govorimo o
total Lagrangian (TL) formulaciji. Kada su sve veli¢ine iz nepoznate konfiguracije definirane u odnosu
na zadnju poznatu deformiranu konfiguraciju, tada govorimo o updated Lagrangian (UL) formulaciji, a
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ako su te veli¢ine definirane u odnosu na istu nepoznatu konfiguraciju, onda se radi o Eulerovoj
formulaciji ravnoteZnih jednadzbi.

3.1. Vektor ¢vornih pomaka i vektor ¢vornih sila kona¢nog elementa

Na sl. 3.1 prikazan je prostorni tankostijeni gredni kona¢ni element nesimetricnog poprecnog
presjeka. Pri tome su s A i B oznaceni ¢vorovi kona¢nog elementa, O i S su teZiSte i centar smicanja
poprecnog presjeka u ¢vorovima, z je uzduZna os konacnog elementa koja prolazi teZiSta ¢vornih
presjeka, dok su x iy glavne centralne osi poprecnog presjeka.

b)
SL. 3.1. Tankostijeni gredni konacni element: a) komponente cvornih pomaka; b) komponente ¢vornih sila

Kao Sto se vidi sa sl. 3.1, u svakom ¢voru imamo 7 komponenata ¢vornih pomaka i 7 komponenata
¢vornih sila, odnosno konacni element ima ukupno 14 stupnjeva slobode. Vektor je ¢vornih pomaka
kona¢nog elementa sa sl. 3.1:

e T
(u ) = {WOA’MXA’ Vias Poa> P> Pya> Wops Usps Vg P> Prp> Pyp s 6, 93}’ (3.1
stim da su komponente: @, ¢,;1 6, i = A, B, definirane izrazom (2.1), dok je vektor ¢vornih sila:
e T
(£ ) ={F 0 Fops s My M My Fop Fog Fog M, My M My M} 3.2)

Pri tome su ¢vorni pomak w, i ¢vorne sile: F,, M, i M,, definirani za teZiSte, dok su sve preostale
komponente definirane za centar smicanja. Gornji desni indeks e uz ¢vorne vektore iz izraza (3.1) i (3.2)
oznacava e-ti konacni element diskretizirane konstrukcije.
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3.2. Updated Lagrangian (UL) formulacija

Na sl. 3.2 prikazani su inkrementalni pomaci tankostijenog grednog konac¢nog elementa, pri cemu Cy
predstavlja pocetnu ili nedeformiranu konfiguraciju, C, zadnju poznatu deformiranu konfiguraciju, dok je
C, prva sljedeca nepoznata konfiguracija. Cartesijev koordinatni sustav (Z, X, Y) predstavljaju globalni
koordinatni sustav, a (z, x, ¥) lokalni koordinatni sustav konacnog elementa. Lijevi gornji indeks uz
lokalne osi definira konfiguraciju konacnog elementa.

(Z,X,Y)— globalni koord.
sustav

(z,'x,'y)— lokalni koord.
sustav u i-toj

konfiguraciji
C; - i-ta konfiguracija
(i=0,1,2)
SL. 3.2. Inkrementalni pomaci konacnog elementa
Princip virtualnih radova za konfiguraciju C,, glasi [57]:
[ %7, 6,6, 2dV = 6;W , (3.3)

gdje je: 7; Cauchyjev (Eulerov) tenzor naprezanja, e; Almansijev tenzor deformacije, dok je W virtualni
rad vanjski sila:

W= [36,6(+ii,) *dA, + [ 3 f,6(u; +i;) *dV (3.4)
24, 2y
pri ¢emu ¢; predstavlja povrSinske ili kontaktne sile, f; volumenske sile, dok su «; i #; linearna i nelinearna

komponenta pomaka iz izraza (2.71). U izrazima (3.3) i (3.4) lijevi gornji indeks oznacava konfiguraciju
u kojoj se doti¢na veli¢ina pojavljuje. Nepostojanje takova indeksa znali da se radi o inkrementalnoj
vrijednosti. Donji lijevi indeks predstavlja konfiguraciju u odnosu na koju je doti¢na veli¢ina definirana.
Ukoliko su oba lijeva indeksa jednaka, tada se donji indeks mozZe izostaviti, npr. érij:z 7; . Pretpostavimo
li, nadalje, da na konacni element ne djeluju volumenske sile, tada iz izraza (3.4) imamo:

W= [ 71,6, +1i;) *dA, . (3.5)

24,

Kako su u izrazu (3.5) sve vrijednosti definirane u odnosu na konfiguraciju C,, a koja je nepoznata, tada
ih u skladu s UL formulacijom trebamo izraziti u odnosu na zadnju poznatu konfiguraciju C;. Posto je:

[?7; 8ye,°av = [1S, 8,&;'dV (3.6)
Zy ly
gdje je S;; Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste, a & Green-Lagrangeov tenzor deformacije.

37



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

Kako je, pak:
Zzti szO':fti 1dAO' ’ (37)
to se povratom izraza (3.5) — (3.7) u izraz (3.3), dobiva:
[18; 6.8, 'dv = [ 11,6, +ii;) 'dA, . (3.8)

lv 1 Ay
Izraz (3.8) predstavlja ravnoteZzne jednadzbe konacnog elementa u konfiguraciji C,, stim da su sve
veli¢ine u njima definirane u odnosu na konfiguraciju C;.

Nadalje, kako se u inkrementalnoj analazi tenzor fSij moZe prikazati u obliku:

18,="7,418,=18,+15; (3.9)

ij1
dok je prema izrazu (2.72):
3,&;=0,e;+0,1,;+6,¢;, (3.10)

tada uvodenjem izraza (3.9) i (3.10) u izraz (3.8), proizlazi:

[25,(6e; + 8y +6:2,)'av = [, (5, +67,) 'dA, ,
ly YAg
odnosno:

[18; 68 'dV+ [ 1S, 6, 'dv + [ S, 62, 'dV — |11, 61, 'dA, =
ly ly ly

IAO_
= j 2 Su. 'dA, — jls S.e, 'av . (3.11)
Nadalje, kako inkrementalne konstitutivne jednadzbe glase:
15:=1Cm 1€u > (3.12)
gdje je Cyu tenzor elasti¢nih konstanti [86], te kako moZemo pretpostaviti da je:
2,50, 'dA, = [(l+.1,)87 'da, = [ 11,58, 'dA, , (3.13)
Ay . .

to iz izraza (3.11), imamo:

[1Ciua 164 G185 ldv+j S, o1 ldv+j S; 6:8; 'dV — [ |1, 8ii; 'dA, =
ly YAg

1%~

= j % Su, 'dA, — jls S 'dV . (3.14)

Izraz (3.14) predstavlja tenzorski oblik inkrementalnih ravnotezmh Jednadzbl konacnog elementa pri
inkrementalnom pomaku iz konfiguracije C; u konfiguraciju C,, a zapisanih u skladu s UL formulacijom.
Medutim, kako izraz (3.14) ne moZe biti rijeSen direktno jer je nelinearan u inkrementalnom pomaku,
tada priblizno rjesenje toga izraza moZemo potraZiti uvodenjem sljedece pretpostavke:

0,&,=0,¢; > ,5,=Cyy 14> (3.15)

ii=1
Sto, konac¢no, daje:
[1Cius 16 re; dv+j S, 6.1, 1dv+j S;6,8; 'dV — [ 1,60, 'dA, =67W -6, W, (3.16)
lV 1

A

gdje je za konacni element sa sl. 3.1.

SW= [ ,5u, 'aa, =(ou) 1, (3.17)
A,

SW=[1s,8,e, 'av =(5u ) '1e. (3.18)
ly
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Izraz (3.16) predstavlja linearizirane inkrementalne ravnotezne jednadZbe konacnog elementa zapisanih u
skladu s UL formulacijom. PoSto je dio tog izraza lijevo od znaka jednakosti istovjetan lijevoj strani
izraza (2.83), s jedinom razlikom u konfiguraciji u odnosu na koju su vrijednosti definirane, to se kao
konacno rjeSenje lijevog dijela izraza (3.16) moZe rabiti lijevi dio izraz (2.99), pa imamo:

1 2 2 2 2 2 2
[| EALYe 5Dy gy 4705 sA Vs gy AU 50y | gy A9 540 | Gp AP 5402 g
0 dz  dz dz dz dz dz dz dz dz dz

I 2 2
L [E, 5("””) +5(d”‘sj +5(dvfj +2y55(d”‘s %j—zxs5(ﬂ%j +
2% dz dz dz dz dz dz dz
+'F, 5(‘1‘} j+2 ) du, d’u, +2y,6 du, d‘; _25(‘1% dusj N
| \dz dz dz’ dz dz dz dz
- 2
+'F, _5(du J_'_z S d’u, dv, +2y.5 dv, d \;S _25(dw0 dvsj N
L dz dz* dz Tl dz dz dz dz

[ 2
“vls du, dvsj du d?v, } dqoz

¢ dz* dz

2 2
|8 sy —5(%%}25 dw, 477, 11
dz dz dz dz d7*
2
+'M | d S, —§(ﬂ%j+2§ dw, d’u, || _
: dz= -~ dz dz dz dz

oM, 5(‘2% Lf‘z’z]}dz = (ou) (2ee ). (3.19)
Z

dz

U izrazu (3.19) prvi integral daje u matricnoj formulaciji elasti¢nu ili linearnu matricu krutosti ki

kona¢nog elementa, dok drugi integral daje geometrijsku ili nelinearnu matricu krutosti k;; kona¢nog
elementa.

3.3. Elasti¢na matrica krutosti kona¢nog elementa

Kao Sto je ve¢ receno, elastiCna se matrica krutosti kona¢nog elementa dobiva na osnovi prvog
integrala iz izraza (3.19), odnosno:

] 2 2 2 2 2 2
j(EAd:lV”édW” v B S 5V gy DU U gy 9 5P
0 b4

dz Y dt o d7? Y d? o d7? ? dz dz

+GJ%5%de:(§ue)T kiu’. (3.20)
dz dz

Posto tankostijeni gredni konac¢ni element sa sl. 3.1 ima 14 stupnjeva slobode, to ¢e dimenzije elasticne
matrice krutosti iz izraza (3.20) biti 14x14 . Clanove ove matrice, kao i ¢lanove geometrijske matrice
krutosti konacnog elementa, moZemo dobiti tako da ukupnu deformaciju kona¢nog elementa rastavimo na
one zbog:

aksijalnog opterecenja
savijanja u ravnini (z, y)
savijanja u ravnini (z, x)

00 0O

torzije.
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a) Aksijalno opterecenje

y X
7 Wops Foa i Wop, Fop
Z A B
« %
FZA F
Fz FzB

SL. 3.3. Aksijalno opterecenje konacnog elementa: komponente pomaka i komponente sila

Kako sa stanovista aksijalnog optere¢enja, konacni element sa sl. 3.3 ima dva stupnja slobode, tada
pomak w, u polju konacnog elementa mozemo aproksimirati polinomom prvoga stupnja, tj.

w,=a,+a,z, (3.21)
ili u matri¢nom obliku:

w, =ad, (3.22)
gdje je a matrica polja kona¢nog elementa ili matrica polinoma:

a=[1 z], (3.23)
dok je o vektor konstanti ili generaliziranih koordinata:

o ={a, o,}. (3.24)
Posto za ¢vorove A i B, a u skladu s izrazom (3.21), vrijedi:

2=0->w,=0,=w,
} ) (3.25)

z=l->w, =a+a,l=w,

to za vektor ¢vornih pomaka w moZemo pisati:

o o
W,p 1 I||a]’

ili krace:

w=a"a, (3.27)
gdje indeks k oznacava konturu (Evorove) kona¢nog elementa. Kako na osnovi izraza (3.27), slijedi da je:

o= (ak )_1 w, (3.28)
to iz izraza (3.22) 1 (3.28), imamo:

w, =a(ak )_1W=NWW, (3.29)
pri ¢emu je N,, matrica interpolacijskih funkcija:

z Z
N, =[1—7 7} (3.30)

Na osnovi izraza (3.29), za prvi ¢lan integrala iz izraza (3.20), dobivamo:

40



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

l l i T
[EADYe 5 D0 g _ paA[ 90N Vs (5w)TEAJ(dNWj Iy ow=
0

o dz  dz o dz dz dz dz
EA (-1 ,
=((5w)Tl—2 [ 1}[—1 1dzw=(5w) Kk} w, (3.31)
0
gdje je k. elasti¢na matrica krutosti:
., EA| 1 -1
ki =— . 3.32
- 632

Pripadni je vektor ¢vornih sila:

(£,) ={F, F,} (3.33)
b) Savijanje u ravnini (z, y)

Vsas F YA VsBs F yB
y T
)f Puas Mm( T l T (1252 MxB
< A B D
«—Ft
Fiy F,|
MxA O— Mx
( A FyB
Mx C ) MxB
| F

SI. 3.4. Savijanje konacnog elementa u ravnini (z, y): komponente pomaka i komponente sila

PosSto konacni element sa sl. 3.4 ima cetiri stupnja slobode, to se pomak v; u polju konacnog
elementa moZe aproksimirati polinomom treéeg stupnja:

Vo=t 2o a2, (3.34)

ili u matri¢cnom obliku:
v, =aa, (3.35)

gdje je, sada:

a=[1 z 7 ZS] , (3.36)

o ={a, o, o a (3.37)
Budu¢i da u ¢vorovima vrijedi:

2=0->v,=a,=v,, v, =0,=-¢,,
= : (3.38)

i=lov, =+, l+ol* +a,l, 62’5 =a, +20,1+30, 1> =@,
Z

za vektor ¢vornih pomaka v moZemo pisati:
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val 1 0 0 0 (e
Pal| |0 -1 0 0 |joy| _
vl 11 2 P |

Psl |0 -1 =21 -3 ||a,
odnosno vektor je konstanti:
a=(@")"v.

Vratimo li izraz (3.40) u izraz (3.35), imamo:

gdje je N, matrica interpolacijskih funkcija:

3z 27
N, = 1-22 428 oy
{12 T P E e

2 3 2 3 2 3
2z 7z 377 277 7z z }

Za drugi ¢lan integrala iz izraza (3.20), a na osnovi izraza (3.41) i (3.42), proizlazi:

2 2

1 2 2
jEld A Elj §Vdvdz—(5 EIj[dNJdNdew(év)Tk

o L dit di dz

dz dz

gdje je k. elasti¢na matrica krutosti sljedeceg oblika:

[ 12EI, 6EI,  12EI,  6EI |
G
_6EI,  4EI, 6EI . 2EI
k.= ! I’ !

E 12EI,  6EI,  12EI,  6FI,
NE 12 I8 12
_6EI,  2EI, 6FI . 4EI
e l I? 1]

Odgovarajuéi je vektor ¢vornih sila, sl. 3.4:

(fv )T ={I:yA MXA FyB MxB}‘

¢) Savijanje u ravnini (z, x)

Usa, FxA U, FxB
X A A
Pra> Mya ( / >¢y3y M
%
A A
Foa F,

M, M,
’ ( ) ’ A Fup

SI. 3.5. Savijanje konacnog elementa u ravnini (z, x): komponente pomaka i komponente sila

v

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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Ponovimo li za konacni element sa sl. 3.5 postupak kao u prethodnom slucaju, tada za pomak u; u

polju kona¢nog elementa, imamo:
- 2 3
U, =0, +0,z2+0;2" +0, 7,
odnosno:

u,=aa,

pri ¢emu su a i o dani izrazima (3.36) i (3.37). Po$to u ¢vorovima kona¢nog elementa vrijedi:

du,
dz

z2=0-ou =0 =vy, =@
i=lsu =+, l+a, > +a,l,

to za vektor ¢vornih pomaka u, imamo:

Uy, 1 0 0 0|y
Pia 01 0 O0|la .
u= = 2 3 =a (l,
Ugp 11 15 1 a,
5] [0 1 20 3°]||e
odnosno:
az(ak)_lu.
Povratom izraza (3.50) u izraz (3.47), proizlazi:
u‘vza(ak)_luzNuu,
gdje je N, matrica interpolacijskih funkcija:
N o138 2 2 23 27
‘ ror I r

%:a2+2a3l+3a412
dz

= ¢yB

Uvrstimo li, sada, izraz (3.51) u tre¢i ¢lan integrala iz izraza (3.20), imamo:

L d’u. .d’u 25u d? u, d?
El. sH—= Y dz=EI Sdz = 5 i
.([ y dZZ d I dZZ = ( )..'(

pri ¢emu je k. elasti¢na matrica krutosti sljedeceg oblika:

N,
dz’

)

| 12EI,  6EI,  12EI, 6EI,

B [CENE 2

6EI 4EI,  GEl,  2EI,

k' =| I [ 2 !
E 12EI,  6EI, 12EI, 6EI
IVEEE [EE

6EI,  2EI,  6El, AEI,

2 I P

Pripadni je vektor ¢vornih sila, sl. 3.5:

d*N
dz?

“dzu=(du)" k

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.59)
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d) Torzija

y X
7 Os, M s l Op, M p
—_— —_—
< (\J A (\J

B
@ns My . z . @3, Mg
M, M,
SN
M., M.
M“’ M wB
- BN
o o
y
M

SL. 3.6. Torzija konacnog elementa: komponente pomaka i komponente sila

Za razliku od grednog kona¢nog elementa punog poprecnog presjeka kod kojeg se utjecaj
ogranicenog vitoperenja zanemaruje te se kao stupnjevi slobode gibanja javljaju samo ¢vorni pomaci @4 i
@5, dok se pomak ¢ u polju konacnog elementa aproksimira polinomom prvoga stupnja, kod
tankostijenog se grednog kona¢nog elementa utjecaj ogranicenog vitoperenja ne moze zanemariti pa se u
¢vorovima javljaju dodatni pomaci 6 i 6, sl. 3.6. Posto, sada, kod konacnog elementa imamo Cetiri
stupnja slobode gibanja, to se pomak ¢, u polju kona¢nog elementa aproksimira istim polinomom kao i
pomaci u; i vy, tj.

P =a+, it oy, (3.56)
odnosno:
Q. =aa, (3.57)
gdje su ai o dani izrazima (3.36) i (3.37). Kako za ¢vorove vrijedi:
d
=029 =0y=9,, d("z:az:_gA
¢ , (3.58)
do,

z=log =gt i+l +a,l’, =a, +20,1+3a, 1> =-6,

za vektor ¢vornih pomaka @ vrijedi:

O I 0 O 0 ||
6 0 -1 0 0 ||
o=y "= , 5 |3 =a‘a, (3.59)
[ 1 1 1 [ a,
6, |0 -1 -21 -3*||a,
Posto je matrica a* u ovom slu¢aju identiéna onoj iz izraza (3.39), tada je i matrica interpolacijskih
funkcija N, identi¢na onoj iz izraza (3.42), odnosno:

3z 27° 22 2 377 27 27
N,=|l- -+ - - 3.60
¢ [ e R ER R ER BE (3.60)

pa za pomak ¢, u polju elementa, imamo:
9. =N, 6. (3.61)

Uvrstimo li izraz (3.61) u zadnja dva ¢lana integrala iz izraza (3.20), dobivamo:
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l 2
|| £1, CY. 540, | Gy 9. 549: |, Ele 5¢’Zd(/’2d +Gde§¢Z 49 4 =
0 7> d7’ dz dz dz* dz dz
d°N, | d°N L(dN, ) dN .
59) | EI °dz+GJ 0 *dz |9=(59) k¢ @,
=(5¢) IL J — {( - j -tz |0=(59) ki ¢
gdje je k% elasti¢na matrica krutosti, oblika:
' 12El, 6GJ  6El, GJ 12EI, 6GJ  6El, GJ|
r 51 210 I’ 51 > 10
_GEl, GJ 4El, 2GJl  6El, GJ  2El, Gl
K’ = 10 ! 15 2 o I 30
*7| _12E1, 6GJ 6El, GJ  12El, 6GJ  6El, GJ
I’ 51 I 10 r 5 > 10
_6El, GJ  2EI, Gl 6El, , GJ  4El,  2GJl
210 l 30 > 10 l 15 |
Odgovarajuéi je vektor ¢vornih sila, sl. 3.6:
(f¢)T:{MzA Ma)A MzB MwB}-

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Zbrojimo li, sada, matrice iz izraza (3.32), (3.44), (3.54) i (3.64), dobivamo matricu elasti¢nu matricu

krutosti kona¢nog elementa, izraz (3.20), a ¢iji je oblik s obzirom na definiciju vektora u‘ iz izraza (3.1),

sljedeci:
[ a . -a . .
bl . . cl -bl . . cl
b2 . —c2 -b2 . —=c2
. d . . —=d —e —e
. —c2 f2 . c2 g2
cl f1 —cl gl
K = -a . a .
-bl . . —cl bl . . —cl
-b2 . c2 b2 . c2
. =d . . d . e e
. —c2 g2 . c2 f2 .
cl gl -cl f1r .
—e e h i
] —e e i h
pri cemu je:
a=E—A, =12—E3Iy, b2=12#, cl=6E—21y, c =6E%
l [ [ l l
d 1212[ 6GJ e 6E21w ﬂ Fle 4EI F2- 4EI,
l 51 [ 10° / [
gl—ZEIy, g2:2EIX, h:4EIW+2GJl, :2Elw_GJl
[ [ l 15 l 30

,  (3.63)

(3.66)
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3.4. Geometrijska matrica krutosti kona¢nog elementa

Drugi integral iz izraza (3.19), u matricnoj formulaciji daje geometrisku matricu krutosti kona¢nog
elementa, tj.

! B 2 2
lj{le 5(dw”j +5[dusj +5(dvj +2y 5(du d%j 2x 5(dv d%j}
2o 7| \dz dz dz dz dz dz dz
E 5(dvs zj+2xs5 du, d*u, 12y, 8] dus du, d* 1; 2é.(cz’w{, du‘vj N
| \dz dz d7’ dz dz dz dz
j_’_z §(du va (dv va
dz* dz
2 2
VAP Ea W K5
' dz” dz dz dz )
2 2
Y dw, d 1;‘? +1My S5 d 1;S 0. 5 dv, dqoz
dz dz dz dz z dz dz
. d
dfj}d = (ou ) k& u* (3.67)

Zamijenimo li komponente pomaka i njihove derivacije u gornjem izrazu s ¢vornim pomacima kona¢nog

elementa prema izrazima: (3.29), (3.41), (3.51) i (3.61), te ako unutarnje sile u skladu sa sl. 3.3 —sl. 3.6
zamijenimo ¢vornim silama:

=

()

VE _§[dué dw dv }_
dz

[du d(t)zj
dz dz

o 5{
dz

le z_leAlezB’ 1Fx :_lFxAlexB - _%(IM)'A*'IM)*B )’ 1Fy z_leAleyB - %(IM;:A"'IMxB)

<
=
|
Ib—
<
g
I)—i
\;'J
N
I
Ib—
<
g
I/
p—
I
| 2
N
+>—=
<
&
N

1 1 1 1 n <
7, M M +FAZ— MyA(l—Tj My37
, (3.68)

M, =M =M, M, =My =M, 'K=(Fa+M a+M a+M,a,)-

='F,a, +[_1MxA(1—§j+lngﬂax+[_1MyA[1—7J +'M l}a +'M

tada za prvi podintegralni ¢lan iz izraza (3.67), imamo:

i 2 2
o ) o o g e
25 dz dz dz dz dz dz dz
!
:le (dé'wv dw, N dou, du, N dov, dv, ‘y, dou, do, ry, dog, %_XS dov, %_
0 dz dz dz dz dz dz dz dz dz dz dz dz

i T
—xs—dé‘q)Z ﬂ)dz=le3{5WTI(—dN’v) dNWd w+du TI(dN ) dN, dzu+
0

dz dz dz dz dz dz

t(dN,\ dN L(dN, ) dN ! "N,
+Ov" ( ”j Ldzv+du'y, ( ”j L dz @+5¢" N —*4dzu—
!; dz dz g J(; dz dz Pro® J(; dz

! T AN LOAN !
—5VTxSI[d01;V) d;’ dz(p—é'(p%cJ[ dz(ﬂj dd—lj"dzv . (3.69)
0

Za drugi podintegralni ¢lan iz izraza (3.67), slijedi:
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2 2
__[ F. (dv q)j +2x.8 du, d u 12y.8 du, d°v s —25(dw” duSJ dz =
dz dz dz dz dz dz dz

(dé'v a’é'uY d’u, d*Su, du, déu, d*v,
:—j F CS 4oy g

+0 Y+2 ‘ S 4+2x. ‘
dz ?: (”Z dz d7? *d7t dg Vs dz d7?

S I -2
dz® dz dz dz dz dz

1 1

12y d*6v, du, 2d5w,, du, . dou, dWonZZ

j N dz(p+5(p _[NT 4N, dzv}—
dz

T
2] )2
dz 0
_(lMyA+lMy) j[ j d” Nvd V+OV j &N, ) N, —Xdzu |-
[ 0 dz’ dz
1 1 T
M)A+MyB|: J‘( j +5uTJl‘(dNMJ %dz W}. (3.70)

dz o\ dz dz
1z tre¢eg podintegralnog ¢lana iz izraza (3.67), proizlazi:

] 2 2
Lir, —5(‘1”‘? )+2 P L PP A —25(‘””0 dvfj dz =
25 dz dz* dz dz dz dz dz

14 L déu du d*Su, dv, dév, du, dév, d’v,
F |- +

_ (lMyA+lMyB)xs 5uT [j[
0

l

—p. —0p, —+2x S+ 2x S+ 2y,

s

dz "¢ fdg *d? dz *dz dg dz d7’

d*6v, dv, _ddw,dv, _ddv, dw,
LoDy -2 dz =
dz” dz dz dz dz dz

j N dz¢+5¢TINT ;I” dzu}+
z

u
N [5 deNJ AN, sy j[ j dzlju dzu]+
l o\ d dz dz dz

T T
+(1MXA+1MX3)x5 5VT[j(dej d2NV dZ"'deZI\iVJ dN, Z]V—
0 0

dz* dz dz

T
N"j N, dz W]. (3.71)

dz

1 1 l T l
Mt My 5WTJ.[dNWj dN, dz V+5VTI[d
l o\ dz dz o\ dz

Za Cetvrti podintegralni ¢lan iz izraza (3.67), dobivamo:

I 2 2 ! 2 2 2
lJ.le S d I/;S dv, _s du, d \;S dZ:lj-le d 52u5 dv, d5v du, déu,d \;S_
20 7] \det dz dz dz 2, T dz dz dz dz dz dz

5 1 10 ' !
_d%v, dusjdzz M, 5HT[J£d NMJ dN, dz_j(dcll\l j d’N, dz]H
o Z

dz*  dz 2 dz* dz 0 dz*
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1 (52 T ;2
+ M sy1 | d lj j( j d lj dz |u. (3.72)
2 o\ dz dz dz

Za peti podintegralni ¢lan iz izraza (3.67), imamo:

]
leé‘(dq)Zj j(‘Fa +M a,+'M a+'M,a )dﬁ(oz 9. 4. -
29 0 dz dz
dN, )\ dN
(1FzBa M . -'M ,a,+'M o _)oo j( = J d—z‘”dz(p+

L (dN Y dN
+1( 1]WxA o, + 1MxB a, + 1M}‘A a}‘ + IM}‘Ba}‘ ) 5(pTJ.Z[ d;ﬂ} £ dz Q. (373)
0

1z Sestog podintegralnog ¢lana iz izraza (3.67), slijedi:

1k d*u (du dgo) dw, d*v 1L
—['M 6| Srp, |-o| S| 2| Lo s Haz==['M “p +8p, -
‘([ { ( (ozj dz dz dz d7* ¢ 2‘([ 1 dZ? 0.1 09 dz*

dz*

_ddu, dp. _dSp. du, ,ddw,d, ,d’5v,dw,
dz d7’ dz*  dz

dz dz dz dz

lM ! dN, LN T ¥
dz — L1 N d +0
[!( dz ) dz ‘ J(;( dz* ] v Z](P ¢ £

T
aN, ) d- Nvd V+20v Tj.(d N, J dj?wdzw}+

L+ d°N,
- [Ny dz}u+25wTj( -

7 dz?
0
s Mt My | g Iz N, N dz— [ N AR PP JeNDdN 4
21 dz* d dz ¢roe o 7 di?

¢ [dN, ! T I
—_[Z[ J 4N, dz]u 25WTJ (dgw) ddNVd v-— 25VTJ deNj d;” zw}. (3.74)
Z Z Z Z

0

dz
Za sedmi podintegralni ¢lan iz izraza (3.67), proizlazi:
I 2 2 ]
Lim o Ly, —5(ﬁ%)+25 Doy 4 N ge =L m,
25 dz= dz dz dz dz 2y

_dov, dp. _dog. dv, ,ddw, d’u, ‘y 2d25us aw,
dz dz dz dz dz d7* dz*  dz

M (AN T dN ta*N Y (AN, dN
ASVT v ? dz — | N dz |@+00" | [| —& | —2dz—
[( J J dz* o (0| 700 £ dz dz

2 ’([ dz dz 0

1 2 ! T ;2
—jNZ,d 1jv dz V—25WTJ‘(%j dlj u-—-20u T_[ d: N, dNW dzwi+
0 dz o\ dz dz dz’

2

‘M  +'M . ! ! TdN !
e 0 o 20 3 g -
22 0 Z

21 0 o \ dz dz

48



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura
{ (dN,Y) dN L (dN,Y d°N t (d°N,) dN
—J.Z( y } —r dz]u+25WT_f ( Wj = ”dzu+25uT_f Y dzwy. (3.75)
0 Z Z

dz dz A7) dz
1z posljednjeg podintegralnog ¢lana iz izraza (3.67), dobivamo:

1 2 ] 2 2
%jz leé,(dwo ddeJdFlew(d&W” d’p, , d*5p, dw{,]dzz
0 z 0

dz dz d7? dz*  dz
dN,\ d’N d°N,, AN
='M | Sw" [ j 2 dz@0+00" 2 dzw|. 3.76
v dz dz* Pro® '[ dz* dz (3.76)

Vratimo li, sada, izraze (3.69) — (3.76) nazad u izraz (3.67) te za matrice interpolacijskih funkcija N,,,
N,, N, i N;, uvedemo izraze (3.30), (3.42), (3.52) i (3.60), tada nakon integriranja dobivamo geometrijsku
matricu krutosti kona¢nog elementa, koja, s obzirom na definiciju vektora ¢vornih pomak iz izraza (3.1),
ima sljedeci oblik:

a . . . —ul =l -a . . .oo—u2 =v2 owl —wl
c d e f . —c . g - f h i
.. ¢ b —f e . . - gl —f —e Kl il
d j kKl .. =d b —-j 1 l m ml
—-ul e —-f k n o ul —e f 2 —-p el q r
vl f e kI o nl v —-f —-e I3 -l -p gql 1l
-a . . .ul vl a . . . u2  v2 —-wl wl
k; = |, 3.77)
.. - . g2 —e -—-f . c . -g e —f —-h -
.. - =b f -e . . c —-gl f e -—-hl il
g gl —j 12 I3 . —g —gl k2 k3 -m -ml

—u2 —e —f Il -p —el u2 e f k2 n2 -0 r2 s
-2 f —e I el -p v2 —f e k3 - n3 r3 sl
wl h hl m g g¢ql —-wl -h —-hl -m r2 r3 1l t

-wl i il ml r r1 wl - —il -ml s sl t 12

S Fy o 6'Fyx, UMMy 6'F, 6'Fpy, 11'M, ~'M,
!’ 51 101 ’ 51 ° 51 101 ’
e= leB (lMxA+1MxB)xv 1M}A+M )y‘v el = 1]WZB (lMxA+1M ) (IM\A+M )yv
l ? ? ’ 2 21 21 ’
leFzB g=- 6FByv_1MxA_111MxB g1:6leBxs_1M}'A_lllMyB
10 51 101 ’ 51 101 ’
g2:_6Fszs_111MxA_1MxB h:_leBys_lMxA hlleszs_lMyA
51 101 ’ 10 10 ° 10 10 °
1
j=— FBys+ MxB, il:leBxs MyB,
10 10 10 10
1 1
_ 6'Fpa, _ 3(1MxA_1MxB)ax _ 3( M ys— M}’B)ay + 6'M 432
51 51 51 51 ’
1 1 1 1
po Fpxe 2My—My o Fyy DM My Fyx, M2 My,
10 5 10 5 10 5
k3:_ FByv_lMxA_lexB l FByv+21MxA+1MxB ll:IFszy_leyA-i_lMyB
10 5 10 10 10 10
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lFZBxs_lMyA+2lMyB leBys+lMxA+21MxB

a,

a

>

21FzBl + (lMxA+1MxB)yS

2=— , [3=-— ,
10 10 10 10
1
mz_leBaz_lMxBax_ M}‘Ba}‘_lMa)Baa), mlz_leBaz+1MxA
10 10 10 10 10 10
1 1
— 2 leBl _ (lMxA+1MxB)ys , nl= 2 leBl + ( M}‘A+ M}‘B)xs , n2 =
15 21 15 21
2F 1 (IM +'M )x (IM +M ) (1M +'M )y
n3=2 1B YA BT o= A B X _ A yB s
15 l 21 21
_ 2l (M =M) 2E,yg (3 M)
1 15 30 4 15 30
1 1 1 IM )i 1 1
. Fszsl+ MxAl’ " Fszsl+ wl s Fpyl Myl
30 30 30 30 30 30
1 1
oo 2 Fpxl ('n,,—3'm )0 o2 Pyl (M, —3'M,)
15 30 15 30
- leBazl + (lMxA_lMxB )axl + (lMyA_lMyB )ay ! _ lMa)Baa)l
30 60 60 30
tl= 21FZBazl _ (31MXA_1MXB )axl _ (31M)’A_1M)’B )ay ! + 21Ma)Bawl
15 30 30 15 ’
2= 21FZBazl _ (lMxA _31MxB )axl _ (lMyA _31M)’B )ay ! + 21Ma)Bawl
15 30 30 15
1 1 lM 1M 1
ul= A/f"A, u2 = Ai)‘B, vl= lyA, v2=—=2>"2 = M“’B.

3.5. Jednadzba konacnog elementa

Vratimo li izraze (3.20) 1 (3.67) u izraz (3.19), dobivamo:
(6u ) (k& +kg Jue = (oue ) (Ce="£<),
odnosno:
k7 u’=f°,
gdje je k7 tangentna matrica krutosti e-tog kona¢nog elementa:
k7 =k +kg,
dok je f* pripadni vektor inkrementalnog ¢vornog optereéenja:

fe:2fe_1fe .

1F7val IMVAI
F=— BT )

’

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

Izraz (3.80) predstavlja matri¢ni oblik ravnoteznih jednadzbi e-tog kona¢nog elementa, za inkrementalni
pomak konacnog elementa iz konfiguracije C; u konfiguraciju C,, a u skladu s UL formulacijom sve su
veli¢ine u tom izrazu definirane u odnosu na konfiguraciju C,. Tangentnu je matricu krutosti iz izraza
(3.81) potrebno formirati na pocetku svakog koraka (inkrementa i/ili iteracije), jer geometrijska matrica
krutosti iz izraza (3.77) sadrZi komponente vektora ¢vornih sila sa pocetka svakog koraka, a odredenih na

kraju prethodna koraka.

Nadalje, iz izraza (3.80) — (3.82), a na osnovi poznatog vektora inkrementalnih ¢vornih pomaka
konacnog elementa, proizlazi da je vektor ¢vornih sila konacnog elementa za novu ravnotezZnu

konfiguraciju C;:

2petpe pfo='fe 4 (kG +KS Jut

(3.83)
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Medutim, kako vektor *f° sadrZi komponente ¢vornih sila konagnog elementa u konfiguraciji C,, ali
pravci kojih su paralelni s pravcima osi kona¢nog elementa u konfiguraciji C, tj. *f°=>f¢, to ih ne

moZemo smatrati generaliziranim silama, odnosno na osnovi njih ne moZemo formirati matricu kg za

naredni korak (inkrement i/ili iteraciju). Stoga je, da bismo mogli odrediti vektor *f‘=3f°, odnosno

vektor ¢vornih sila za konfiguraciju C,, a komponente kojeg djeluju na pravcima osi konacnog elementa u
toj novoj konfiguraciji, potrebno u izrazu (3.83) izvrsiti odredene preinake. Naime, taj je izraz potrebno

preurediti tako da za naredni korak daje vektor >f¢, &ije su komponente nastale samo kao posljedica &iste

deformacije, tj. da ne sadrZi i dijelove komponenata koji se induciraju pri pomaku kona¢nog elementa iz
C, u C; kao krutog tijela. Tu imamo, kod uporabe UL formulacije, nekoliko pristupa od kojih su dva
pristupa najzastupljenija: NDA (natural deformation approach) i ESA (eksternal stiffness approach) [44,
57, 87, 88].

Kod prvog se pristupa od vektora inkrementalni ¢vorni pomaka u® oduzima vektor u!, koji sadrzi
inkrementalne ¢vorne pomaka konacnog elementa kao krutog tijela (r = rigid body), $to daje:

u =u‘-u’, (3.84)

pri ¢emu vektor u; sadrZi samo one komponente inkrementalnih ¢vornih pomaka nastale zbog Ciste

deformacije konacnog elementa (n = natural deformation). Vektor je ¢vorni sila konacnog elementa u
konfiguraciji C,, tako:

2f€=5f6=1f6+(k2+k2~)u€ (385)

..
Medutim, da bi se NDA pristup mogao primijeniti, nuzno je da konacni element zadovolji tzv. rigid body
test, tj. za inkrementalni pomak konacnog elementa kao krutog tijela iz C; u C,, mora vrijediti:

2pe=tpe. (3.86)

Ako s 21Re oznacimo rotacijsku matricu, koja preslikava koordinatne osi konacnog elementa iz
konfiguracije C, u konfiguraciju C;, tada moZemo pisati da je:

=R >t (3.87)

gdje je s obzirom na definiciju vektora ¢vornih sila prema izrazu (3.2):

:Rj

JRE .
SR = | S : O (3.88)
R}

I,

cos(lz,zz) cos(lz,zx) cos(lz,z)’)
,R{ = cos(lx,zz) cos(lx,zx) cos(lx,zy) , (3.89)
cos('y.2z) cos('y.2x) cos('y.2y)

stim da je I, jedini¢na matrica dimenzija 2x2. Unesemo li izraz (3.87) u izraz (3.80), tada za slucaj da se
konacni element pri inkrementalnom pomaku iz C; u C, ponasa kao kruto tijelo, dobivamo:

Kou'='Re 2 = (IR -1, )'f°, (3.90)
pri ¢emu je I, jedini¢na matrica dimenzija 14x14. Kak se, pak, moze dokazati da vrijedi:
kiu =0, (3.91)
gdje je 0 nul-vektor, to izraz (3.90) poprima sljedeci oblik:
Kout = ('R -1,,) £, (3.92)
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Izraz (3.92) predstavlja nuZdan i dovoljan uvjet da bi konac¢ni element zadovoljio rigid body test. Tako,
npr. ako zarotiramo konacni element sa sl. 3.1, kao kruto tijelo oko centra smicanja za mali kut ¢, sl. 3.7,
tada vektor inkrementalnih ¢vorni pomaka ima sljede¢e komponente:

A
/}\1 Vs : Vs
[ |
[ |
| |
| |
| |
|
| |
|

SI. 3.7. Rotacija koordinatnih osi za kut ¢,

(W) =(w)={0 00 p. 00000 000 o (3.93)
dok rotacijska matrica iz izraza (3.89) ima oblik:
1 0 0 1 0 O
SR =0 cosQ, cos(90”+(oz) =0 1 -o|. (3.94)
0 cos(90” — (”z) cosQ, 0 o, 1

Vratimo li, sada, izraze (3.93) i (3.94) u izraz (3.92), tada iz lijeve strane toga izraza, dobivamo:

koul =f/o_, (3.95)
gdje je:
M M, MM M, 'M M +'M
f Le — O XA xB YA yB 0 _ YA XA O _ XA xB
l [ 2 2 l
1 1 1
M+ M g _ Mg lMxB 00 (3.96)
l l l ’
odnosno iz desne strane, proizlazi:
(IR -1, =t 0., (3.97)

pri cemu je:

. M, 0 0}.(3.98)

v

(k) ={o -'F,, 'F, 0 M, M, 0 -'F, 'F, 0 -'M

Donji desni indeksi L i D uz vektore inkrementalnog opterecenja iz izraza (3.95) — (3.98), znace da su oni
proizasli iz mnoZenja lijeve, odnosno desne strane izraza (3.92). Kako su vrijednosti smi¢nih sila iz izraza
(3.98) dane izrazom (3.68), tada se oduzimanjem izraza (3.97) od izraza (3.95), dobiva:

kgu; _(21Re _114)}fe = (fLe _fg)(oz :fe¢z =

1
M, 1
={0 0 0 0 m _Ma 90 0
2 2
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Kao §to vidimo iz izraza (3.99), pri rotaciji se tankostijenog grednog kona¢nog elementa kao krutog tijela
oko centra smicanja za kut ¢,, u konfiguraciji C, inducirao vektor inkrementalnog opterecenja razlicit od
nul-vektora, $to znaci da taj konacni element nije prosao rigid body test. Stoga se za odredivanje vektora
>£¢ ne moZe rabiti NDA pristup.

Kod ESA pristupa utjecaj se pomaka kona¢nog elementa kao krutog tijela eliminira indirektno kroz
uvodenje tzv. eksterne matrice krutosti. Naime, kako se pri takvim pomacima u konfiguraciji C, takoder
induciraju sile, izraz (3.95), moZemo pisati da je u tom slucaju:

P Fe=2FC (3.100)

pri ¢emu vektor f; iz izraza (3.95), sada sadrzi i komponente koje se induciraju pri rotacijama ®. i ®,
konacnog elementa kao krutog tijela, dok se lako moZe dokazati da su vrijednosti komponenata tog
vektora, a koje se induciraju pri translatornim pomacima konacnog elementa kao krutog tijela, jednake
nuli. NapiSemo li taj vektor u sljede¢em obliku:

f/ =ki, u; (3.101)

ro
gdje je k%, tzv. eksterna matrica krutosti kona¢nog elementa, tada iz izraza (3.100) imamo:

Ok, u="Ee (3.102)

e

Unesemo li, pak, u izraz (3.83) za *f° izraz (3.102), za u’ = u; proizlazi:

kG, ut="E + (kG kG Ju’

R L e (3.103)
tj.
-t =0, (3.104)
¢ime je zadovoljen uvjet dan izrazom (3.86), Sto znaci da je:
o= (3.105)

Iz izraza (3.103) vidimo da se uvodenjem eksterne matrice krutosti u ravnotezne jednadzbe konacnog
elementa, anulira utjecaj pomaka konacnog elementa kao krutog tijela na vrijednost komponenata vektora
¢vornih sila u novoj konfiguraciji, a $to je vrlo bitno kod odredivanja geometrijske matrice krutosti za
novi korak (inkrement i/ili iteraciju).

Eksternu matricu krutosti tankostijenog grednog konacnog elementa moZemo odrediti na osnovi
izraza (3.67). Naime, inkrementalni se pomak (stvarni i virtualni) kona¢nog elementa iz konfiguracije C,
u konfiguraciju C, sastoji od pomaka konacnog elementa kao krutog tijela, sl. 3.8a i pomaka koji su
posljedica cCiste deformacije, sl. 3.8b.

B
2A/
Sv, Sv,
lyT OV 5(v,), R 5(v,),
Iz N 'B A B
Z Z
> <>
! I
a) b)

SL. 3.8. Virtualni pomaci konacnog elementa: a) kao krutog tijela; b) zbog ukupne deformacije
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Stoga, za ukupni virtualni pomak kona¢nog elementa unutar jednog inkrementa, moZemo pisati:
S, = 80,),+6v,), Su, =8,), +6(u), v, =5(v,),+80),
5p.=58(p.), +6(p.),. S9,=6p,), +5(p,),. S9,=6lp,) +5lp,) }. (3.106)
060=056, +00,

pri ¢emu indeks r oznacava dijelove pomaka konacnog elementa kao krutog tijela, dok indeks n oznacava
dijelove pomaka zbog Ciste deformacije. Kako su, pak, pri pomaku konacnog elementa kao krutog tijela
komponente pomaka: w,, @, @, i ?, konstantne, dok se u; i v, linearno mijenjaju, to iz izraza (3.106)

slijedi:
2 2 2 2
5dwl) :5(dw0) , 5d I/;J:é' dl';b , 5d ‘;3:5 d‘;&
dz dz ), dz dz” ) dz dz” )

2
5%:5(“%), 5%=5(%j =-5(d VfJ . (3.107)

dz dz dz*

dp, [dp, 2
PRACHEY [l I CCS B i L )
dz dz dz” ) dz

Sljededi je korak da iz lijeve strane izraza (3.67) izlu¢imo sve ¢lanove koji ne sadrze pomake dane
izrazom (3.107), $to daje:

_I 2F du, 5& ﬂ5ﬂ+%%5% d(”zé-d"
dz dz dz dz dz  dz S dz  dz

2 2
°5¢)Z+(025 s 4 0x dbzs dus+2yydvs %_251%5% +
dz dz dz

dz Y d7t dg dz
2 2
AN T PR LS MUY EU SCSLAY LS LAy LY
: dz dz dz dz dz dz dz dz
2
g [ Ll g v s )y (U s, A9, s
dz dz dz dz dz - dz  dz
d*v do. .dv
+'M op, ———~ 06— |ldz. 3.108
Ldzz e dzﬂ (109

Ako, sada, izraz (3.108) parcijalno integriramo na nacin da u integralu pove¢amo red derivacije virtualnih
pomaka, nakon sredivanja imamo:

1
le(usé‘du‘ s dvs+ys¢z§%_xs¢z5dvsj ’
dz dz dz dz )|,

I
LE (v 50. du, odug iy dv, 5 du, —w, du‘vj N
dz dz dz dz dz )|,

- l
+ IF‘,[—uSé'(oz SN LUy LU {,5%) +
: ' dz dz dz dz dz )|,

M1 ! 1 !
M. (du, 5 dv, dv, 5 du, N M, (du, 0.~ 0. 5 du, N
| 2 \dz dz dz dz 0 2 dz dz

0
M, (dv dv l
+|—| —0p. —p. 06— || +
2 (dz ICIE dz) .
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d2 2 2
+J‘{ ( 0 (p5 S+ X (pé‘ ]

du, .d’u, dv dzuY dquJ
X . : =+ = |+

do
Fl—v 022 —x, -y =5 w
O de U dr o df? Vs dz  d7* 7 dZ?

2 2 2
W 540 dugd,  dv gd 5de]+

1
+F,

. . w
dz 2 dz a2 v a Ca a2

1 2 2 1 2
Mz(dvxé.d u, du, .d vs}r M, (%Jd ux_%éﬁ}r

2 \dz  d7? dz  di? 2 dz>  dz  dz

IM, 2
+ 2’(@5‘1 VS—ﬂJ%ﬂdz. (3.109)

d7?  dz  dg

Kako, u skladu s izrazom (3.107), integral iz izraza (3.109) sadrZi samo virtualne pomake zbog Ciste
deformacije, to se eksterna matrica krutosti kona¢nog elementa dobiva samo na osnovi ¢lanova iz uglatih
zagrada, tj.

!
lFZ[uSé'du‘ : dvs+y‘v¢75%—xs¢zé'dvsj +
' dz dz T dz - dz )],

!

+ [v5¢)z+x du yvﬂé'%—woé'%) +

dz ' di o dz dz )|,

I
+ —u, 00, +x, ’5 +y, v, ﬂ—woé'dvs +
dz Sdz dz

I

! 1
1, (p, 50, - 0,30, )} { A; (¢, 60, - 0.5, )} +

0 0

l

'M,
J 2 (%5%—%5%)} =(ou kg, u, G110)

0

pri cemu su u izrazu (3.110), za rotacijske pomake uvedene sljedece substitucije:

du dv

s—g SR 3.111
dz & dz v ( )
Posto je pri pomaku konacnog elementa kao krutog tijela veza izmedu pomaka u polju konacnog
elementa i ¢vornih pomaka, sljedeca:

Wo = W()A = W()B > WT = {W{)A W{)B}

u' = {MSA Usp } vi= {V‘YA VSB} (3.112)
Q. =Pu=Pp 0. =10u P}

P =Pu =0 =10 Pu)
0, =0u=0y. O ={0, 0}

dok je veza izmedu unutarnjih i ¢vornih sila dana izrazom (3.68), tada iz izraza (3.110), a za svaku
pojedinu zagradu, dobivamo:
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(3.114)

(3.115)
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1
+ 50T 1M, 0 0 +l -'M, 0 0. |+
12 00 M2l 00 M|

1 'm 0 1|-'M 0
+80t| = T +— A . 3.116
(p)(2|: 0 lMZB:|(Px 2|: 0 _IMXB:|(pz} ( )

Zbrojimo li, sada, izraze (3.113) — (3.116) te ih, potom, vratimo u izraz (3.110), dobivamo eksternu
matricu krutosti dimenzija 14x14, koja s obzirom na definiciju vektora ¢vornih pomaka prema izrazu
(3.1), ima sljedeci oblik:

b m -k e . . =b -m k —e
-a I —-f . . a —-j -1l f
d —i h
i -8
-h g
K%, = ' , 3.117
S P b m -k e ) ( )
a -j -l f -a L -f . .
—c —-d . —il Al
il . —gl
-hl gl
gdje je:
— IMXA+1MXB b= 1MyA+1M,vB c= lMxA+1MxB d = 1M,vA+1MyB
I? ’ I? ' l ’ l ’
o= leBys f leBxs _ IMZA 1 leB _ lMxA hl = ' 1B
l ) l ) g 2 ) g 2 ) 2 ) 2 )
i= lM.\rA il1= 1]WyB j= (lMxA+1MxB )xs k= (IM.\’A+1M.\’B)yS
2 2 7 & ’ I '
r, (MM, g (MM )x
[ = B XA : xB)Ys , m= B _ YA ) YB /s . (3.118)
l l l [

Iz izraza (3.117) vidimo da eksterna matrica krutosti, za razliku od elasticne i geometrijske matrice
krutosti, nije simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu matrice. No, kako ova matrica ne ulazi u
jednadzbu konstrukcije, ve¢ sluzi samo za odredivanje komponenata vektora ¢vornih sila konacnog
elementa na kraju svakog koraka (inkrementa i iteracije), to ¢e se nesimetricnost ravnoteZnih jednadzbi
pojaviti samo na razini konacnog elementa.

3.6. Transformacijske matrice
Posto su ravnotezne jednadZbe konac¢nih elemenata, izraz (3.80), definirane u odnosu na lokalni

koordinatni sustav svakog pojedinog konacnog elementa u konfiguraciji Cj, tada ih je prije stvaranja
jednadZbe sustava (konstrukcije) potrebno transformirati u globalni koordinatni sustav [29 — 34].
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Y
(Z,X,Y) - globalni koord.
sustav
e (‘z, 'x, ly) - lokani koord.
sustav

\4

SL 3.9. Lokalni i globalni koordinatni sustav

Neka su komponente vektora a u lokalnom koordinatnom sustavu (‘z, 'x, ly): laz, 'a,, 1ay, dok

komponente tog vektora u globalnom koordinatnom sustavu (Z, X, Y), iznose: a_, a,, a,, sl. 3.9. Veza

je izmedu tih komponenata, sljedeca:

'a, =, cos('z,2)+a, cos('z, X )+ @, cos('z,¥), (3.119a)
'q, =@, cos('x,2)+a, cos('x, X )+, cos('x, ), (3.119b)
'a, =@, cos('y,z)+a,cos('y, X J+a,cos('y.¥), (3.119¢)

ili u matriénom obliku:
'a='t,a, (3.120)

edje je:

a"={'a, 'a, 'a}, (3.121)
a'={a. a al (3.122)

Z Y)
y)|. (3.123)
)

Matrica 't, dana izrazom (3.123), naziva se osnovnom transformacijskom matricom za konfiguraciju C,.
Kako je ona ortogonalna [57], vrijedi da je:

't ="ty (3.124)
Analogno, za proizvoljnu konfiguraciju C,, osnovna transformacijska matrica ima oblik:
cos("z,Z) cos(”z,X) cos("z,Y)
"t, = cos(”x,Z) cos("x,X) cos(”x,Y) . (3.125)
cos(”y,Z) cos("y,X) cos(”y,Y)

U skladu s izrazom (3.120), slijedi da je veza izmedu vektora inkrementalnih ¢vornih pomaka u®,
izraz (3.1), odnosno vektora inkrementalnih ¢vornih sila f¢, izraz (3.2), definiranih u lokalnom
koordinatnom sustavu (lz, 'y, 1y), te vektora inkrementalnih ¢vornih pomaka u® i vektora inkrementalnih

&vornih sila f¢ definiranih u globalnom koordinatnom sustavu (Z, X, Y):

u'='t‘u’, (3.126)
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fe="t f°, (3.127)

gdje je 't° transformacijska matrica e-tog konagnog elementa u konfiguraciji C, a koja, s obzirom na
izraze (3.1) 1 (3.2), ima sljedeci oblik:

N R (3.128)

pri ¢emu je 't{ osnovna transformacijska matrica identi¢na onoj iz izraza (3.123), dok je I, jediniéna

matrica dimenzija 2x2. Kako su i osnovna transformacijska matrica i jedinicna matrica ortogonalne
matrice, tada je i transformacijska matrica iz izraza (3.128) ortogonalna, odnosno i za nju vrijedi pravilo
iz izraza (3.124). Analogno, za konacni element u konfiguraciji C,, transformacijska matrica ima oblik:

o (3.129)

gdje je "t; matrica dana izrazom (3.125).
Uvedemo li, sada, izraze (3.126) i (3.127) u izraz (3.80), imamo:

ke u® =f°, (3.130)

pri ¢emu je k¢ tangentna matrica krutosti e-tog konaénog elementa iz konfiguracije C;, definirana u
globalnom koordinatnom sustavu:

k=) ke e (3.131)
Uvedemo li uizraz (3.131) matrice iz izraza (3.81), dobivamo:
kS =k +k,, (3.132)

gdje su ki i ki elasticna i geometrijska matrica krutosti kona¢nog elementa iz konfiguracije Ci,
definirane u globalnom koordinatnom sustavu:

K= (") ke e, (3.133)
ke =("e) ke e (3.134)

Za konacni se element iz konfiguracije C,, pri transformaciji iz lokalnog u globalni koordinatni sustav,
koristi matrica iz izraza (3.129).

3.7. Jednadzba konstrukcije

JednadZba se konstrukcije ili jednadZba sustava dobiva odgovaraju¢im sumiranjem ili asembliranjem
izraza (3.130) svih konac¢nih elemenata [31, 32], $to daje:

K,U=P, (3.135)

59



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

gdje je Ky tangenta matrica krutosti konstrukcije:
K, =K, +K,, (3.136)

dok su Ky i K¢ elasti¢na i geometrijska matrica krutosti konstrukcije. Sve se tri matrice krutosti dobivaju
asembliranjem istoimenih matrica krutosti svih konacnih elemenata, transformiranih u globalni
koordinatni sustav prema izrazima (3.131), (3.133) i (3.134). Takoder, sve su tri matrice simetricne
kvadratne matrice reda 7xm, gdje je m ukupan broj cvorova konstrukcije. Vektor U sadrzi
inkrementalne ¢vorne pomake konstrukcije i to za svaki ¢vor po tri translacijska pomaka: W, U iV,
odnosno tri rotacijska pomaka: @, ¢ 1 @ te parametar vitoperenja ©. P je vektor inkrementalnog
opterecenja konstrukcije, a prestavlja razliku opterecenja konstrukcije na kraju i po€etku inkrementa, tj.

p_2p_'p (3.137)

Izraz (3.135) predstavlja matri¢ni zapis inkrementalnih ravnoteZnih jednadZbi konstrukcije diskretizirane
s n konac¢nih elemenata. Pri izvodenju se toga izraza podrazumijeva da su u konfiguraciji C; konstrukcije
poznate:

koordinate svih ¢vorova konstrukcije

deformirani oblik svakog konacnog elementa
svi vektori ¢vornih sila }f “Se=1,..,n
vektor vanjskog opterecenja 'P.

0O DD D

RjeSenjem se izraza (3.135), uz odgovarajuce rubne uvjete, dobiva vektor U, koji predstavlja odgovor
(response) konstrukcije na inkrementalnu promjenu vanjskog optere¢enja konstrukcije prema izrazu
(3.137). Za slucaj da su rubni uvjeti zadani u obliku sprijecenih ili nultih pomaka, tada se oni u jednadZbu
konstrukcije mogu uvesti na dva nacina. U prvom se slucaju jednadzba sustava kondenzira ili skracuje na
nacin da se iz nje izbacuju svi retci i stupci, a koji odgovaraju nultim pomacima [24, 29]. U drugom se
slucaju uvode tzv. numericki rubni uvjeti, tj. dijagonalni se clanovi tangentne matrice krutosti
konstrukcije, a koji odgovaraju nultim pomacima, mnoZe s jako velikim brojem, dok se ¢lanovi vektora P
koji predstavljaju reaktivne komponente, zamijenjuju s nulama [89].

Zbrojimo li, potom, vektore U svih inkremenata, tada je za svaki stupanj slobode konstrukcije

moguce nacrtati tzv. krivulju opterecenje — pomak, a ¢iji je opéi oblik prikazan na sl. 3.10.

opterecenje
A
E
B

C oc¢vrséenje

omekSanje D
pomak
(0]
stabilna stabilna
ravnoteza \ ravnoteza
nestabilna
ravnoteza

SL 3.10. Krivulja ‘opterecenje — pomak’

Iz sl. 3.10 vidimo da ravnoteZa konstrukcije moze biti stabilna ili nestabilna, da se krutost
konstrukcije moZe nalaziti u podru¢ju omeksanja ili podrucju ocvrscéenja te da konstrukcija, §to se tice
vanjskog opterecenja, moZe biti u podrucju opterecenja (dio O — A i D — E) ili u podrucju rasterecenja
(dio A — D). Sva su ova svojstva popracena pojavom kriticnih tocaka, koje se, opcenito, mogu podijeliti u
dvije skupine [57]:

O grani¢ne tocke (A i D)
Q snap-back tocke (B i C).
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Karakteristika je grani¢nih to¢aka da nakon njih ravnoteZna deformacijska forma konstrukcije prelazi is
stabilnog u nestabilno podrucje ili obrnuto, a ako kod takve grani¢ne tocke jednoj vrijednosti opterec¢enja
pripadaju dvije ili viSe vrijednosti pomaka, onda se takva tocka, vrlo Cesto, naziva i snap-through tockom.
Za snap-back tocke karakteristicno je da jednoj vrijednosti pomaka odgovaraju dvije ili viSe vrijednosti
optere¢enja. Ono $to je zajedniCko svim tim to¢kama je to da one predstavljaju odredene numericke
poteskoce pri rjeSavanju izraza (3.135), jer se u blizinih tih to¢aka numericki algoritam moZe ponaSati
nestabilno.

Kako se pomocu izraza (3.135) opisuje nelinearno ponasanje konstrukcije optereéene vanjskim
optere¢enjem, to se za rjeSavanje takovih problema, najcesce, koriste inkrementalno-iterativne procedure
ili sheme, koje su okarakterizirane s tri glavne faze [84, 85]. Prva je tzv. prediktor faza, koja obuhvaca
odredivanje vektora inkrementalnih pomaka U konstrukcije iz izraza (3.135), tj.

U=K;'P, (3.138)

a na osnovi ¢ega je, potom, moguce odrediti inkrementalne pomake svakog konacnog elementa pomoc¢u
izraza (3.130). Druga je tzv. korektor faza, koja obuhvaca odredivanje vektora inkrementalnog

optereéenja f¢ svakog konac¢nog elementa prema izrazu (3.80), dok trec¢a faza obuhvaca provjeru da li je
uspostavljena ravnoteZa izmedu vanjskih i unutarnjih sila u konfiguraciji C,. Naime, na kraju se svakog

koraka (inkrementa i iteracije) zbrajaju vektori *f¢=3f° svih kona¢nih elemenata i usporeduju s vektorom

*P. Ukoliko je ravnoteZa uspostavljena, odnosno ukoliko je razlika unutar dopustenih odstupanja, prelazi
se u novi inkrement, a ako je razlika veca od dopustene, ponavljaju se prediktor i korektor faza sve dok se
ne postigne trazena tocnost. Istrazivanja su pokazala da tocnost rjeSenja najvise ovisi o korektor fazi, dok
prediktor faza najvise utjece na brzinu konvergencije, odnosno na broj iteracija unutar jednog inkrementa
[57]. Kod primjene se tzv. Ciste inkrementalne sheme trec¢a faza preskace te se direktno ide u novi
inkrement, a $to ima za posljedicu da tako dobivena rjeSenja mogu biti vrlo nepouzdana.

Korektor se faza, nadalje, moze podijeliti na tri podfaze i to:

0 korekcija geometrije svakog konacnog elementa (updating of geometry)
O odredivanje eksterne matrice krutosti svakog kona¢nog elementa prema izrazu (3.115)
O odredivanje vektora ¢vornih sila svakog kona¢nog elementa prema sljedec¢em izrazu:

2pe2petpe 4 (K +kS —kS, )uc (3.139)

te njegova transformacija u globalni koordinatni sustav.

Tre¢a se podfaza u literaturi, ponekad, definira kao zasebna faza i naziva force recovery fazom.
Ovdje je potrebno napomenuti da se kod druge podfaze podrazumijeva da je primijenjen ESA pristup, a
da se u slucaju primjene NDA pristupa, umjesto eksterne matrice krutosti, u toj podfazi odreduje vektor

inkrementalnih ¢vornih pomaka u svakog kona¢nog elementa, prema izrazu (3.84). Takoder, vektor je

¢vornih sila konacnog elementa dobiven prema izrazu (3.139), potrebno transformirati u globalni
koordinatni sustav prema izrazu (3.127), stim da se transformacijska matrica 't° zamijeni
transformacijskom matricom *t‘, jer komponente tog vektora djeluju na pravcu osi konaénog elementa u
konfiguraciji C,.

3.8. Korekcija geometrije konacnog elementa

Kao §to je u prethodnom poglavlju receno, kod rjeSavanja se nelinearnih problema koriste tzv. korak
po korak procedure ili sheme. Ono Sto je zajedni¢ko svim tim shemama je da se nakon svakog koraka
(inkrementa i iteracije), izvodi korekcija geometrije diskretizirane konstrukcije i svih kona¢nih elemenata,
a tu se u slucaju velikih rotacija, kao poseban problem javlja korekcija poloZaja koordinatnih osi ¢vorova
konstrukcije zbog nekomutativnosti rotacijskih stupnjeva slobode gibanja [39, 53, 54, 57].

U slucaju je malih prostornih rotacija, korekcija poloZaja koordinatnih osi ¢vorova trivijalna. Naime,
kako za male prostorne rotacije zakon komutativnosti vrijedi, to se ukupne rotacije ¢vorova na kraju
svakog koraka mogu dobiti jednostavnim sumiranjem inkrementalnih rotacija iz trenutnog koraka, s
ukupnim rotacijama akumuliranim do tog koraka. Isto vrijedi i u slucaju velikih rotacijski pomaka kod
ravninskih problema, jer je kod njih vektor rotacijskih pomaka uvijek okomit na ravninu u kojoj se nalazi
geometrija konstrukcija i u kojoj se odvija deformiranje same konstrukcije.
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Medutim, kako velike prostorne rotacije nemaju svojstvo komutativnosti, odnosno nevektorske su
prirode, to se korekcija poloZaja koordinatnih osi ¢vorova diskretizirane konstrukcije mora temeljiti na
teoriji velikih rotacija [53]. U tu je svrhu potrebno definirati tri sustava koordinatnih osi:

O referentne osi svakog ¢vora konstrukcije
O osi kona¢nog elementa

O osi ¢vorova konacnog elementa.

3.8.1. Referentne osi

Neka je proizvoljnom ¢voru A konstrukcije u konfiguraciji C, pridodan sustav medusobno okomitih
osi definiranih s jedini¢nim vektorima (°C,, €4, na), a koji je paralelan s globalnim koordinatnim
sustavom (Z, X, Y), sl. 3.11. Nazovimo te osi referentnim osima. PoloZaj je tih osi u konfiguraciji C;
definiran jedini¢nim vektorima ('4, '€4, 'M4), a u konfiguraciji C, jedini¢nim vektorima (°C, *€4, *Ma).
foloziaj je ¢vora A u sve tri konfiguracije definiran koordinatama: (OZA, X, 0YA), (IZA, 'X,, 1YA) i (ZZA,
XA, YA)

2 i
o, MNa \éé 2
| e
OCA/ AHQ ?
Co lTIA
Y XA/ &
z %X IC} “

Sl 3.11. Referentne osi

Ukupan je inkrementalni pomak ¢vora A iz konfiguracije C; u konfiguraciju C,, moguce u
globalnom koordinatnom sustavu prikazati pomoc¢u translacijskog inkrementa AU,:
AU, =W, k+U,i+V,j (3.140)
i rotacijskog inkrementa AQ,:

Ab, =P K+ 0y,i+0y, ], (3.141)

gdje su: k, i1 j, jedinicni vektori na pravcima globalnih osi (Z, X, Y).
Intenzitet je rotacijskog inkrementa:

A, =|Ad 4| =7+ P3s + s (3.142)

dok je pravac rotacijskog inkrementa definiran jedini¢nim vektorom ny:

_A9, _ A9, - (3.143)
Ady g2 + 02, + 4%,

U skladu s Rodriguezovom formulom za velike rotacije [53, 57], poloZaj je referentnih osi ¢vora A u
konfiguraciji C,, sljede¢i:

n,

2 =cosAd, '€, +sinAd, (n,x'C, )+ (1-cosad,)(n, ¢, )n,, (3.144a)
28 =cosAQ, 'E, +sinAd, (n,x'E, )+ (1-cosAd,)(n, E,)n,, (3.144b)
2n, =cosAd, ', +sinA, (n,x'n, )+ (1-cosad,)(n,'n,)n,. (3.144c)
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Izraze (3.144) moguce je napisati i u matri¢nom obliku kao:
2(1,4:21RA 1qA . q=8&m, (3.145)

gdje je 2R, inkrementalna rotacijska matrica ¢vora A, oblika:

R, =L+ Sin A0, P, +—(1_COSZA¢A) o’ (3.146)
Ad, AY”
dok je:
0 _¢YA ¢XA
D, =| P 0 —dy |- (3.147)
—Pxa Ou 0

Uvedu li se u izraz (3.146) sljedece aproksimacije:

sinAd, =Ad,, cosAd, 51—%A¢i , (3.148)
dobivamo:
LG ) -t iout dutitas |
V= Gt o0abu oG R) —utsdada| G149

1 1 I( ¢l
__¢XA+§¢ZA¢YA ¢ZA+E¢XA¢YA 1_5(¢ZA+¢XA)_

1

iRA513+c1>A+E

U slu€aju malih rotacija moZzemo zanemariti kvadrate i umnoske rotacijskih pomaka, pa izraz (3.149)
poprima sljede¢i oblik:

1 P P
R,zL+®,=( ¢, 1 -4,/ (3.150)
_¢XA ¢ZA 1
Koordinate su ¢vora A u konfiguraciji Cy:
'Z, 'z, W,
X, p=1'X, 41U, (3.151)
%y, Y, Va

3.8.2. Osi ¢vorova konacnog elementa i osi kona¢nog elementa

Neka imamo gredni konac¢ni element kojem se ¢vorovi nalaze u krajnjim presjecima A i B, sl. 3.12a,
i neka su lokalne osi tih ¢vorova u konfiguraciji Cy definirane jedini¢nim vektorima (O'Y,», ‘o, OB i = A, B)
sa zajedni¢kim sjeciitem u centru smicanja. Pri tome je os definirana s “; paralelna s uzduZnom osi ’z
elementa, dok su osi definirane s °o; i °B; paralelne s glavnim centralnim osima inercije x i "y popre¢noga
presjeka. Nazovimo te osi osima cvorova konacnog elementa ili c¢vornim osima za konfiguraciju C,.
Takoder, pridodajmo kona¢nom elementu jo§ jedan sustav koordinatnih osi (“z, %x, %y,), pri ¢emu je os ’z
kolinearna s osima definiranim s O'YA iO'YB, dok je os %, paralelna s osima definiranim s %, i ‘g, odnosno
oS Oys paralelna s osima definiranim s OBA 1 OBB. Taj ¢emo sustav koordinatnih osi nazvati osima konacnog
elementa za konfiguraciju C.
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0 0,
Ya 0 N7

Or=1

a) b)
SL. 3.12. Cvorne osi i osi konacnog elementa: a) u konfiguraciji C,; b) u konfiguraciji C,

Kako se pri inkrementalnom pomaku iz konfiguracije C, u konfiguraciju C; kona¢ni element
deformira, tj. gubi pravocrtnost, to sustavi ¢vornih osi (O'YA, o, OBA) i (O'YB, oz, OBB) u novoj konfiguraciji
nece viSe biti medusobno paralelni, sl. 3.12b. Stoga je i u konfiguraciji C, potrebno uvesti sustav osi
kona¢nog elementa (1zs, X, lys), stim da, sada, os 'z, leZi na pravcu koji spaja centre smicanja poprecnih
presjeka &vorova A i B, dok osi ’x;i y, leZe na pravcima koji predstavljaju srednje vrijednost projekcija
vektora "o, i ‘o, odnosno OBA i OBB, u ravnini okomitoj na os 7. Ovdje je, potrebno napomenuti da je
koordinatni sustav (z, X;, y5) paralelan s lokalnim koordinatnom sustavom (z, x, y) kona¢nog elementa u
svim ravnoteznim konfiguracijama, sl. 3.2. Veza je izmedu ¢vornih osi konacnog elementa i referentnih
osi u konfiguraciji Cy, dana izrazom:

‘p="R’q,, (i=AB: p=v.op q=(&n). (3.152)
gdje je "R transformacijska matrica sljedeéeg oblika:
cos(oy,k) cos(oa,k) cos(OB,k)
‘R = cos(oy,i) cos(oa,i) cos(OB,i) , (3.153)
cos (O 'y,j) cos (0 a,j) cos (OB,j)
stim da je: 0’y: O'Y[, oo =0, OB = OB,», i = A ili B. Kako je u konfiguraciji C, konac¢ni element nedeformiran,

to su ¢vorne osi i osi konaénog elementa medusobno paralelne, pa se za matricu "R, u skladu s izrazom
(3.125), takoder moze pisati:

cos(oz‘Y,Z) cos(oz‘v, X) cos (OZS,Y)
IRT=0t = cos(OxS,Z) cos(OxS,X) cos(ox‘Y,Y) . (3.154)
cos (OyS,Z) cos(OzS,X) cos(ozS,Y)

Pretpostavimo li da su konacni elementi u ¢vorovima medusobno kruto spojeni, tj. da nema unutarnjih
zglobova, tada na transformaciju izmedu ¢vornih konacnog elementa i referentnih osi nece utjecati
deformiranje kona¢nog elementa, pa se, stoga, moZe pisati da je i u konfiguracijama C, i C, veza izmedu
tih dvaju sustava koordinatnih osi, sljedeca:

1pi=0R lqi = (Otg)T lqi
zpz:OR zqi = (Ot(e))T zqi

Kao Sto se vidi iz izraza (3.154) matrica R transformira lokalne osi (Ozs, %, ny) kona¢nog elementa u
globalni koordinatni sustav (Z, X, Y), a moZemo je napisati i u sljede¢em obliku:

, i=AB; p=v.0ap q=(E&n. (3.155)

"R=(t) =['z, °x, ‘], (3.156)

gdje je:
(OZY)T={COS(OZ”Z) cos(ozY,X) cos(ozY,Y)}, (3.157a)
(OXA)T={COS(O)C3,Z) cos(OxS,X) cos(oxs,Y)}, (3.157b)
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(OyS)T:{cos(oys,Z) cos(oys,X) cos(OyS,Y)}. (3.157¢)

Sljede¢i korak predstavlja odredivanje matrice 'R, koja transformira osi ('z,, 'x,, 'y,) konaénog
elementa iz konfiguracije C; u globalni koordinatni sustav, odnosno:

R=() =['z, 'x, 'y, (3.158)

Kako os 'z, leZi na na pravcu koji u konfiguraciji C; spaja centre smicanja popreénih presjeka &vorova A i
B, to se komponente vektora 'z, mogu dobiti na osnovi koordinata ¢vorova A i B, tj.

(le)Tzlll{IZB—le X,-X, 'v,-'v,}. (3.159)

gdje je 'I udaljenost izmedu &vorova A i B u konfiguraciji C;:

1= J (z,~'2,f +(x,-x, ] +(v,-'v,) . (3.160)

a) b) ¢

SL. 3.13. Odredivanje poloZaja osi 'x, i 'y,: a) projekcije évornih osi u ravninu ' IT: b)
jedinicni vektori srednjih vrijednosti; c) konacni polozaj osi 'x, i 'y,

Ako sa 'TT ozna¢imo ravninu okomitu na os 'z,, slijedi da su projekcije vektora %0 i%B,i=A,B,utu
ravninu, sl. 3.13a:

1 ES

szlpj_(lp; lzs)lzs’ (j=AB; p=ap), (3.161)

odnosno nakon normalizacije, imamo:
|
1§j:+, (j=A,B; p=o.p). (3.162)
('p}) 'p;
Kako koordinatni sustavi (OOLA, 0[3 4) 1 (OG,B, OBB) u konfiguraciji C| nisu medusobno paralelni, to se njihove
projekcije u ravnini 'TT neée podudarati, pa je potrebno uzeti srednje vrijednosti tih projekcija, tj.

'e,='p,+'Pp. (i=x.y: p=a.p), (3.163)

odnosno normalizacijom vektora dobivenih izrazom (3.163), imamo:

=S (i=xy). (3.164)
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Posto, u opéem slucaju, srednje vrijednosti definirane, sada, jedini¢nim vektorima IEX 1 16‘,, nisu

medusobno okomite, potrebno je uciniti sljede¢u modifikaciju [57]. Zbrojimo li ova dva jedini¢na
vektora, pa ih zatim oduzmemo, sl. 3.13b, dobivamo:

) (3.165)

Sto nakon normalizacije daje:

e =—nooJ  (j=12), (3.166)

pri éemu je, sada, '€, L '€, . Zarotiramo li, potom, jedini¢ne vektore '€, i '€, za 45° suprotno od rotacije
kazaljki na satu, sl. 3.13c, slijedi da je novi poloZaj osi i ly‘Y definiran vektorima:

NG

'x,='8sinds"+'&, cos s’ = = ('e,+'s,), (3.167a)

e

'y,='e, cos45°-"€, sin45° = (3.167b)

Povratom izraza (3.158) i (3.167) u izraz (3.158), dobivamo transformacijsku matricu konacnog elementa
za novu ravnoteznu konfiguraciju. Postupak opisan izrazima (3.159) — (3.167) ponavlja se u svakom
narednom koraku (inkrementu i iteraciji).

3.9. Numericke procedure za rjesavanje nelinearnih problema

Kao §to je ve¢ receno, izraz (3.135) predstavlja matri¢ni oblik inkrementalnih ravnoteZnih jednadzbi
konstrukcije, s kojim se nelinearni odziv konstrukcije zbog djelovanja vanjskog optereéenja, rjeSava po
tzv. korak po korak proceduri ili shemi. Numericke algoritme koji se pritom rabe mozemo svrstati u one
koji se temelje na €istoj inkrementalnoj proceduri [76] i na one koji su organizirani prema inkrementalno-
iterativnoj proceduri [26, 34, 57, 84].

3.9.1. Cista inkrementalna procedura

Kod ¢iste inkrementalne procedure proces se opterecenja konstrukcije dijeli na kona¢an broj koraka
(inkremenata), pri ¢emu se unutar jednog koraka sustav (3.135) rjesava kao linearan. Kako se unutar tog
koraka ne vrS$i iteriranje, to to¢nost ove procedure uvelike ovisi o veli¢ini koraka.

Za slucaj Ciste inkrementalne procedure izraz (3.135) moZemo napisati u sljede¢em obliku:

KU AU® = AP? (3.168)

gdje je: K{™" tangentna matrica krutosti konstrukcije na pocetku i-tog inkrementa, AU'’ vektor

inkrementalnih &vornih pomaka dobiven u i-tom inkrementu, a AP vektor inkrementalnog optereéenja
u i-tom inkrementu, dobiven kao:

AP =p® _pl- (3.169)

pri ¢emu su P i PY"" vektori vanjskog optereéenja u konfiguracijama Ci 1 Ciyy- Ovdje je C,_y,
zadnja poznata konfiguracija, dok je C;, nova (nepoznata) konfiguracija. Pri tome je u izrazima (3.168) i

(3.169), inkrementalnim veli¢inama pridodan znak A. Na kraju se svakog i-tog inkrementa ukupno
opterecenje konstrukcije dobiva tako da se zbroje sva prethodna inkrementalna opterecenja:

PO =S AP" (3.170)

r=1
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dok se ukupni pomak konstrukcije dobiva zbrajanjem svih prethodnih inkrementalnih pomaka:

U =S AU . 3.171)

r=1

Shematski je prikaz Ciste inkrementalne procedure prikazan na sl. 3.14.

opterecenje P )
71K (TH)
s

V2 1

s
po =
I AP® z I greska

P(i—l) /<

AU(i)

tocno rjesenje

pomak

U(i—l) U(i)
SL. 3.14. Cista inkrementalna procedura

Osnovna je pretpostavka kod ove procedure ta da je veli¢ina inkrementalnog opterecenja AP
dovoljno mala da se unutar jednog inkrementa moZe zanemariti promjena tangentne matrice krutosti
konstrukcije. Dobra je strana ove procedure §to je ona vrlo jednostavna za primjenu i S§to je vrijeme
potrebno za proracun, u usporedbi s inkrementalno-iterativnim procedurama, znatno krace. Losa je strana
Ciste inkrementalne procedure $to tocnost dobivenog rjeSenja, kao Sto je ve¢ reCeno, ovisi o veliCini
koraka, jer se unutar jednog inkrementa ne vrsi iteriranje, odnosno ne provjerava se da li je uspostavljena
ravnoteza izmedu unutarnjih i vanjskih sila. Kako u problemima, koji ukljucuju velike pomake, greska
akumulirana tijekom procesa rjeSavanja primjenom ove pocedure moze biti znacajna, to se ona kod njih, u
pravilu, izbjegava.

3.9.2. Inkrementalno-iterativne procedure

Pri uporabi se inkrementalno-iterativnih procedura u rjeSavanju nelinearnih problema, susre¢emo s
dva osnovna problema.

Prvi je problem kako odrediti veli¢inu inkrementalnog opterecenja za svaki naredni inkrement. Kod
Ciste inkrementalne procedure veli¢inu inkrementalnog optere¢enja moZemo procijeniti na osnovi veli¢ine
greske akumulirane tijekom proracuna, dok se kod inkrementalnih procedura koje ukljucuju iteriranje
unutar inkremenata, ta procjena moze temeljiti na broju izvrsenih iteracija u prethodnom inkrementu.

Drugi je problem na koji nacin izvoditi iteracije unutar inkremenata. Ovo se pitanje bavi problemom
konvergencije primijenjene iterativne sheme, odnosno ponaSanjem iterativhe sheme u blizini kriti¢nih
tocaka.

Opc¢enito, u slucaju primjene inkrementalno-iterativne sheme, za i-ti inkrement i j-tu iteraciju izraz
(3.135) moZemo napisati kao:

(@ O _pi _gd
(KT )u—l) AU, =P — Ky, (3.172)

pricemujei=1,2, .., m,dokjej=1,2, .. n Napocetku je svakog inkrementa, pritom:

(K)o =K )", Fg) =Fi", U =Ug,". (3.173)
U izrazu (3.172), za i-ti inkrement, AUE?) predstavlja vektor inkrementalnih pomaka konstrukcije u j-toj

iteraciji, P((J’; vanjsko opterecenje konstrukcije u j-toj iteraciji, dok je F((;)_l) vektor unutarnjih sila
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konstrukcije, ¢ije su komponente dobivene sumiranjem odgovaraju¢ih komponenti vektora ¢vornih sila iz
izraza (3.139) svih konac¢nih elemenata, a do posljednje, tj. (j — 1) iteracije.

Nadalje, vektor vanjskog opterecenja P((J’; moZemo prikazati kao:

P() =P, +AP(), (3.174)
odnosno:
P =P +A{) P, (3.175)
dok je pocetni uvjet:
(i) _ pi-D
Poy =P~ (3.176)

U izrazu (3.175) AE;)) predstavlja faktor inkrementalnog opterecenja za j-tu iteraciju u i-tom inkrementu,

dok je P vektor tzv. referentnog opterecenja.
Nakon Sto se iz izraza (3.172) dobije vektor inkrementalnih pomaka za j-tu iteraciju, slijedi da je
ukupan pomak konstrukcije u i-tom inkrementu:
U(i) — U(i)

) (-1

(i)
yHAUG . (3.177)
Razliku izmedu vektora P((;)_l) i vektora F((;)_l) iz prethodne, (j — 1) iteracije, nazivamo vektorom

neuravnoteZenog opterecenja:

O _pd o
Ry =Pim) —Fiy (3.178)
a komponente se kojeg, na pocetku svakog inkrementa, izjednacuju s nulom. Vratimo li izraz (3.178) u
izraz (3.175), imamo:

P P, (3.179)

_n (i) (i)
) = Ry +FGLy +A

J J )

odnosno iz izraza (3.172), slijedi:

(KT)(i) AU(i) =A(i) 13+R(i)

G- 2H WD) ) -1 - (3.180)

NapiSemo li, pak, vektor AUE% u sljede¢em obliku:

) _ A ATTD o ATTO
AU = A AU +AUG, (3.181)

tada povratom izraza (3.181) u izraz (3.180), dobivamo [57, 84]:
(K, )" AUD =P (3.182)

(j-1 ()

(KT )(i) Aﬁ(i)

R 0)
(-1 (j)_R(j—l)‘ (3.183)

Rjesenjem se izraza (3.182) i (3.183) dobivaju vektori AIAJEZ)) i Aﬁ((?) , povratom se kojih u izraz (3.181),
a uz uvjet da je poznat AE%, dobiva vektor inkrementalnih pomaka AUE?) . Takoder, kako je u prvoj
iteraciji svakog inkrementa vektor neuravnotezenog opterecenja jednak nul-vektoru, to je i vektor AU((?),
za prvu iteraciju svakog inkrementa, nul-vektor.

Sljededi je problem kako odrediti faktor inkrementalnog opterecenja AE?) , a Sto ovisi o tome koja je

inkrementalno-iterativna procedura uporabljena. Medu najpoznatije spadaju: Newton-Raphsonova
procedura [28], displacement control procedura [48], arc-length procedura[26], work control procedura
[47] te generalized displacement control procedura [57]. PoSto je u ovom radu uporabljena zadnja
spomenuta procedura, a za koju su istraZivanja pokazala da je najstabilnija u blizini kriti¢nih tocaka, to se
kod nje faktor inkrementalnog opterecenja odreduje prema sljede¢em izrazu:
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0 @ (Af7G-D N ATTG
Hj) - A, (AUa) )AU

)
R (3.184)
@ (AF7G-D | AT
Aq (AUa) )AU(]')

) _—
A(j) -

gdje je H ((;)) tzv. generalizirani pomak, a vrijednost je kojeg, za sve iteracije osim prve, jednaka nuli.

Bududi je Aﬁ((?) =0zaj=11 H((;)) =0 za j=2,toizizraza (3.184), proizlazi:

A H)
AG = T e J=1 (3.185)
(AUO) )AUm
odnosno:
o (a0 ) AT
T -
(AU(I) )AU(j)
Postavimo li, pak, da je za prvi inkrement:
AU =AU, (3.187)
iz izraza (3.185), slijedi:
1Y) = (D P lavy vy (3.188)
M o M - :

Usvojimo li da je H ((1’)) =H ((11)) za sve inkremente, tada se povratom izraza (3.188) u izraz (3.185), za prvu

iteraciju proizvoljnog inkrementa, dobiva:

(a0)) a0

(a0 a0

AD = AD

O =AU (3.189)

pri ¢emu je Ag; unaprijed zadana vrijednost. Definiramo li tzv. generalizirani parametar krutosti GSP,

kao:
(a0 S a0

NNV

GSP = (3.190)

tada izraz (3.189) moZemo napisati u sljedecem obliku:

A =%AY)|GSP]. (3.191)

stim da je predznak definiran rjeSenjem izraza (3.190), tj. pozitivan se predznak usvaja za slucaj kada se
GSP iz toga izraza dobiva kao pozitivan, dok se negativan predznak usvaja kada se GSP dobiva kao
negativan. Negativan predznak GSP-a znaci da konstrukcija prelazi iz podruc¢ja opterecenja u podrucje
rasterecenja ili obrnuto, sl. 3.10.

Na kraju je svake iteracije potrebno provijeriti da li su vrijednosti komponenata vektora RE;)) 1 AUE%

[RO)|=(RO TR (3.192)

|au|=laut,

ili njihovih normi:

) au®

o (3.193)

unutar dopustenih granica, odnosno potrebno je provjeriti da li je zadovoljen kriterij konvergencije.
NajcesSce se rabe tri vrste kriterija, kod kojih se kao mjera koristi:
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- pomak:
AU
! i’;” <e,, (3.194)
AU(D“
- neuravnotezeno opterecenje:
R
! ‘(’;H <ep, (3.195)
iy
- rad neuravnoteZenog opterecenja:
AU RO
(vt} R, 2 )T Ly, (3.196)
(U R,

pri ¢emu su: &,, &p 1 &g, dopuStena odstupanja ili tolerancije. Uobifajene su vrijednosti ovih
tolerancija [90]:

Ep=c,=107; &,=107",...,107°. (3.197)

3.10. Off-axis opterecenje

Pri izvodenju je geometrijske matrice krutosti kona¢nog elementa, izraz (3.77), pretpostavljeno da se
hvatiite aksijalne sile 'F, nalazi u teZistu popreénog presjeka, a hvatiste smiénih sila 'F, i le u centru
smicanja. Medutim, kada u i-tom Cvoru konstrukcije djeluje tzv. off-axis sila, sl. 3.15, tada je
geometrijskoj matrici krutosti konstrukcije potrebno pridodati korektivnu matricu krutosti za off-axis
opterecenje.

SL. 3.15. Off-axis opterecenje u i-tom ¢voru konstrukcije

Ako je hvatiste sile F; (F;, Fy;, F);) definirano vektorom poloZaja r; (0, x;, y;), tada korektivnu matricu
krutosti za off-axis optere¢enje moZemo dobiti iz izraza (2.95), koji sada glasi:

5U‘(’;ﬁ3=—5{j[leiS(x—xi,y—yi)W+1Fx56(x—xi,y—yi)ﬁ+1Fyi6(x—xi,y—yi)V]dA} . (3.198)

A

Kako su vrijednosti Dirachovh delta-funkcija, sada:

~ 1 dv, du, dv, du.
Mx—x,y—y )W=—| x,—>@, —y, — Q. —X,—>@Q_.+y,—@_|, 3.199a
(x—x.y-y) 2(‘0&(0, U dzwydzco,) ( )
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2 dz *dz dz dz dz dz

2 2
S(X—)Ci,y—y[)ﬁ=l{—x‘v[dl/£s} -y ﬂ%—(xi_x‘y)[(dus) +¢§:|_(Yi_y‘v)ﬂdus}, (3.199b)

X
2 Y dz dz dz dz dz dz

2 2
S(x—xi,y—yi)ﬁ l{_ ﬂ%_y{dvs) _(Xi_xs)d\/s dus_(yi_ys){(d‘/sj +¢)3}}, (3.199¢)

tada povratom izraza (3.199) u izraz (3.198), uz substituciju iz izraza (3.111), dobivamo:

gl
5UGﬁ3 :E leiJ( Yi@i®Pyi t X PP — X PP — Vi P ¢yi)+

+% lin 5[’% ¢}2~,< VPPt ('xi - X )(@2, + q’;zj)_ ()’5 — Y )¢xi (Dyi]"'

1
+5 lei 5[_ X PPy + Vs P _(xi — X )¢xi Qi+ (yi - ys)(¢z2i +0), )]’ (3.200)

stim da su podcrtani oni ¢lanovi koje sadrzi i izraz (2.97), odnosno ¢lanovi koji su ve¢ ukljuceni u izraz
(3.67). Odbijemo li od izraza (3.200) te ¢lanove, tada za i-ti ¢vor konstrukcije, dobivamo:

% leiJ(_ X Q0 ¢zi¢yi)+% 'F, 5[(xi _xs)(¢z2i + ¢§i)_ (v =, )¢’xi ¢’yi]+

1 ATy off A
2 Fy ol -2 )oag, + -0 )l + o2 |- 00Tk 6. 320D
pri ¢emu je:
o ={o. 0. 0.} (3.202)

odnosno:

5¢r ={60, S0, 59,}. (3.203)

dok je k‘:f' korektivna matrica krutosti za off-axis opterecenje i-tog ¢vora, a €iji je oblik:

lin (xi X )+1Fyi (yi - ys) _%1in X _%1in Vi
off 1 1
km = _Elei'xt 1Fyi(yi_ys) _E lin(yi_ys)+lei(xi_xs)] .
1 1
—'Fa LRy W (=) Folx )

(3.204)

Iz izraza (3.204) vidimo da je korektivna matrica krutosti simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu
matrice, a da elementi na glavnoj dijagonali predstavljaju korektivne ¢lanove za tzv. ekscentricne smicne
sile [51], tj. za smicne sile ¢ija se hvatiSta ne nalaze u centru smicanja popre¢nog presjeka nosaca, ali leze
na pravcima koji prolaze kroz centar smicanja. Korektivnu je matricu krutosti danu izrazom (3.204),
potrebno pridodati geometrijskoj matrici krutosti konstrukcije i to uz one c¢lanove te matrice, koji
pripadaju ¢voru konstrukcije u kojem se off-axis opterecenje javlja i koji se mnoZe s rotacijskim
pomacima toga ¢vora. Ovdje je potrebno naglasiti da je ovu korektivnu matricu bilo moguce dobiti samo
iz razloga $to je u analizu ukljucen i efekt velikih rotacija, a koji se manifestira kroz nelinearne
komponente pomaka iz izraza (2.70).

3.11. Rotacijska svojstva momenata

Kao §to je poznato, momenti se s obzirom na uzroke dijele na [1 — 6]:
O vanjske

O unutarnje.
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Vanjski se momenti, pritom, javljaju kao posljedica mehani¢kog djelovanja jednog tijela na drugo, dok se
unutarnji momenti javljaju kao posljedica pojave naprezanja u popre¢nim presjecima.
S obzirom na ponaSanje koje iskazuju pri velikim prostornim rotacijama, momenti se dijele na [48,

50, 51, 52, 57]:

O aksijalne

O tangencijalne

O polutangencijalne

o kvazitangencijalne.

Moment se ponasa kao aksijalni (axial moment) onda kada njegov pravac i smjer pri prostornim
rotacijama ostaju nepromijenjeni, §to ima za posljedicu da su inducirani momenti na osima 'x i 'y, a u
konfiguraciji C,, jednaki nuli. Pod pojmom se induciranih momenata, pritom, podrazumijevaju momenti
koji inkrementalnom rotacijom nekog momenta oko osi okomitih na pravac vektora tog momenta u
konfiguracije C,, bivaju generirani ili inducirani na pravcu tih istih osi, ali u konfiguraciji C, [57].

Tangencijalni moment (tangential or follower moment) u potpunosti prati prostornu rotaciju
poprecnog presjeka u kojem djeluje, Sto ima za posljedicu da se na obje osi, koje su u konfiguraciji C,
okomite na pravac vektora tog momenta, u konfiguraciji C, induciraju momenti.

Polutangencijalni moment (semitangential moment), pri velikim prostornim rotacijama, inducira u
konfiguraciji C, momente jednake polovini vrijednosti momenata, induciranih pri prostornim rotacijama
tangencijalnog momenta.

Kvazitangencijalni moment (quasitangential moment) inducira u konfiguraciji C; moment samo na
jednoj od osi, a intenzitet je induciranog momenta jednak intenzitetu momenta kojeg na istoj osi inducira
tangencijalni moment. Takoder, kvazitangencijalni se momenti dijele, jos, na tzv. prvu i drugu vrstu, a §to
¢e biti objasnjeno kasnije.

1
Z

o

o

!
I
|
|
I
|
|
I
|

a)

i

d)

SL 3.16. Vrste torzijskog momenta 'M.: a) aksijalni moment; b) tangencijalni
moment; c) polutangencijalni moment; d) kvazitangencijalni moment prve
vrste; e) kvazitangencijalni moment druge vrste
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Na sl. 3.16 prikazan je primjer razli¢itog ponasanja torzijskog momenta 'M, u prisustvu velikih
prostornih rotacija, a pri inkrementalnom pomaku kona¢nog elementa iz konfiguracije C; u C,. On se,
pritom, ponasa kao aksijalni kada pri rotaciji tog momenta oko osi 'xi 'y, na pravcu tih osi u konfiguraciji
C, ne inducira nikakve momente, sl. 3.16a; kod tangencijalnog se momenta na osima 'x i 'y induciraju
momenti 'M, o1 'M. ¢, sl. 3.16b; kod polutangencijalnog se momenta pri istim rotacijama induciraju u
pola manje vrijednosti nego kod tangencijalnog, sl. 3.16¢; kod kvazitangencijalnog se momenta prve vrste
na osi 'x inducira moment 'M, ®,, sl. 3.16d, odnosno kod kvazitangencijalnog se momenta druge vrste na
osi 'y inducira moment 'M. ¢, sl. 3.16e.

Ovdje je, takoder, potrebno napomenuti da polutangencijalni i kvazitangencijalni momenti spadaju u
klasu konzervativnih momenata, dok aksijalni i tangencijalni momenti spadaju u klasu nekonzervativnih
momenata [50, 57].

3.11.1. Unutarnji momenti

Radi pojednostavljenja, analiza ¢e se sprovesti na grednom nosacu dvoosno simetricnog poprecnog
presjeka (x; = y, = 0), a zanemarit ¢e se i utjecaj ograni¢enog vitoperenja popre¢nog prejeka, tj. smatrat ¢e
N 1
sedaje M,="T,,.

a)
1
y Ly
1
M, 1 1
S [ p— X S — M> ~G—
II Iz 1 'z
- ~— — 1 —
> 'M, > y 'M,
b) ©)

SL. 3.17. Momenti savijanja: a) inkrementalna rotacija normalnog naprezanja oko osi 'z
za kut @.; b) kvazitangencijalni moment 'M.,; ¢) kvazitangencijalni moment ]My

U skladu s izrazom (2.29d), slijedi da su vrijednosti momenata savijanja u konfiguraciji C;:

‘M, =['c.ydA, M, =-['c.xdA. (3.205)
A A

Pri inkrementalnoj rotaciji popre¢nog presjeka oko osi 'z za kut ¢, sl. 3.17a, sila ¢ dA inducira sljedeée
vrijednosti momenata na osima x1i y:
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d(AM )= xdAg,, d(aM)='c ydAg,, (3.206)
Sto nakon integriranja daje:

AM = j lo.xdAp,=—'M 0., AM = j 'o.ydAp =M ¢, . (3.207)
A A

U izrazu (3.207) AM, predstavlja moment savijanja za os 'x kona¢nog elementa u konfiguraciji C,,
induciran pri inkrementalnoj rotaciji momenta lMy oko osi 'z za kut @. Analogno, AM, predstavlja
moment savijanja za os 'y kona¢nog elementa u konfiguraciji C,, induciran pri inkrementalnoj rotaciji
momenta 'M, oko osi 'z za kut ¢@. Izraz (3.207) definira momente savijanja 'M, i 1My kao
kvazitangencijalne momente, a simolicki ih moZemo prikazati kao spreg sila jedini¢nog kraka, stim da su
intenziteti sila jednaki 1Mx, sl. 3.17b, odnosno 1My, sl. 3.17c.

a) b)
'y
Ty, | Ly
. 2 — 21 ) 1
X
II |
2 EIMZ
1
|[<—>]
c)

SL. 3.18. Moment torzije: a) inkrementalna rotacija tangencijalnog naprezanja oko osi 'x
za kut @, b) inkrementalna rotacija tangencijalnog naprezanja oko osi'y za kut
@,; c¢) polutangencijalni moment M,

U slucaju torzije grednog nosaca dvoosno simetri¢nog poprecnog presjeka, iz izraza (2.29c), a za
konfiguraciju Cj, slijedi:

‘M, =[('z,x'7,y)dA. (3.208)

z
A

Kako pri ¢istoj torziji Navierova jednadzba iz izraza (2.31), glasi [5, 69]:
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olr 't y

—&4+—==0 3.209
ox dy ( )

te kako ¢e ona biti zadovoljena, ako je:
oY 0¥

1 1

T ==, T,=—, 3.210
X ay 2y ax ( )

gdje je ¥ = W(x, y) potencijalna ili Prandtlova funkcija naprezanja, tada povratom izraza (3.210) u izraz
(3.208), imamo:

0¥ ¥
M, =—[| —x+=—y |dA, 3211
: {(ax“ayyj (3.211)
odnosno:
jlf@;di:—j—awdi, —.flruydA=—ja—‘PydA. (3.212)
A Aax A Aa

Posto je vrijednost Prandtlove funkcije naprezanja na konturi jednaka nuli, to se parcijalnom integracijom
izraza (3.212), dobiva:

Y P
[=—xdA=] (LPx)Xf—.[‘I‘dx}dy=—J.‘PdA
3 Ox y X A

_ ) (3.213)
a\P y Y2
— 2 —
IEMA_I (Wy)2 - [Wdy |dx=—[WdA
A x| i A
odnosno povratom izraza (3.213) u izraz (3.212), proizlazi:
[z, xdA=[¥dA
. ! . (3.214)
—['z, ydA=[WdA
A A
Na osnovi izraza (3.208) i (3.214), konacno slijedi:
['z xdA=—["'r x dAzllMZ. (3.215)
A A 2 -

Ako, sada, zarotiramo poprecni presjek oko osi ' za kut ®,, sl. 3.18a, odnosno oko osi 1y za kut @, sl.
3.18b, tada ¢e se na osima 'x i 'y, a zbog tangencijalnog naprezanja 'z, i IZ'Zy, inducirati sljedece
vrijednosti momenata:

d(AM ="z xdAg,, d(aM 'z ydAp,, (3.216)

Sto, nakon integriranja, daje:

1 1
AM | =.[12'Zydi(oy =51MZ @, AM, =£1TuydA(ox == M, .. (3.217)
A

U izrazu (3.217) AM, i AM, predstavljaju momente inducirane na osima 'x i 'y kona¢nog elementa u
konfiguraciji C,, zbog inkrementalne rotacije momenta 'M. oko osi 'x za kut ¢,, odnosno oko osi 'y za kut
@,. Izraz (3.217) definira St. Venantov torzijski moment 'M, = 'T,, kao polutangencijalni, a simboli¢ki ga
moZemo prikazati s pomocu dva sprega sila jedini¢nih krakova, stim da su intenziteti sila jednaki polovini
vrijednosti intenziteta samog momenta, sl. 3.18c. Karakter je torzijskog momenta u slucaju neslobodne
torzije vrlo teSko odrediti iz razloga Sto je unaprijed nepoznat udio torzijskog momenta vitoperenja 7, u
ukupnom torzijskom momentu, kao i ponaSanje torzijskog momenta vitoperenja pri velikim prostornim
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rotacijama. Neka su istraZivanja pokazala da se taj moment moZe ponasati i kao kvazitangencijalni i kao
polutangencijalni [41].

3.11.2. Vanjski momenti

U prethodnom smo poglavlju vidjeli da se pri prostornim rotacijama unutarnji momenti savijanja
ponasaju kao kvazitangencijalni momenti, a da se unutarnji torzijski moment pri Cistoj torziji ponasa kao
polutangencijalni.

Medutim, vanjski se momenti savijanja pri prostornim rotacijama mogu ponasati kao
polutangencijalni, dok se vanjski torzijski momenti mogu ponasati kao kvazitangencijalni. Pri tome se
vanjski kvazitangencijalni momenti mogu ponasati kao oni prve vrste ili kao oni druge vrste. Vanjski se
momenti savijanja definiraju kao kvazitangencijalni momenti prve vrste onda, kada pri prostornim
rotacijama induciraju iste momente kao i unutarnji momenti savijanja. U protivnhom se definiraju kao
kvazitangencijalni momenti druge vrste.U daljnjem ¢emo dijelu teksta polutangencijalnim momentima
dodati oznaku ST, a kvazitangencijalnim momentima oznaku QT1 ili QT2, ovisno o tome da li su oni
prve ili druge vrste.

Pretpostavit ¢emo da su 'M,;, 'M,; i lMyi vanjski momenti, a vektori kojih u konfiguraciji C, leZe na
pravcu osi 'z, 'x i 'y, i-tog Gvora konstrukcije. Pri tome éemo kvazitangencijalni moment simbolicki
prikazivati prema sl. 3.17b ili 3.17c, tj. kao spreg sila jedinicnog kraka i intenziteta sila jednakog
momentu sprega, odnosno polutangencijalni moment prema sl. 3.18c, tj. kao dva sprega sila jedini¢nih
krakova i intenziteta sila jednakog polovini momenta sprega.

a) Moment le,-:

c) d)

SI. 3.19. Inkrementalne rotacije momenta 'M.; oko koordinatnih osi: a) rotacija momenta
'M,-QT1 oko osi 'y; b) rotacija momenta 'M.-QT2 oko osi 'x; c) rotacija
momenta 'M_-ST oko osi 'y; d) rotacija momenta 'M_-ST oko osi 'x
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Pri inkrementalnoj ¢e se rotaciji momenta 'M_-QT1 oko osi 'y za kut ®,, sl. 3.19a, inducirati sljede¢i
momenti:

AMxilezi @,. AM =0, (3.218)

Vi
dok ¢e se pri inkrementalnoj rotaciji momenta lMz,-QTZ oko osi 'x za kut @, sl. 3.19b, inducirati:
1
AM =0, AM ,=—M ; ¢,. (3.219)
Momenti inducirani inkrementalnom rotacijom momenta 'M.-ST oko osi 'y za kut ®,, sl. 3.19¢, iznose:
1
AMxi ZE Mzi ¢y’ AMyi = 0 ’ (3220)

odnosno inkrementalnom rotacijom momenta 'M.-ST oko osi 'x za kut ¢, sl. 3.19d:

1,
AM =0, AMy;==—M .. (3.221)

b) Moment 1M,Ci:

SL 3.20. Inkrementalne rotacije momenta 'M,; oko koordinatnih osi: a ) rotacija momenta
IMX,_QT] oko osi 'z b) rotacija momenta IMX,_QTZ oko osi ]y; c) rotacija
momenta ‘M ;-ST oko osi 'z; d ) rotacija momenta M .-ST oko osi 1y

Inkrementalnom se rotacijom momenta 1M,C,-QTI oko osi 'z za kut @, sl. 3.20a, inducira:
AM =0, AM ,='M ,; ¢_, (3.222)

odnosno inkrementalnom se rotacijom momenta 'M,-QT?2 oko osi 'y za kut ®,, sl. 3.20b, inducira:
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AM ,=—'M ; ¢,, AM ;=0. (3.223)
Rotacijom se, pak, momenta 'M ST oko osi 'z za kut @., sl. 3.20c, inducira:
AM =0, AM :%1Mxi ?., (3.224)

odnosno rotacijom oko osi 1y za kut @, sl. 3.20d:

AM ;= —%lMxi @,. AM ;=0 (3.225)

¢) Moment 1My,-:

2

c) d)

SL. 3.21. Inkrementalne rotacije momenta 'M,; oko koordinamih osi: a) rotacija momenta
IMy,-QT] oko osi 'z; b) rotacija momenta IMy,-QTZ oko osi 'x; ¢) rotacija
momenta 'M,;-ST oko osi 'z; d) rotacija momenta 'M,;-ST oko osi 'x

Zbog inkrementalne ¢e se rotacije momenta 1My,~—QT1 oko osi 'z za kut ¢, sl. 3.21a, inducirati
momenti:

AM =0, AM :_1Myi Q.. (3.226)

Isto tako, pri inkrementalnoj ¢e se rotaciji momenta 1My,-QTZ oko osi 'x za kut @, sl. 3.21b, inducirati
momenti:

AM =M ,; ¢,, AM . =0. (3.227)

Inkrementalnom se rotacijom momenta 1My,-ST oko osi 'z za kut @, sl. 3.21c, inducira:

1
AM =0, AM = _5 1Myi ., (3.228)
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a pri inkrementalnoj rotaciji oko osi 'x za kut ¢, sl. 3.21d:

1
AM =51Myi ¢, AM =0 (3.229)

X

Zbrojimo li, sada, sve momente inducirane pri inkrementalnim rotacijama kvazitangencijalnih
momenata prve vrste (QT1), izrazi: (3.218), (3.222) i (3.226), u matri¢cnom obliku imamo:

AM 0 0 O 0,

AMxi = _lMyi 0 lei ¢x = 1\’\/IQTI ¢ . (3230)
1

AM M, 0 0 |lo

Ako, isto tako, zbrojimo sve inducirane momente nastale inkrementalnim rotacijama kvazitangencijalnih
momenata druge vrste (QT2), izrazi: (3.219), (3.223) i (3.227), dobivamo:
AMzi 0 1M yi _1Mxi ¢Z

AM ;t=|0 0 0 ke, r=Myp¢. (3.231)

X

AM | |0 =M, 0 |lo,

yi zi

Zbrojimo li, pak, sve momente inducirane pri inkrementalnim rotacijama polutangencijalnih momenata
(ST), izrazi: (3.220), (3.221), (3.224), (3.225), (3.228) i (3.229), proizlazi:

AMzi 1 0 lMyi _lMxi ¢z
AM ;= D) _1M.vi 0 lei @ =M ¢. (3.232)
AM |, M, -M, 0 |eo

Da bismo ustvrdili kojeg su tipa unutarnji momenti u geometrijskoj matrici krutosti iz izraza (3.77),
izdvojit ¢emo iz izraza (3.67) sve &lanove vezane uz momente 'M., 'M, i lMy, a koji sadrZze samo
rotacijske stupnjeve slobode ili njihove derivacije. Na taj nain, uz substitucije iz izraza (3.111),
dobivamo:

1 2 2 2
Db | o Cucdve) s dudve iy o due _5(%%) .
25 dz= dz dz dz dz dz dz

i 0 ‘M _lMx ?, d(Dz/dz
=4 % -M, 0 'M_[e. Rde/[dzidz. (3.233)
0 ‘M M 0 |lo,|)|do,/dz

Usporedimo i, sada, izraze (3.232) i (3.233), vidimo da se unutarnji momenti pri prostornim
rotacijama ponaSaju kao polutangencijalni. To ima za posljedicu da ¢e ravnoteZa izmedu unutarnjih i
vanjskih momenata na kraju inkrementa (konfiguracija C,) biti zadovoljena samo onda, ako su i vanjski
momenti definirani kao polutangencijalni. Ukoliko se vanjski momenti ne ponasaju kao polutangencijalni,
tada ravnoteza na kraju inkrementa nece biti zadovoljena, pa je, u tom slucaju, potrebno izvrSiti korekciju
geometrijske matrice krutosti konstrukcije s pomocu korektivnih matrica k,, kao i kod off-axis
opterecenja.
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Tako se, za slucaj da je u i-tom ¢voru konstrukcija opterecena kvazitangencijalnim momentom prve
vrste (QT1), korektivna matrica krutosti dobiva na nac¢in da se od matrice MST iz izraza (3.237), odbije

matrica My, iz izraza (3.230), tj.

0 M. M

yi xi
'M 0o M| (3.234)
M, M, 0

yi zi
z

~ ~ 1
kgﬂ = MST _MQTI ZE

Ako je, pak, vanjski moment kvazitangencijalni druge vrste (QT2), korektivna se matrica krutosti dobiva
tako da se od matrice MST odbije matrica MQT2 iz izraza (3.231), odnosno:

xi

oo -M, 'M
kQTz—l\A/IST—l\A/IQm:E M, 0 'M_]|. (3.235)

m yi zi

‘M. ‘M. 0

X pes

U slucaju da je vanjski moment definiran kao aksijalni (Ax), tada se pri inkrementalnim prostornim
rotacijama ne induciraju momenati, sl. 3.16a, $to znaci da je korektivna matrica krutosti tada:

o M, -M,
K> =M =< -M, 0 'Mm, |, (3.236)

yi zi

"M, M, 0

el

odnosno ako je vanjski moment tangencijalnog tipa (Tan), sl. 3.16b, tada je korektivna matrica krutosti:

1 1
1 0 - Myi Mxi
Tan Y 1 1
K" =Mg=—{ M, 0 M. (3.237)
lMxi lei 0

Korektivne je matrice krutosti iz izraza (3.234) — (3.237), kao i onu iz izraza (3.204) za off-axis
opterecenje, potrebno pridodati geometrijskoj matrici krutosti konstrukcije uz one ¢lanove koji pripadaju
¢voru konstrukcije u kojem se doti¢ni momenti pojavljuju i koji se mnoze s rotacijskim pomacima toga
¢vora. Konacno, tangentna matrica krutosti konstrukcije iz izraza (3.136), ima sada sljede¢i oblik:

K, =K, +(K; +YK7 + Tk + YK + Tk + Tk, (3.237)

Prije uvodenja korektivnih matrica krutosti u izraz (3.237), potrebno ih je proSiriti na red matrica krutosti
konstrukcije. Ovdje je mogucée primijetiti da su korektivne matrice krutosti iz izraza (3.236) i (3.237)
nesimetri¢ne, pa se, stoga, u slucaju opterecenja konstrukcije aksijalnim i/ili tangencijalnim momentima,
naruSava simetri¢nost geometrijske matrice krutosti konstrukcije. Razlog je nesimetri¢nosti ovih dviju
korektivnih matrica krutosti nekonzervativna priroda aksijalnog i tangencijalnog momenta.

Takoder je potrebno naglasiti da su u izrazu (3.233) unutarnji momenti 'M., 'M, i 'M, dobiveni kao
polutangencijalni iz razloga Sto je geometrijska matrica krutosti kona¢nog elementa iz izraza (3.77),
dobivena na osnovi nelinearnog polja pomaka iz izraza (2.71), a koje uzima u obzir efekt velikih
prostornih rotacija. Zbog toga tangentnoj matrici krutosti konacnog elementa, izraz (3.81), nije potrebno

dodavati tzv. ¢vornu momentnu matricu (joint moment matrix) kj konacnog elementa [91].

Naime, ukoliko se pri izvodenju geometrijske matrice krutosti koristi linearno polje pomaka iz izraza
(2.23), tada se torzijski moment dobiva kao polutangencijalni, a momenti savijanja kao
kvazitangencijalni. Kako se, u slucaju da su u nekom ¢voru konstrukcije spojeni konac¢ni elemenati koji
ne leZe na istom pravcu, u vektoru unutarnih sila F konstrukcije, izraz (3.178), medusobno zbrajaju
komponente momenata koji se pri velikim prostornim rotacijama ne ponasaju jednako, tada se na kraju

inkrementa, a bez primjene matrice kY, javljaju neuravnoteZeni inducirani momenti. Ova je

neuravnoteZenost upravo posljedica nekompatibilnosti velikih rotacijskih pomaka i kvazitangencijalne
prirode unutarnjih momenata savijanja [57].
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3.12. Materijalna nelinearnost
U dosadasnjem je razmatranju bilo pretpostavljeno da su tijekom inkrementalnog opterecenja
diskretizirane konstrukcije, deformacije bile u potpunosti povratne te da je veza izmedu naprezanja i

deformacije bila linearna i neovisna o vremenu, sl. 3.22a. Za takav odziv konstrukcije na djelovanje
vanjskog opterecenja kaZzemo da je materijalno linearan [86].

Oy

Y 7/

a) b)

SI. 3.22. Krivulja o —¢€ za: a) linearno-elastican materijal; b) linearno-elastican
idealno-plastican materijal

Medutim, ukoliko veza izmedu naprezanja i deformacije nije linearna ili se mijenja u vremenu, te
ukoliko se tijekom procesa deformiranja konstrukcije pojavljuju trajne ili nepovratne deformacije, tada
govorimo o materijalno nelinearnom odgovoru konstrukcije [24, 25, 92].

U ovom je radu materijalna nelinearnost uvedena uz sljedece pretpostavke:

O materijal je linearno-elastiCan idealno-plasti¢an, tj. kada naprezanje ¢ u materijalu
dostigne vrijednost naprezanja na granici te¢enja o,, deformacije rastu bez povecanja
naprezanja, sl. 3.22b

O nema zaostalih ili rezidualni naprezanja

O svi su plasti¢ni efekti koncentrirani u tzv. plastiénim zglobovima (plastic hinges) nulte
duljine [60, 68, 93 — 96]

O plasti¢éni se zglobovi pojavljuju samo u ¢vorovima konacnog elementa, dok je u polju
konacnog elementa materijal linearno-elasti¢an

O geometrijska je nelinearnost ukljuc¢ena kroz velike translacijske i rotacijske pomake,
dok su Ciste deformacije male.

Za slucaj kada se plastifikacija poprecnog presjeka nosaca definira primjenom plasti¢nih zglobova
nulte duljine, materijalna se nelinearnost u jednadZbu kona¢nog elementa, izraz (3.80), uvodi kroz tzv.

plasti¢nu redukcijsku matricu k', konaCnog elementa [44, 94, 96]. Ova se matrica moZe dobiti uz

pretpostavku da postoji kontinuirana funkcija teCenja @, a koja je funkcija ¢vornih sila kona¢nog
elementa i koja zadovoljava uvjet:

»=d(f)=1, (3.239)

stim da za sluaj @ < 1 nema plasti¢nog zgloba, dok je slu¢aj & > 1 nedopusten. Ova funkcija tecenja
predstavlja analiticki oblik n-dimenzionalne plohe tecenja (vield surface), pri cemu za tankostijeni gredni
konacni element n moZe poprimati vrijednosti od 1 do 7, ovisno o tome za koje je komponente ¢vornih
sila pretpostavljeno da utjecu na plastifikaciju popre¢nog presjeka.

Kako je pretpostavka da su Ciste deformacije male, to se moZe primijeniti tzv. aditivna
dekompozicija [84], tj. infinitezimalna se promijena vektora inkrementalnih pomaka du‘ kona¢nog

elementa moze prikazati kao suma elasticnog i plasti¢nog dijela:

du® =dug +du’,, (3.240)
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pri ¢emu donji desni indeks el oznacava elasti¢ni, a indeks pl plasticni dio. U skladu s Prandtlovim
kriterijem teCenja (Prandtl’s flow rule, normality principle) [34, 92], plasti¢na deformacija, definirana

e

ovdje vektorom inkrementalnih ¢vornih pomaka du’,,

leZi na pravcu normale plohe tecenja i okomita je

na inkrement ¢vornih sila, odnosno:
(aue, ) ate =0 (3.241)
pl — Yo .
ili
du;, =Gdh, (3.242)

gdje je G gradijentna matrica plohe tecenja, dok je dA vektor proizvoljnih pozitivnih skalarnih funkcija

ili plasti¢énih multiplikatora. Ako se plasti¢ni zglob javlja samo u ¢voru A kona¢nog elementa, tada izraz
(3.242) moZemo napisati u sljede¢em obliku:

du,, =G, dA,, (3.243)

pri ¢emu je:

(3.244)

GT = 0P 0P 0P 0P 0P oP oP
" |oF, OF, OF, oM, oM, oM, oM, |

Ukoliko se, pak, plasti¢ni zglob pojavljuje i u ¢voru A i u ¢voru B konacnog elementa, izraz (3.242)

poprima oblik:
du’ G 0 ||dA
dut, =1l as (3.245)
dul,p 0 G,|l|d4

Za linearno-elastican idealno-plastiCan materijal inkrementalni se vektor ¢vornih sila konacnog
elementa sastoji samo od elasti¢nog dijela, tj.

at®=df;, dt, =0, (3.246)
Sto na osnovi izraza (3.139), daje:
df* = (k4 + kS — kS, )du, =K ., duf, | (3.247)
gdje je:
K o =k7 =K%, . (3.248)

Ovdje je potrebno naglasiti da je za dobivanje vektora df¢ iz izraza (3.247), rabljen izraz (3.139), a ne

izraz (3.80), iz razloga §to su generalizirane &vorne sile konaénog elementa definirane vektorom *f=3f*
[57, 60]. Vratimo li, sada, izraz (3.242) u izraz (3.241), dobivamo:

(Gdr)" dfe =dr"G"df* =0, (3.249)

odnosno, kako je d\ proizvoljan, imamo:
G'df°=0. (3.250)
Nadalje, kako na osnovi izraza (3.240), (3.242) i (3.247) slijedi:

dfe =k, (du® —du’, )=k . du® -k, G )., (3.251)
to unosSenjem izraza (3.251) u izraz (3.250), proizlazi:

dh.=(G" K5, G) GTKL ,, du®. (3.252)
Vratimo i, pak, izraz (3.252) u izraz (3.251), dobivamo:
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df = (k& ., — k5 )du® = (k5 — k5, Kk )due | (3.253)
pri cemu je:

K, =K; -, G (GTK; 1, G) ' GTKS (3.254)
U slucaju da plasti¢ni zglob nije formiran niti u jednom od ¢vorova kona¢nog elementa, tada je:

kS =0, (3.255)

Ukupna je matrica krutosti kona¢nog elementa u izrazu (3.80), sada:

k7 -k, =k +k; —k; (3.256)
za prediktor fazu, odnosno u izrazu (3.139):

K; o —kp =k +kg —kg, —Kj} (3.257)

za korektor fazu. Funkcija je plasti¢ne redukcijske matrice da inkrementalna promjena vektora ¢vornih
sila konacnog elementa, kod kojeg je plasti¢ni zglob formiran u jednom ili oba ¢vora, u narednom
inkrementu leZi u tangencijalnoj ravnini plohe tecenja. No, kako se ta inkrementalna promjena odvija u
tangencijalnoj ravnini, to znaci da na kraju inkrementa nece biti zadovoljen kriterij teCenja, tj. imat ¢emo:

d=0(f)>1. (3.258)

Stoga je na kraju inkrementa potrebno izvrSiti korekciju vrijednosti komponenata vektora ¢vornih sila
koje ulaze u funkciju tecenja, tako da bude zadovoljen uvjet iz izraza (3.239).

D>1
D<1

my

SL. 3.23. Korekcija vrijednosti ¢vornih sila

Na sl. 3.23 prikazan je primjer kada izraz (3.239) predstavlja krivulju tecenja, odnosno kada je @
funkcija samo dviju komponenti i to: m, = M,/ M,,. i my =M,/ M, pri cemu su M., i M,,, grani¢ne
vrijednosti momenata savijanja M, i M,, kod kojih je u svim toc¢kama popre¢nog presjeka normalno
naprezanje pri savijanju oko osi x, odnosno osi y, jednako naprezanju na granici te¢enja, tj. o, =0,. Uz
pretpostavku da je u prethodnom inkrementu plasti¢ni zglob ve¢ formiran (tocka 1), tada se promjena
vrijednosti M, i M, moZe odvijati samo po pravcu 1 — 2, a koji predstavlja tangentu krivulje teCenja u
tocki 1, tj. u to€ki na pocetku inkrementa. PoSto se na kraju inkrementa toc¢ka 2 nalazi u podrucju za koji
je @> 1, to ju je potrebno vratiti na krivulju te¢enja, a $to je moguce uciniti na nekoliko nacina. Prvi je
nacin da toc¢ku 2 vratimo po pravcu okomitom ili na os m, ili na os m,, §to znaci da se kraj inkrementa
nalazi ili u toc¢ki 3 ili u tocki 6. U ovom se slucaju korekcija obavlja uz konstantan M, ili M,. Sljedeca je
mogucénost da toc¢ku 2 vratimo na krivulju tecenja po pravcu 0 — 2, $to daje tocku 4 ili da korekciju vr§imo
po pravcu 2 — 5, koji predstavlja normalu krivulje tecenja u tocki 5. U prakti¢nim se primjerima, a zbog
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svoje jednostavnosti, najviSe koristi korekcija 2 — 4, pogotovo kada je @ funkcija od 3 ili vise
komponenata ¢vornih sila [60, 92]. Ovaj je oblik korigiranja vrijednosti ¢vornih sila u plasti¢nim
zglobovima, po svom nacinu analogan tzv. radial return metodi [84].

Transformacija se plasticne redukcijske matrice kona¢nog elementa iz lokalnog u globalni
koordinatni sustav izvodi na isti na¢in kao kod elasti¢ne i geometrijske matrice, izrazi (3.133) i (3.134), ;.

K= (e ) ke e (3.259)
Tangentna matrica krutosti konstrukcije iz izraza (3.135), sada ima sljedeci oblik:

K, =K, +K_ -K,, (3.260)

pri ¢emu je K, plasti¢na redukcijska matrica konstrukcije, dobivena asembliranjem matrica k¢ svih

kona¢nih elemenata.
Takoder, budu¢i da vektor dA sadrzi pozitivne skalarne funkcije, dobivanje negativnog ¢lana toga

vektora u izrazu (3.252), upuéuje na pojavu tzv. elasticnog rastereéenja plasticnog zgloba tijekom
inkrementalnog opterecenja [68]. U tom je slucaju doti¢ni inkrement kod Ciste inkrementalne procedure,
odnosno doti¢nu iteraciju kod inkrementalno-iterativne procedure, potrebno nulirati, tj. plasti¢ni zglob
kod kojeg se elasti¢no rasterecenje pojavilo, mora biti odstranjen modifikacijom plasticne redukcijske
matrice iz izraza (3.254) te se taj inkrement ili iteracija moraju ponoviti s tako modificiranom plasticnom
redukcijskom matricom konacnog elementa [94].
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4. PROGRAM THINWALL

Na osnovi numeri¢kog algoritma prikazanog u prethodnom poglavlju, a temeljenog na metodi
konac¢nih elemenata, izraden je kompjutorski program THINWALL, ¢iji je programski kod napisan u
programskom jeziku Fortran 77/90. Program se sastoji od glavnog programa i 34 potprograma, a radi u
rezimu dvostruke preciznosti (double precision).

U ovom ¢e dijelu biti dan kratki opis programa, kao i test primjeri s pomocu kojih je verificirana
njegova to¢nost i pouzdanost.

4.1. Kratki opis programa

Program je namijenjen linearnoj i nelinearnoj analizi stabilnosti tankostijenih struktura, a
diskretizaciju kojih je moguce izvoditi s pomocu tankostijenog grednog konacnog elementa prikazanog
nasl. 3.1.

Linearna se analiza stabilnosti (bifurkacijska stabilnost) temelji na pretpostavci da je za svaki nivo
vanjskog opterecenja konstrukcije odnos unutarnjih sila kvalitativno uvijek isti. Stoga, pri formiranju
geometrijske matrice krutosti konstrukcije Kg, moZemo izluditi faktor proporcionalnosti A, nakon Cega je
ostali dio geometrijske matrice krutosti linearan [17, 34]. Tako, uz uvjet da se u trenutku gubitka
stabilnosti vrijednost vanjskog optereé¢enja konstrukcije ne mijenja, tj. P = *P — 'P = 0, iz izraza (3.135)
proizlazi:

(K, +K,)U=P=0,
.
(K, +2K,Ju=0. 4.1)

¢ime je dobiven standardni matri¢ni problem vlastitih vrijednosti, u kojem A predstavlja vlastitu
vrijednost ili faktor kriticnog opterecenja kod kojeg konstrukcija gubi stabilnost, dok je U pripadni vlastiti
vektor 1 ima, sada, znac¢enje deformacijske forme pri kojoj konstrukcija gubi stabilnost. Od prakti¢nog su
znacenja samo najniZe vlastite vrijednosti, odnosno vlastiti vektori. Za rjeSavanje se problema danog
izrazom (4.1), koristi potprogram DGVCRG iz IMSL biblioteke programskog paketa Fortran
PowerStation V.4, temeljen na tzv. QZ algoritmu, stim da je potrebno, prije rjeSavanja samog problema,
elasti¢nu i geometrijsku matricu krutosti konstrukcije kondenzirati izbacivanjem redaka i stupaca matrica,
koji pripadaju sprije¢enim pomacima.

Takoder, da bi se sacuvala simetricnost geometrijske matrice krutosti konstrukcije, vanjsko
opterecenje mora biti konzervativnog tipa, dok je u slucaju opterecenja konstrukcije off-axis optere¢enjem
i kvazitangencijalnim momentima, geometrijskoj matrici krutosti konstrukcije potrebno pridodati
korektivne matrice krutosti iz izraza (3.204), (3.234) i (3.235).

Kako se cijela linearna analiza stabilnosti provodi na nedeformiranoj konstrukciji, tj. na konstrukciji
u konfiguraciji Cy, to se za svaki kona¢ni element pri transformaciji iz lokalnog u globalni koordinatni
sustav, koristi samo transformacijska matrica °t’, izraz (3.129). Da bi tu transformacijsku matricu bilo
moguce formirati, za svaki je konacni element, uz dva krajnja ¢vora A i B, potrebno definirati i dodatni
&vor C, a s kojim se odreduje poloZaj glavne centralne ravnine inercije (%z, “y) kona¢nog elementa. Kao
dodatni se ¢vor mozZe koristiti ili ve¢ postojec¢i ¢vor diskretizirane konstrukcije ili se za doti¢ni konacni
element uvodi tzv. imaginarni ¢vor [31], sl. 4.1.
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(Z, X, Y)— globalni koord.
sustav

(°z %, %) — lokalni koord.
sust. kon. elem.
u konfig. Cy

A, B — krajnji ¢vorovi
kon. elem.

C - imaginarni ¢vor kon.
elem.

Sl 4.1. PoloZaj imaginarnog ¢vora C prostornog grednog konacnog elementa

Nelinearna se analiza stabilnosti temelji na rjeSavanju problema danog izrazom (3.135), primjenom
inkrementalno-iterativne procedure s automatskim pode$avanjem inkrementa optere¢enja, a opis koje je
dan u pogl. 3.9.2. Da bi se ova analiza mogla izvoditi, potrebno je savrsene sustave (konstrukcije), a koji
se razmatraju kod bifurkacijske stabilnosti, pretvoriti u nesavrsene sustave uvodenjem poremecaja, da bi
se inicirao nastanak odgovarajuc¢e deformacijske forme te omoguéilo njeno pracenje tijekom cijelog
procesa opterecenja konstrukcije. Na kraju se svake iteracije izvodi korekcija geometrije diskretizirane
konstrukcije postupkom opisanim u pogl. 3.8. Pri tome se kod korekcije referentnih osi ¢vorova, a zbog
ukljucenog efekta velikih rotacijskih pomaka, rabi matrica dana izrazom (3.149). Unutar svakog
inkrementa, iteracije se ponavljaju sve dok nije zadovoljen uvjet konvergencije ¢, dan izrazom (3.196),

ili dok broj obavljenih iteracija unutar jednog inkrementa ne dostigne maksimalni dopusteni broj iteracija,
¢ime je sprijeena mogucnost beskonacnog iteriranja. Proces deformiranja konstrukcije traje sve dok je
nivo vanjskog opterecenja konstrukcije ispod maksimalne dopustene vrijednosti ili dok se broj obavljenih
inkremenata ne izjednaCi s maksimalnim dopuStenim brojem inkremenata. Kako primijenjena
inkrementalno-iterativna procedura zahtijeva da se vrijednosti ¢lanova vektora referentnog opterecenja u
izrazu (3.182) ne mijenjaju tijekom procesa deformiranja konstrukcije, to kod nelinearne analize
konstrukciju nije moguce opteretiti off-axis opterecenjem na nacin opisan u pogl. 3.10, dok vanjski
momenti mogu biti samo aksijalnog tipa. U tom je slucaju tangentnoj matrici krutosti konstrukcije iz
izraza (3.182) 1 (3.183), potrebno pridodati korektivnu matricu krutosti danu izrazom (3.236).

Materijalna je nelinearnost u nelinearnu analizu stabilnosti kod programa THINWALL ukljucena za
slucaj linearno-elasticnog idealno-plasticnog materijala i temelji se na metodi plasticnih zglobova,
opisanoj u pogl. 3.12. Pritom je za doti¢ni popre¢ni presjek i dani materijal, potrebno poznavati krivulju
teenja iz izraza (3.239) te, na osnovi nje, ¢lanove gradijentne matrice iz izraza (3.244). Korekcija se
vrijednosti komponenata vektora ¢vornih sila konacnog elementa, kod kojeg je plasti¢ni zglob formiran u
jednom ili oba ¢vora, izvodi po pravcu 2 — 4 — 0, sl. 3.24. Proracun traje sve dok tangentna matrica
krutosti konstrukcije, izraz (3.260), ne postane singularna.

Kao ogledni je primjer u ovoj disertaciji usvojena funkcija tecenja:

2 2 2 M 4 2 2
D =115 cEIN O FE [ (. P ) (R 3,67 o M s
FZ,gV Mz,gr Mx,gr My,gl“ Fz,gr Mx,gr
6 M 2 4 M 2 2
Fz,gr My,gr Mx,gr My,gr Ma),gr

koju su u analitickom obliku, a na osnovi tabli¢nih podataka za plohu teCenja (F, — M, — M,) lakog I-
profila W12x31 (AISC standard), prvi dobili Orbison et al. [94] i koja je pokazala vrlo dobro poklapanje
s plohama tecenja ostalih lakih i srednje teskih I-profila prema AISC normativima (American Institut of
Steel Structures), a potom je Conci i Gattass [60] proSirili za slu¢aj plohe teCenja (F, — M, — M, — M, —
M,). U izrazu (4.2) vrijednosti u brojnicima prestavljaju komponente vektora ¢vornih sila kona¢nog
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elementa, dok su s indeksom gr oznacene njihove grani¢ne vrijednosti. Pri tome su, kao grani¢ne
vrijednosti aksijalne sile i momenata savijanja, usvojene one vrijednosti kod kojih je u svakoj tocki
poprecnog presjeka normalno naprezanje o; jednako onom na granici tecenja o,, a u sluc¢aju kada je nosac
izloZzen samo aksijalnom optereéenju, odnosno samo savijanju u jednoj ili drugoj glavnoj centralnoj
ravnini inercije [17, 24, 74]. Za I-profil sa sl. 4.2, one iznose [76]:

b
[ 1,
7
s....struk
h N7 ts p....pojas
C 7 IR
SL. 4.2. T-profil
F,, =026t +1(h-21)) (4.3)
_ , ,
M,,=0, btp(h—tp)+tx(5—tpj ] 4.4
bt 2
M,, =0, 2P+j(h—2tp)}, 4.5)

dok je kao grani¢na vrijednost za bimoment usvojena ona vrijednost kod koje imamo potpunu
plastifikaciju pojaseva profila [60], j.

h—t

M,,=0,bt, P (4.6)

.

Problem je odredivanja grani¢ne vrijednosti torzijskog momenta M., mnogo sloZeniji, jer se kod
nejednolike torzije on sastoji od granine vrijednosti St. Venatova torzijskog momenta T, .. 1 grani¢ne
vrijednosti torzijskog momenta vitoperenja 7,,,, stim da je udio svakog unaprijed nepoznat. Takoder, za
razliku od grani¢ne vrijednosti St. Venatova torzijskog momenta, koja za dani materijal ovisi samo o
obliku poprec¢noga presjeka, granicna vrijednost torzijskog momenta vitoperenja ovisi, jos, i o rubnim
uvjetima, vrsti opterecenja, duljini nosaca itd.

U ovom je radu usvojeno:

M, _, =T 4.7)

z,8r ~ Tsv,gr?

pri ¢emu je za I-profil sa sl. 4.1 [60]:
2 1 2
Mz,grzrv{btp+5(h—tp)ts}, (4.8)

stim da je uz uvjet da vrijedi von Misesov kriterij teCenja [28, 92]:
O,

T, =—F

VA

Na osnovi funkcije teCenja dane izrazom (4.2), slijedi da gradijentna matrica iz izraza (3.245) ima
sljedec¢i oblik:

=05770,. (4.9)
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0D, 0P, 09, 0D 09D,
G ={—L0 0 ’ ’ ’ Lt i=AB, (4.10)
oF, M, oM, oM, oM,
gdje je:
0P 1 F Fo(m, Y PV M, Y
. 23— +734— (—’"’ j +18[—Z" J[ “ J , (4.11a)
ani Fz,gr Fz,gr Fz,gr Mx,gr Fz.gr My.gr
oF _2M, (4.11b)
aMzi Mz,gr
0P 1 I M F.Y M m. (M, Y
(- 2 +7,34[ J i +18,6( 2 J [—>J , (4.11c)
aMxl Mx,gr Mx,gr Fz,gr Mx,gr Mx,gr My,gr
P (MY * M Y m
¢ -1 4[ i } +6[ Fy } Y +9,3[ M., J L (4.11d)
aMxi My,gr_ My,gr Fz,gr My,gr Mx,gr My,gr
0D _ 2]‘;1«1 ‘ (4.11e)
aM(a Ma),gr

Kako se korekcija vrijednosti ¢vornih sila u plastiénom zglobu izvodi povratom iz tocke 2 u tocku
4, sl. 3.24, vrijedi da je:

F., M,, M,, M,, M,
zi,4 — zi,4 — xi,4 — yi,4 — wi 4 =p;, i=A,B ) (412)
in,2 Mzi,2 Mxi,2 M M

yi,2 wi,2

Posto su vrijednosti s indeksom 2 poznate na kraju iteracije, a za koje je @, >1, i = A, B; to se unoSenjem

izraza (4.12) u izraz (4.2), dobiva polinom osmoga stupnja koji, zbog konveksnosti plohe tecenja, daje
dva realna i Sest kompleksnih rjeSenja za p;, pri ¢emu su realna rjeSenja jednaka po apsolutnom iznosu, ali
suprotnoga predznaka. Za rjeSavanje je ovog problema u programu THINWALL primijenjen potprogram
BISECT iz ref. [97], koji za odredivanje korjena polinoma rabi metodu bisekcije. Konacno, povratom se
pozitivnog realnog rjeSenja u izraz (4.2), dobivaju korigirane vrijednosti ¢vornih sila, oznacene u izrazu
(4.12) s indeksom 4.

Pojednostavljeni je dijagram tijeka programa THINWALL prikazan na sl. 4.3.
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I

A(i)

(- 1zrazi (3.186) — (3.191)

R{) =0, AU =0

KORMAT

EIVALUE

BIFURKACIJSKA
STABILNOST

NE

v

EXTMAT

KONTA

POMACI

KONTB

‘4

KONTAB

ELASTICNO
RASTERECENIJE

U(i)

> izraz (3.177)

I

FKELEM

P(i-)

> izraz (3.174)

I

KOREKCIJA1

KOREKCIJA2

I

FITEC

FKONST

I

KONTROLA

DA

NOVA

ITERACIJA

iNE

NOVI DA

INKREMENT,

NE

STOP

SL. 4.3. Dijagram tijeka programa THINWALL

89



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

4.2. Opis potprograma

Potprogram INPUT ucitava ulaznu datoteku, a s kojom se definira: geometrija konstrukcije, vrsta
analize, geometrija i elasto-plastomehanicke karakteristike konacnih elemenata, rubni uvjeti i vanjsko
opterecenje. Lista je ulaznih parametara:

NN -
NI -
NK -
NO -
NF -
NOOF -
IOPT -

PLAMBDA -

PMAXLAM -
EPS -

ZI(1), XI(T), YL(I)

broj stvarnih ¢vorova
broj imaginarnih ¢vorova
broj kona¢nih elemenata
broj ¢vorova s ograni¢enim pomacima
broj ¢vorova s vanjskim opterecenjem
broj ¢vorova s off-axis opterecenjem
vrsta analize:
IOPT =1 - bifurkacijska stabilnost
IOPT =2 - inkrementalna elasti¢na stabilnost
IOPT =3 - inkrementalna elasto-plasti¢na stabilnost

faktor pocCetnog opterecenja AE};
dopusteno opterecenje konstrukcije
dopusteno odstupanje ¢,

koordinate ¢vorova konstrukcije u globalnom koordinatnom sustavu
Z,X,Y), pricemujel=1, ..., (NN + NI).

Kod bifurkacijske stabilnosti PLAMBDA, PMAXLAM i EPS jednaki su 0.
Za svaki je konacni elementi (I = 1, ..., NK) potrebno definirati:

AC(D), BC(I) _
CC() -
A(D _
Ix(D), Ty(D -
(D) -
Tw(I) _

pocetni i krajnji ¢vor kona¢nog

dodatni &vor za odredivanje glavne centralne ravnine inercije (“z, ’y)
povrsina poprecnog presjeka A

glavni centralni momenti inercije I, i I, popre¢noga presjeka
torzijski moment inercije J popre¢noga presjeka

glavni sektorski moment inercije 1,

ALFAZ(I), ALFAX(), ALFAY(),

ALFAW() -
E(D) -
G -
Fzni(I)
Mzni(I) -
Mxni(I), Myni(I)
Mwni(I) -

vrijednosti faktora: &, &, &, 1 &, iz izraza (2.47)
Youngov modul

modul smicanja

granic¢na vrijednost aksijalne sile F ,

grani¢na vrijednost torzijskog momenta M, .,
grani¢ne vrijednosti momenata savijanja M, . 1 M, .,
grani¢na vrijednost bimomenta M ;.

Za definiciju je ¢vorova sa sprijeCenim pomacima potrebno definirati:

INN() -
WO, U0, VI -
Fiz(I), FIx(I), Fly(I) -
THETA(I) _

broj ¢vora s ograni¢enim pomacima

translacijski pomaci na pravcu globalnih osi Z, X i Y
rotacijski pomaci oko globalnih osi Z, X1 Y
vitoperenje,

pri ¢emu se s O definira sprijeceni pomak, dok 1 oznacava da je pomak slobodan.
Vanjsko je optere¢enje (I = 1, ..., NF) definirano sljede¢im podatcima:

INF(I) -
Fz(D), Fx(I), Fy(I) -
Mz, Mx(), My(I) -
MTyp(I) -

Mw(I) -

broj ¢vora s vanjskim opterecenjem
vrijednosti sila na pravcima globalnih osi Z, Xi Y
vrijednost momenata za globalne osi Z, X i Y
vrsta momenta:
MTyp(I) =0 - polutangencijalni moment (ST)
MTyp(I) =1 - kvazitangencijalni moment (QT1)
MTyp(I) =2 - kvazitangencijalni moment (QT2)
MTyp(I) =3 - aksijalni moment (Ax)
MTyp(I) =4 - aksijalni moment (Tan)
bimoment.

U slucaju off-axis opterecenja potrebno je definirati:

INOOF(I) -
Fzoof(I), Fxoof(I),

broj ¢vora s off-axis optere¢enjem
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Fyoof(I) - komponente off-axis sile u lokalnom koordinatnom sustavu ‘z, Oy, %)
Xoof(I), Yoof(I) - koordinate hvati$ta off-axis sile u lokalnom koordinatnom sustavu (’z, °y, “x)
XSoof(I), YSoof(I) - koordinate centra smicanja u lokalnom koordinatnom sustavu ‘z, 0y, %)

pri cemu je I =1, ..., NOOF.
Za inkrementalnu je analizu, takoder, potrebno definirati:
NINK - maksimalni broj inkremenata A,

NITER - maksimalni broj iteracija po inkrementu.
Za slucaj NITER = 1 nelinearna se analiza stabilnosti odvija prema cistoj inkrementalnoj proceduri.
Takoder, za slu¢aj NINK = 1 i NITER = 1 imamo linearnu staticku analizu, tj. dobivamo odziv
konstrukcije prema tzv. teoriji prvoga reda.

Potprogram TRANMATO formira transformacijske matrice kona¢nih elementa za konfiguraciju C,
izraz (3.129), odnosno ¢lanove vektora ., %%, i ny iz izraza (3.157).

Potprogram PREF, na osnovi pocetnih vrijednosti vanjskog opterecenja iz ulazne datoteke, formira

vektor referentnog opterecenja iz P iz izraza (3.175).
Potprogram INITIAL, za prvu iteraciju prvog inkrementa, formira pocetne vrijednosti sljedecih
parametara:
- za konstrukciju:

@ _ 1) _ a _ 1 — @ _
A =0, P =0, R} =0, AU =0, U} =0, (4.13)

- za svaki ¢vor konstrukcije:

ZO =710, X{=XID, ¥ =YI

—_—
=)
S

, (4.14)

- za svaki kona¢ni element:

D
(k) =0, (2,)0="2,, (x,)0="x,, (v.)0="y,. (4.15)

Potprogram ELMAT formira elasticne matrice krutosti svih konacnih elemenata, izraz (3.65),
transformira ih u globalni koordinatni sustav prema izrazu (3.133) te ih, potom, potprogram EMATKON
slaZe u elasti¢nu matricu krutosti konstrukcije.

Isto tako, potprogram GMAT formira geometrijske matrice krutosti konacnih elemenata, izraz
(3.77), te ih transformira u globalni koordinatni sustav, izraz (3.134). Nakon toga ih potprogram
GMATKON slaze u geometrijsku matricu krutosti konstrukcije, kojoj se, po potrebi, pozivanjem
potprograma KORMAT dodaju korektivne matrice krutosti iz izraza (3.204), (3.234) — (3.236).

U slucaju bifurkacijske stabilnosti potprogram EIVALUE kondenzira elasticnu i geometrijsku
matricu krutosti konstrukcije, formira problem vlastitih vrijednosti iz izraza (4.1), racuna i ispisuje
vlastite vrijednosti i vlastite vektore, stim da se prethodno dobiveni vlastiti vektor proSiruje dodavanjem
nultih pomaka.

Potprogram EXTMAT formira eksterne matrice krutosti kona¢nih elemenata prema izrazu (3.117),
za force recovery fazu.

Prema izrazu (3.254), potprogram PMAT formira plasti¢ne redukcijske matrice konac¢nih elementa,
transformira ih u globalni koordinatni sustav prema izrazu (3.259), a zatim ih potprogram PMATKON
slaZe u plasti¢nu redukcijsku matricu konstrukcije.

Potprogram POMACII1 kondenzira tangentnu matricu krutosti konstrukcije iz izraza (3.260) i
odreduje vektor inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije iz izraza (3.182), dok potprogram
POMACI2 kondenzira vektor neuravnoteZenog opterecenja iz izraza (3.178) te odreduje vektor
inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije iz izraza (3.183). Za rjeSavanje se sustava algebarskih
jednadZbi kod oba potprograma rabi Gassova metoda eliminacije [97].

Na osnovi izraza (3.181) potprogram POMACI odreduje ukupni vektor inkrementalnih ¢vornih
pomaka konstrukcije, a u skladu s izrazom (3.126) i vektore inkrementalnih ¢vornih pomaka kona¢nih
elemenata u lokalnom koordinatnom sustavu. Takoder, za slucaj da je u prethodnoj iteraciji kod nekog
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kona¢nog elementa bio formiran plasti¢ni zglob, primjenom izraza (3.252) provjerava da li je u tekucoj
iteraciji doslo do elasti¢nog rasterecenja plasti¢nog zgloba. U tu se svrhu pozivaju potprogrami:

KONTA - za slucaj plasticnog zgloba u ¢voru A,

KONTB - za slucaj plasticnog zgloba u ¢voru B,

KONTAB - za slucaj plasti¢nog zgloba u oba ¢vora.

Potprogram FKELEM za svaki kona¢ni element, a na osnovi njegova vektora inkrementalnih
¢vornih pomaka, odreduje vektor ¢vornih sila prema izrazu (3.139).

Potprogram KOREKCIJA1 korigira koordinate ¢vorova konstrukcije prema izrazu (3.151) i1 poloZaj
referentnih osi ¢vorova prema izrazu (3.145), dok potrogram KOREKCIJA2 korigira geometriju konacnih
elemenata i formira transformacijske matrice konac¢nih elemenata za narednu iteraciju, prema postupku
opisanom u pogl. 3.8.2.

Za svaki konac¢ni element potprogram FITEC provjerava da li su se pojavili plasti¢ni zglobovi te u
skladu s izrazom (4.12) korigira vrijednosti komponenata vektora ¢vornih sila iz izraza, a koje ulaze u
funkciju tecenja i za koje je @> 1.

Potprogram FKONST transformira vektore ¢vornih sila konacnih elementa prema izrazu (3.127) te
formira vektor unutarnjih sila konstrukcije iz izraza (3.172).

Potom, potprogram KONTROLA racuna vektor neuravnoteZzenog opterecenja prema izrazu (3.178)
te specificni rad neuravnoteZenog opterecenja prema izrazu (3.196). Ako je specificni rad ve¢i od
dopustenog specificnog rada, definiranog ulaznim parametrom EPS, program prelazi u novu iteraciju, a
ako je specifi¢ni rad manji od dopustenog, program prelazi u novi inkrement.

4.3. Primjeri

U cilju testiranja kvalitete numerickog algoritma prikazanog u pogl. 3 i implementiranog u program
THINWALL, u ovome je dijelu rada prikazano 12 primjera. Od toga je kod prvih 7 primjera u analizu
stabilnosti uklju¢ena samo geometrijska nelinearnost, dok je u preostalih 5 primjera analiziran
geometrijski i materijalno nelinearan odziv doti¢ne konstrukcije. Takoder, uz ve¢inu su primjera dane i
vrijednosti bifurkacijskog opterecenja, tj. vrijednosti kriticnog opterecenja dobivene linearnom analizom
stabilnosti.

Primjer 4.3.1. Cisto torzijsko i Cisto fleksijsko izvijanje

Na sl. 4.4 prikazana je konzola dvoosno simetricnog kriZznog poprecnog presjeka, optereena u

presjeku B centricnom tla¢nom silom intenziteta F. Vitoperenje je, osim u presjeku A, sprije¢eno i u

presjeku B. Materijal konzole je &elik s modulom elasti¢nosti E =210-10° Ncm ™

G =80,77-10° Ncm 2.

i modulom smicanja

YT/ o F V/iﬂ 7 30
4 % A B %b O,ST
|

[ =200 cm ‘

7 v

| 20 cm |
<>

Sl. 4.4. Tlacno opterecena konzola dvoosno simetricnog kriznog poprecnog presjeka iz primjera 4.3.1

Kako je poprecni presjek dvoosno simetrican, to se njegovo teziste i centar smicanja poklapaju te su,
stoga, mogucéa dva oblika izvijanja: Cisti torzijski i Cisti fleksijski oblik. Takoder, posto se kod kriznog
poprecnog presjeka srednje linije profila sijeku u istoj tocki, tada je prema izrazu (2.27e) glavni sektorski
moment inercije jednak nuli za slu€aj da je glavna sektorska koordinata @ definirana prema izrazu (2.18),
odnosno razli¢it je od nule kada je @definiran prema izrazu (2.16).
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U tabl. 4.1 1 4.2 dane su vrijednosti kritine sile za oba oblika izvijanja dobivene linearnom analizom
stabilnosti, a za razliCite stupnjeve diskretizacije konzole. Uz vrijednosti su dobivene programom
THINWALL, dane i teorijske vrijednosti kriticnih sila, kao i vrijednosti dobivene programom
MSC/NASTRAN primjenom shell modela [98].

Tab. 4.1. Vrijednosti kriticne sile F = F,, = F, (kN) kod cistog torzijskog izvijanja
konzole iz primjera 4.3.1

THINWALL Teorijska vrijednost MSC/NASTRAN [98]
Br. elem. 1,=0 I1,#0 ) ! (shell model)
1 285,491 288,197 - izraz (2.140):
2 285,491 288,182 285,484
288,880
4 285,491 288,163 - izraz (2.139):
8 285,491 288,162 286,155

Tab. 4.2. Vrijednosti kriticne sile F = Fy, = F, (kN) kod cistog fleksijskog izvijanja
konzole iz primjera 4.3.1

THINWALL Teorijska vrijednost MSC/NASTRAN [98]
Br. elem. 1,=0 1,#0 izraz (2.122) (shell model)
1 435,391 435,391
2 432,362 432,362
432,141 428,280
4 432,155 432,155
8 432,142 432,142

Na osnovi vrijednosti iz tabl. 4.1 i tabl. 4.2 vidimo da je kriti¢na sila pri ¢istom torzijskom izvijanju
(Fu = Fp) manja od kriti¢ne sile za Cisto fleksijsko izvijanje (F,, = F)), te da je u oba slucaja postignuta
vrlo visoka tocnost i pri diskretizaciji konzole samo s jednim kona¢nim elementom. Takoder, kod ¢istog
se torzijskog izvijanja rjeSenja dobivena za slucajeve I, =0 1 I, #0 razlikuju priblizno 1 %, stim da su
u prvom slucaju dobivena rjeSenja vrlo bliska teorijskoj vrijednosti, dok se u potonjem rjeSenja odli¢no
poklapaju s vrijedno$¢u dobivenom primjenom shell modela. Kao §to je bilo i za ocekivati, kod ¢istog
fleksijskog izvijanja vrijednost sektorskog momenta inercije nije imala utjecaja na rezultat.

Kod nelinearne je analize stabilnosti konzola diskretizirana s Cetiri tankostijena gredna konacna
elementa, stim da je za iniciranje Cistog torzijskog izvijanja konzola u presjeku B dodatno opterecena
torzijskim spregom momenta M, = 0,001F, sl. 4.5a, dok je za iniciranje Cistog fleksijskog izvijanja
konzola u presjeku B, a na pravcu osi X, dodatno opterecena silom Fy = 0,001F, sl. 4.5b. Dobivena su
rjeSenja prikazana u obliku dijagrama sila — pomak, sl. 4.6 1 sl. 4.7. Takoder, kod cistog je fleksijskog
izvijanja analiziran i utjecaj eksterne matrice krutosti konacnog elementa iz izraza (3.117) i to tako da su
formirana dva modela: model ‘A’, koji u korektor fazi rabi eksternu matricu krutosti, izraz (3.139), i
model ‘B’, koji u korektor fazi ne rabi eksternu matricu krutosti, tj. vektor se ¢vornih sila kona¢nog
elementa za novu konfiguraciju odredivao prema izrazu (3.83). Dobivena su rjeSenja usporedena s
poznatim rjeSenjem kojeg su dobili Chin et al. [87] primjenom specijalnih plate elemenata, UL
formulacije i NDA pristupa.

YT/ . YT
7 “Z
% A B F - / _ A B F
7z My, =0,001F 7 /
Fy=0,001F
a) b)

SL. 4.5. Opterecenje konzole iz primjera 4.3.1. za nelinearnu analizu: a) cistog
torzijskog izvijanja; b) cistog fleksijskog izvijanja
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F/F,

0,4

0,2
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0 20 40 60 80 100 120

Pomak ¢.5 (10 rad)

SL. 4.6. Dijagram [(F / F ;) — ¢.5] konzole iz primjera 4.3.1 za Cisto torzijsko izvijanje (F, = 288,88 kN)

3,5

—— Model 'A’
—— Model 'B'
O  Chinet al.

0 T T T T
0 0,2 04 0,6 0,8 1

Us/l

Sl. 4.7. Dijagram [(F / F\) — (Ug / 1)] konzole iz primjera 4.3.1. za Cisto fleksijsko izvijanje
(Fy=437,141 kN)

Sa sl. 4.6 vidimo da se Cisto torzijsko izvijanje konzole manifestira u obliku naglog povecanja
vrijednost rotacijskog pomaka @5 s priblizavanjem vrijednosti sile F kriti¢noj vrijednosti Fy, = F, §to
zajedno s vrijednostima iz tabl. 4.1, dokazuje da program THINWALL prepoznaje torzijski oblik gubitka
stabilne ravnotezne forme nosaca. Ova je moguénost u programu ostvarena iz razloga Sto je rotacijski
pomak ¢. u polju konacnog elementa aproksimiran polinomom treéeg stupnja, izraz (3.56). Naime,
ukoliko se za pomak ¢, uporabi standardna linearna aprokimacija, tada torzijski oblik izvijanja nije
mogucée modelirati [49].
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U slucaju cistog fleksijskog izvijanja, sl. 4.7, vidimo da se vrijednost translacijskog pomaka Ug
naglo povecava s priblizavanjem vrijednosti sile F kriti¢noj vrijednosti Fy, = F) te da se rjeSenje dobiveno
modelom ‘A’ odli¢no poklapa s onim dobivenim primjenom plate modela, dok je kod modela ‘B’
dobivena priblizno 50 % manja vrijednost kriticne sile.

Takoder je potrebno primijetiti da kod nelinearne analize Cistog fleksijskog izvijanja, kriti¢na sila F,
nije imala nikakva utjecaja na odziv konstrukcije iako je F,< F,. Razlog je tome taj Sto kod nelinearne
analize odziv konstrukcije ovisi o obliku narinuta poremecaja pa, tako, eventualni niZi oblici gubitka
stabilnosti mogu ostati neotkriveni. Stoga je kod analize stabilnosti nuZno poznavati rjeSenja dobivena i
linearnom i nelinearnom analizom.

Primjer 4.3.2. Torzijsko-fleksijsko izvijanje

Konzola nesimetri¢nog popre¢nog presjeka opterec¢ena je na slobodnome kraju centricnom tlacnom
silom intenziteta F, sl. 4.8. Koordinate su centra smicanja: x; = 1,5884 cm, y, = —2,5723 cm. Modul
elasti¢nosti materijala iznosi E = 30000 Nem™, dok je modul smicanja G = 11500 Nem™. Posto popreéni
presjek konzole nema niti jednu os simetrije, tada je pri tlacnom opterecenju jedino mogué torzijsko-
fleksijski oblik izvijanja. U nelinearnoj je analizi konzola diskretizirana s Cetiri gredna konacna elementa,
a za iniciranje je torzijsko-fleksijskog izvijanja, u presjeku B pridodana sila Fx = 0,001F, sl. 4.9. Rezultati
dobiveni linearnom analizom prikazani su i usporedeni u tabl. 4.3, dok su oni dobiveni nelinearnom
analizom prikazani na sl. 4.10.
<2577

\
0.5]

YTL % yT i F 10 =]
2
|

A

0)

A B 6,249°
4,375 93
[=200 cm ’ 0’5i “H— X
I 4 cm T
«— >

SI. 4.8. Tlacno opterecena konzola nesimetricnog poprecnog presjeka iz primjera 4.3.2

Tab. 4.3. Vrijednosti kriticne sile F = F,, (N) za torzijsko-fleksijsko
izvijanja konzole iz primjera 4.3.2

Br. Teorijska vrijednost MSC/NASTRAN [98]
elem. THINWALL izraz (2.110) (shell model)
1 14,0048
2 13,9086
13,9016 14,0294
4 13,9020
8 13,9016

YV % A ;7 F
VA
% Fy=0,001F

S 4.9. Opterecenje konzole iz primjera 4.3.2. za nelinearnu analizu torzijsko-fleksijskog izvijanja
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Sl. 4.10. Dijagrami: a) [(F / Fi,) — ¢.8]; b) [(F/ Fy) —(Ug/D)]; ¢) [(F/F,)— (Vg /)],
konzole iz primjera 4.3.2 za torzijsko-fleksijsko izvijanje (Fy, = 14,023 N)
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Primjer 4.3.3. Lateralno izvijanje

Greda AB jednoosno simetricnog I-profila opterecena je na krajevima kvazitangencijalnim
momentima intenziteta M, sl. 4.11. Krajevi zu grede zglobno oslonjeni, stim da je njihova rotacija oko

uzduZzne osi nosaCa sprijeCena, dok je vitoperenje slobodno. PoloZaj je centra smicanja popre¢noga

presjeka definiran koordinatom y, = 1,645 cm. Modul je elasti¢nosti materijala E =210-10°Nem ™ i

modulom smicanja G =80,77-10° Ncm .

grede u glavnoj centralnoj ravnini inercije (Z, Y), moZe pojaviti lateralno ili bo¢no izvijanje grede, pri
¢emu se greda dodatno uvija i savija u ravnini (Z, X). Vrijednosti su kriticnog momenta izvijanja M = M,,,
dobivene linearnom analizom stabilnosti za razne stupnjeve diskretizacije, dane tabl. 4.4 i usporedene s
teorijskom vrijedno$¢u dobivenom iz izraza (2.161).

Kako greda nije bocno pridrZzavana, tada se zbog savijanja

n~ % A 10,68

" -

1,645 |

LY §
A
|

[ =480 cm 5.526

SL. 4.11. Greda iz primjera 4.3.3. opterecena protusmjernim spregovima intenziteta M

Tab. 4.4. Vrijednosti kriticnog momenta M = M,, (kNcm) za
lateralno izvijanja grede iz primjera 4.3.3

Broj Teorijska vrijednost
elemenata THINWALL izraz (2.161)
1 669,362
2 602,758
601,586
4 600,429
8 600,270

Ovdje je potrebno napomenuti da se zbog sprijecene rotacije oko osi Z u presjecima gdje momenti
djeluju, pri inkrementalnim rotacijama ne pojavljuju inducirani momenti te, stoga, geometrijskoj matrici
krutosti konstrukcije nije potrebno dodavati korektivnu matricu krutosti iz izraza (3.234).

Kod nelinearne je analize stabilnost razmatrana samo polovina grede, a da bi se uzrokovalo lateralno
izvijanje pridodan je u presjeku C torzijski moment intenziteta M, = 0,005M, sl. 4.12. Pritom je polovina
grede diskretizirana s Cetiri gredna konacna elementa, a dobiveni su rezultati prikazani na sl. 4.13.

L .
2 | e

‘ /2 ‘

SL. 4.12. Opterecenje grede iz primjera 4.3.3. za nelinearnu analizu lateralnog izvijanja
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SL. 4.13. Dijagrami: a) [(M / My,) — @.c]; b) [(M / M,,) — (Uc / 1)], grede iz primjera
4.3.3 za lateralno izvijanje (M, = 601,586 kNcm)

Primjer 4.3.4. Velike rotacije vs. male rotacije

Utjecaj efekta velikih prostornih rotacija na vrijednost kriti¢nog opterecenja pri kojem jedna okvirna
konstrukcija gubi stabilnu ravnoteZznu formu, prikazan je u slucaju lateralnog izvijanja okvira sa sl. 4.14 i
to za dva slucaja opterecenja: u prvom je sluc¢aju okvir u presjecima A i B opterecen protusmjernim
momentima intenziteta M, dok je u drugom slucaju okvir u presjeku C opterecen vertikalnom silom F.
Poprec¢ni je presjek okvira pravokutnik starnica bx¢ = 30x0,6 mm. Krajevi su okvira zglobno oslonjeni,
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stim da su u osloncima dodatno sprijecene i rotacije oko osi X i Y. Materijal je okvira aluminij s modulom
elasti¢nosti £ = 71240 Nmm™ i modulom smicanja G = 27191 Nmm™. Okvir je u oba slu¢aja optereéenja
diskretiziran s osam grednih konacnih elementata, a vrijednosti su kriticnog opterecenja dobivene
programom THINWALL za slucaj linearne analize stabilnosti, dane su u tabl. 4.4. Za usporedbu su u toj
tablici dane i vrijednosti dobivene programom TRUMP primjenom shell modela, kao 1 vrijednosti
dobivene primjenom beam modela, a kod kojeg utjecaj velikih rotacija nije uzet u obzir, tj. pri izvodenju
je geometrijske matrice krutosti konacnog elementa uporabljeno linearno polje pomaka iz izraza (2.23),
umjesto nelinearnog polja pomaka iz izraza (2.71). Oba su ova rezultata preuzeta iz ref. [50].

SL. 4.14. Okvir iz primjera 4.3.4 optereéen protusmjernim spregovima intenziteta M i vertkalnom silom F

Tab. 4.5. Vrijednosti kriticnog momenta M = M,, (Nmm) i kriticne sile F = F, (N) za
lateralno izvijanja okvira iz primjera 4.3.4

. Male rotacije [50] TRUMP [50]
Opterecenje THINWALL (beam model) (shell model)
M 634,53 316,17 632,50
F 3,9899 2,4267 3,9459

Za oba su slucaja opterecenja okvira dana i rjeSenja dobivena nelinearnom analizom, sl. 4.16, pri
¢emu je za iniciranje lateralnog izvijanja kod opterecenja okvira spregovima, u presjeku C pridodana
horizontalna sila intenziteta F, = 0,0025M, sl. 4.15a, dok je u sluCaju optere¢enja okvira vertikalnom
silom, u presjeku C pridodana horizontalna sila intenziteta Fz = 0,0001F, sl. 4.15b.

F
l Fz=0,0001F
C

/ F;=0,0025M
C

a) b)

SL. 4.15. Ukupno opterecenje okvira iz primjera 4.3.4 kod nelinearne analize stabilnosti, a
za slucaj kada se primarno opterecenje sastoji od: a) protusmjernih momenata
intenziteta M; b) vertikalne sile F
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SL. 4.16. Dijagrami: a) (M — W¢); b) (F — W¢), za lateralno izvijanje okvira iz primjera 4.3.4

Na osnovi rezultata prikazanih u tabl. 4.5, vidimo da se vrijednosti kriticnog opterecenja okvira
dobivene programom THINWALL, za oba slucaja opterecenja dobro poklapaju s kriticnim vrijednostima
dobivenim primjenom shell modela, dok vrijednosti dobivene primjenom beam modela, a kod kojeg efekt
velikih rotacija nije uzet u obzir, znatno odstupaju. Uzrok je tog odstupanja nekompatibilnost unutarnjih
momenata, tj. kod primjene se linearnog polja pomaka momenti savijanja u geometrijskoj matrici krutosti
kona¢nih elemenata dobivaju kao kvazitangencijalni, dok se torzijski moment dobiva kao
polutangencijalni.
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Takoder, sa sl. 4.16 vidimo da su rezultati dobiveni nelinearnom analizom stabilnosti i prikazani u
obliku dijagrama (M — W), sukladni rezultatima dobivenim linearnom analizom stabilnosti, a kod kojih je
efekt velikih rotacija uzet u obzir. Pri tome u prvom slucaju opterecenja krivulja (M — W) ima izraZen
maksimum kod vrijednosti momenta M = 623,311 Nmm, nakon ¢ega okvir gubi mo¢ noSenja, tj. dolazi do
pojave rasterecenja, dok se u drugom slucaju opterecenja krivulja (F — W) asimptotski priblizava
vrijednosti sile F = 4 N.

Primjer 4.3.5. Off-axis opterecenje

Utjecaj je off-axis djelovanja vanjskog opterecenja na vrijednost kriticne sile izvijanja prikazan na
sluc¢aju lateralnog izvijanja konzole nesimetricnog tankostijenog poprecnog presjeka, opterecene na
slobodnome kraju vertikalnom silom F, sl. 4.17. Koordinate centra smicanja popre¢noga presjeka iznose:
Xy = 1,5884 cm, y, = —2,5723 cm. Modul elasti¢nosti materijala iznosi £ = 30000 Nem?, dok je modul
smicanja G = 11500 Nem™.,

Razmatrana su tri slucaja off-axis djelovanja vertikalne sile F i to kada se hvatiSte sile nalazi u:
teZiStu poprecnoga presjeka, sl. 4.18a, sjecistu struka i gornjeg pojasa, sl. 4.18b, te sjecistu struka i donjeg
pojasa, sl. 18c. Kako primijenjena inkrementalno-iterativna procedura ne dopusSta da se komponente
vektora referentnog opterecenja iz izraza (3.182) mijenjaju, to je u ovom slucaju sprovedena samo
linearna analiza stabilnosti. Pritom su rabljena dva stupnja diskretizacije: kod prvog je konzola
diskretizirana s cetiri gredna kona¢na elementa, dok je kod drugog diskretizirana s osam konacnih
elemenata. Kako se hvatiste sile F niti u jednom od slucaja optere¢enja ne nalazi i centru smicanja
poprecnoga presjeka, tada je geometrijskoj matrici krutosti konstrukcije dodavana korektivna matrica
krutosti iz izraza (3.204). Dobiveni se rezultati dani i usporedeni u tabl. 4.6.

TF
N s 10 o

=200 6,249°
=200 cm | 4375 0,5l BN LR ¥

— D\

SL. 4.17. Konzola iz primjera 4.3.5, nesimetricnog poprecnog presjeka, opterecena vertikalnom silom F

——

|
F
OL oL —

o
—

F

F
X; = x; = 0,009 cm x; =1,098 cm
y; =0 y; =5,660 cm y; =—4,281cm

a) b) ¢)

SL. 4.18. ‘Off-axis’ djelovanje sile F sa sl. 4.17, sa hvatistem u: a) teZistu poprecnog
presjeka; b) sjecistu struka i gornjeg pojasa; c) sjecistu struka i donjeg pojasa
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Tab. 4.6. Vrijednosti kriticne sile F = Fy, (N) za lateralno izvijanje konzole iz primjera 4.3.5

Off-axis . .
L. Broj Kim et al. [51] ABAQUS [51]
e sli; | clemenata THINWALL (beam model) (shell model)
4 41577 41582
4.18a ~6.0442 ~6,0432 4,1086
' o 41461 41468 -5,8933
-5.9902 ~5.0889
4 45586 45589
4.18b —43935 —43932 45127
8 4,5456 4,5460 -4,2500
43653 43649
4 3,6614 3.6639
4.18¢ ~7,0450 —7,0258 3,6001
o 3.6541 3.6543 ~6,8629
-6,9548 -6,9539

Primjer 4.3.6. Efekt razlicite definicije momenta

Utjecaj je razliCite definicije vanjskog momenta prikazan u slucaju izvijanja L-okvira, uklijeStenog u
presjeku A i opterecenog u presjeku C momentom M = My, sl. 4.19. Razmatrana su tri oblika toga
momenta: polutangencijalni (M-ST), sl. 4.20a, kvazitangencijalni prve vrste (M-QT1), sl. 4.20b, i
kvazitangencijalni druge vrste (M-QT2), sl. 4.20c. Okvir je diskretiziran s osam grednih konacnih
elemenata, pri ¢emu ravnina inercije (z, y) svakog konacnog elementa lezi u globalnoj ravnini (X, Y). Kod
sva su tri oblika momenta izradena dva modela. Prvi je model ‘A’, kod kojeg je u presjeku C zadan
koncentrirani moment M = M, stim da su kod kvazitangencijalnih momenata rabljene korektivne matrice
krutosti iz izraza (3.234) i (3.235). Drugi je model ‘B’, kod kojeg je polutangencijalni moment modeliran
s dva sprega sila, a kvazitangencijalni momenti s po jednim spregom, analogno prikazu na sl. 4.20. Pri
tome se svaki spreg sastoji od po dva kruta kona¢na elementa sa zajednickim spojem u presjeku C i dvije
konzervativne sile koje djeluju na slobodnim krajevima tih elemenata. Rezultati dobiveni linearnom
analizom stabilnosti za oba modela prikazani su i usporedeni u tabl. 4.7. U istoj su tablici dane i
vrijednosti dobivene od drugih autora, a koji su diskretizaciju okvira, takoder, izvodili s pomoc¢u grednih
kona¢nih elemenata.

100 cm
% ) < g A=0,2cm’
X 7 I, =1cm*
| N 4
z,” = = 1,=0125cm
J=001cm*
1,=0

G=0,5-10* Ncm™

100 E =10* Nem™

M=MZ

Sl. 4.19. L-okvir iz primjera 4.3.6, opterecen momentom M = M
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M-ST M-QTI1 M-QT2

a) b) c)

SL. 4.20. Razliciti oblici momenta M sa sl. 4.19: a) polutangencijalni (M-ST); b)
kvazitangencijalni prve vrste (M-QT1); c) kvazitangencijalni druge vrste (M-QT2)

Tab. 4.7. Vrijednosti kriticnog momenta M = M,, (Ncm) za lateralno izvijanje okvira iz
primjera 4.3.6, a za razlicite definicije definicije tog momenta

Definicija THINWALL Chang et al. [52] Saleeb et al. [50]
momenta Model ‘A’ Model ‘B’
M-ST 0,9867 0,9949 0,9870 0,9878
M-QT1 0,4973 0,4975 0,4935 0.4936
M-QT2 3,4460 3,4448 3,4335 3,4670

Na osnovi rezultata prikazanih u tabl. 4.7, vidimo da se vrijednosti kriticnog momenta M = M,
dobivene primjenom oba modela, za sve tri definicije momenta dobro poklapaju s vrijednostima drugih
autora te da je priblizan odnos kriti¢nih vrijednosti momenta ST : QT1:QT2=2:1:7.

Kako primijenjena inkrementalno-iterativna procedura zahtijeva da se vrijednosti ¢lanova vektora
referentnog opterecenja u izrazu (3.182) ne mijenjaju tijekom odvijanja proracuna, to je nelinearna
analiza stabilnosti sprovedena samo primjenom modela ‘B’, stim da je za iniciranje lateralnog izvijanja
okvira u presjeku C, a u negativnom smjeru osi Z, pridodana horizontalna sila intenziteta £, = 0,0001M.
Rezultati dobiveni u obliku dijagrama (M — W¢), a prikazani na sl. 4.21 — sl. 4.23, potvrduju rotacijsku
ovisnost konzervativnih momenata, odnosno da se jedan te isti konzervativni moment u prisustvu velikih
prostornih rotacija moZe ponasati vrlo razlicito, a §to je, vrlo Cesto, bilo zanemarivano.
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SL. 4.21. Dijagram (M — W¢) za lateralno izvijanje okvira iz primjera 4.3.6, a za slucaj
kada se moment ponasa kao polutangencijalni (M-ST)
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SL. 4.22. Dijagram (M — W¢) za lateralno izvijanje okvira iz primjera 4.3.6, a za slucaj
kada se moment ponasa kao kvazitangencijalni prve vrste (M-QTI)
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SL. 4.23. Dijagram (M — W¢) za lateralno izvijanje okvira iz primjera 4.3.6, a za slucaj
kada se moment ponasa kao kvazitangencijalni druge vrste (M-QT2)

Primjer 4.3.7. Izvijanje Rajasekaranovog prostornog okvira

Na sl. 4.24 prikazan je Rajasekaranov prostorni okvir [76] opterecen vertikalnim silama istoga
intenziteta F. Okvir je izraden od I-profila W10x49 (AISC standard), a Cije su dimenzije popre¢noga
presjeka u skladu sa sl. 4.2, sljedece: h = 25,40 cm; b = 25,40 cm; ¢, = 0,864 cm; ¢, = 1,417 cm. Pri tome
je visina stupova H = 130 cm, dok je duljina horizontalnih greda / = 390 cm. Materijal je okvira Celik s
modulom elasti¢nosti E =210-10° Nem™ i modulom smicanja G =80- 10° Nem™. Osim u osloncima,
vitoperenje je sprijeceno i u presjecima: B, D, Fi H.

Izradena su tri numeri¢ka modela koja se medusobno razlikuju jedino u stupnju dikretizacije okvira,
pri ¢emu su i stupovi i horizontalne grede diskretizirane s jednakim brojem grednih konacnih elemenata i
to: kod modela ‘A’ s jednom elementom, kod modela ‘B’ s dva elementa i kod modela ‘C’ s Cetiri
elementa.

Gubitak se stabilne deformacijske forme okvira manifestira u tzv. sway obliku, tj. kada vertikalne
sile dostignu vrijednost kriti¢ne sile ' = F}, nastupa takovo izvijanje stupova okvira, da se gornja etaza
horizontalno pomice ili po pravcu osi Z ili po pravcu osi X, a bez rotacije oko osi Y. Usporedba je
rezultata za kriti¢nu silu izvijanja F' = F}, dobivena primjenom sva tri modela dana u tabl. 4.8 za slucaj
linearne analize stabilnosti, odnosno na sl. 4.25 za slu¢aj nelinearne analize stabilnosti. Pri tome su za
iniciranje sway oblika gubitka stabilnosti okvira kod nelinearne analize stabilnosti, u presjecima B i D, u
negativnom smjeru osi Z, pridodane horizontalne sile intenziteta F = 0,0001F.
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SL. 4.24. Prostorni okvir iz primjera 4.3.7. opterecen vertikalnim silama intenziteta F

Tab. 4.8. Vrijednosti kriticne sile F = Fy, (kN) za prostorno
izvijanje okvira iz primjera 4.3.7

Model THINWALL Chen & Atsuta [76]
(beam model)
A 53101
‘B’ 52738 52175
‘< 52579
1,1

—4&— Model 'A
—X— Model 'B'
—>— Model 'C'

F/Fi

0.4 ‘T

0.3
0.2 &
0,1 -
0 & ' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 -0.5 -1 -1,5 -2 2.5 -3 3.5
(Ws/1)10°

SL. 4.25. Dijagram [(F / F,) — (Wg/ 1)] kod izvijanja okvira iz primjera 4.3.7 (Fy, = 52175 kN)
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Na osnovi rezultata prikazanih u tabl. 4.8 i na sl. 4.25, vidimo da se vrijednost kriticnog optere¢enja
okvira F = Fy, 1 kod vrlo grube diskretizacije (model ‘A’) dobro poklapa s vrijedno$¢u preuzetom iz ref.
[76] dobivenom, takoder, primjenom grednih elemenata. Pri tome je odstupanje vrijednosti kriti¢nog
opterecenja kod modela s najgrubljom diskretizacijom (model ‘A’), u odnosu na onu dobivenu najfinijom
diskretizacijom (model ‘C’), oko 1 %.

Primjer 4.3.8. Elasto-plasticno lateralno izvijanje obicne grede

Na sl. 4.26a prikazana je obi¢na greda poprecnog presjeka I-profila, optere¢ena na sredini raspona
vertikalnom silom F. Uvijanje je krajnjih presjeka sprijeceno, dok je njihovo vitoperenje slobodno.
Materijal je grede celik s modulom elasti¢nosti £ = 203 GPa, Poissonovim koeficijentom v = 0,3 i
naprezanjem na granici teCenja o, = 320 MPa. Zaostalih naprezanja nema. Za ovaj su primjer
Kitipornchai i Trahair [99] izveli eksperimentalno odredivanje kriticne sile izvijanja u slucaju elasto-
plasticnog lateralnog izvijanja grede. Pri tome je za iniciranje lateralnog izvijanja, pravac sile F paralelno
pomaknut u odnosu na teZiSte poprecnoga presjeka za e = 4 mm, zbog Cega je greda bila opterecena i na
savijanje i na torziju. Isti su primjer numericki analizirali Kouhia i Tuomala [63] primjenom tzv.
Timoshenkovih grednih konacnih elemenata, UL inkrementalne formulacije i von Misesova kriterija
teCenja. Njihov je numericki model omogucéavao postepenu plastifikaciju, a materijal je pretpostavljen
kao linearno-elastican idealno-plastican.

U cilju verifikacije funkcije teCenja iz izraza (4.2), ovaj je primjer analiziran i programom
THINWALL, pri ¢emu je zbog simetrije modelirano samo pola grede. Diskretizacija je grede izvedena na
isti na€in kao i u [63], sl. 4.26a, stim da je ekscentricno djelovanje sile modelirano na nacin da je sila F
djelovala na gredu preko krutog horizontalnog konacnog elementa duljine 4 mm, spojenog s gredom u
presjeku C. Dobiveni je rezultat dan i usporeden u dijagramu (F — Uc), prikazanog na sl. 4.27. Pritom su
vrijednosti kriti¢ne sile izvijanja F = F},, dobivene u sva tri slucaja, sljedece:

Q eksperiment: F=F, =235kN
Q Kuohia i Tuomala: F=F,=241,8 kN
Q THINWALL.: F =F,,=240,3 kN.
151,5 mm
[ 12,3
F
” |
7,67
A C %)/74

‘ 12192 mm | 12192 ‘ C 2 1123

a)

Fl/z »ﬁle
Y —_F
% AN | | I %

Y1/

‘ 4x275 mm 1192
\ \

b)

SL. 4.26. Uz primjer 4.3.8: a) obicna greda poprecnog presjeka I-profila opterecen
vertikalnom silom F na sredini; b) numericki model grede
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SL 4.27. Dijagram (F — U¢) grede iz primjera 4.3.8

S obzirom na rezultate prikazane na sl. 4.27, vidimo da su vrijednosti kriticne sile F = F}, u sva tri
sluéaja pribliZzno jednake, ¢ime se potvrduje ispravnost uporabe funkcije tecenja iz izraza (4.2). Kako je u
presjeku C moment savijanja najveci, to se kod programa THINWALL prvi plasti¢ni zglob pojavio u tom
presjeku. Posto je greda staticki odredena, tada pojavom tog plasti¢nog zgloba ona prelazi u mehanizam
te gubi mo¢ noSenja vanjskog opterecenja, $to je u dijagramu sa sl. 4.27 prikazano horizontalnom linijom
kod vrijednosti sile F' = 240,3 kN. U tom slu¢aju tangentna matrica krutosti konstrukcije iz izraza (3.260)
postaje singularna te proracun prestaje. Takoder se moZe primijetiti da se odziv grede dobiven
programom THINWALL u predkriticnom dijelu, tj. prije pojave plasticnog zgloba, odli¢no poklapa s
onim dobivenim u ref. [63], dok eksperimentalne vrijednosti djelomi¢no odstupaju iz razloga
nesavrsenosti ispitivanog modela.

Kako primijenjena metoda plasti¢nih zglobova kod staticki odredenih nosaca ne dopusta odredivanje
odziva konstrukcije nakon formiranja prvog plasticnog zgloba, to je njena uporaba opravdana kod
viSestruko stati¢ki neodredenih konstrukcija, a $to je ilustrirano u narednim primjerima.

Primjer 4.3.9. Elasto-plasticno izvijanje ravninskog okvira

Na sl. 4.28a prikazan je CetveroetaZzni ravninski okvir. Stupovi prve etaZe izradeni od I-profila
WI12x79 (h=31,45 cm; b = 30,68 cm; £, = 1,19 cm; 1, = 1,87 cm), dok su stupovi na preostale tri etaze

izradeni od I-profila W10x60 (h =26,04 cm; b = 25,59 cm; t, = 1,05 cm; ¢, = 1,73 cm). Horizontalne su
grede izradene od I-profila W16x40 (h=40,64 cm; b=17,78 cm; t, = 0,78 cm; t, = 1,28 cm). Profili su,

pritom, postavljeni tako da struk svakog profila leZi u ravnini samog okvira. Materijal je okvira celik s

2

modulom elasti¢nosti E=200-10°Ncm™ i modulom smicanja G =80-10° Ncm™. Vrijednost je

naprezanja na granici tefenja za stupove o, =24000 Ncm ™, dok je za grede o, =30000Ncm ™.

Diskretizacija je okvira izvedena na isti nacin da je svaki stup diskretiziran samo s jednim kona¢nim
elementom, dok su horizontalne grede diskretizirane s dva konacna elementa. PoSto bo¢no opterecenje
djeluje u ravnini okvira, to ¢e se i njegovo deformiranje pri izvijanju odvijati u toj istoj ravnini, odnosno
od unutarnjih ¢e se sila u popre¢nim presjecima pojavljivati samo aksijalna sila F,, smi¢na sila F) i
moment savijanja M,. Redoslijed pojave plasticnih zglobova prikazan je na sl. 4.28b, dok je izvijanje
okvira prikazano u obliku dijagrama (F — U,), sl. 4.29. Usporedba je izvrSena s rezultatom kojeg su dobili
Haldar i Nee [93] i koji su za plastifikaciju poprecnoga presjeka rabili sljedecu funkciju tecenja:

108



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

2
qb:( F, J R/l (4.16)
Fz,gr ‘Mx,gr
Dobivene su vrijednosti kriticnog opterecenja okvira F = Fy,, pritom:
=] THINWALL: F=F, =151kN
] Haldar & Nee: F =F,, =155kN.
0,5F F 0,5F
025F l |
= . A -
O,SF F O,SF 365,8
0,5F 1 v 3
0,5F F 0,5F 365.8
0,5F 1 1 7 2
v O
0,5F F 0.5F | 1459
0.5F l l 2 8 L
Y 365.8
7 X 5 4

Sl. 4.28. Uz primjer 4.3.9: a) Cetveroetazni ravninski okvir; b) redoslijed formiranja plasticnih zglobova

180
140 - 3 5

120 1
124"

100 7 —o— THINAWLL

—4A— Haldar & Nee

80 1

Sila F (kN)

60

40

20 ~

0 5 10 15 20 25 30
Pomak U A (cm)

Sl. 4.29. Dijagram (F — Uy) okvira iz primjera 4.3.9
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Primjer 4.3.10. Hodgeov prostorni okvir

Na sl. 4.30a prikazan je tzv. Hodgeov prostorni okvir opterecen vertikalnom silom F u presjeku C.
Okvir se nalazi globalnoj ravnini (Z, X), stim da su gredni elementi okvira u presjeku B spojeni pod
pravim kutom. Diskretizacija je okvira izvedena na nacin da je svaki segment okvira zamijenjen samo
jednim kona¢nim elementom.

Isti su slucaj obradili Shi i Alturi [95], koji su diskretizaciju okvira izveli s pomocu standardnih
prostornih grednih konacnih elemenata, tj. s pomocu elemenata kod kojih je utjecaj ogranicenog
vitoperenja zanemaren. Pritom su za plastifikaciju popre¢noga presjeka rabili funkciju tecenja sljedeceg

oblika:
2 2 2
4; j (Ay j Uj’ j | @)
2,87 X,8r y.8r
Ulazni su podatci:

A=625cm®, I, =1,=32552cm?,  J=55078cm®, [,=0, [=1000cm,

E=210-10°Nem™, G=80-10°Nem™, F,, =15625kN, M, =75175812kNcm,
M,,=M,, =9765625kNcm, M, =oo.

Dobiveni su rezultati prikazani na sl. 4.31 u obliku dijagrama (F — V3), dok je redoslijed nastanka
plasti¢nih zglobova prikazan na sl. 4.30b. U oba se slucaja prikazana sl. 4.31, plasti¢ni zglobovi javljaju
kod priblizno jednakih vrijednosti sile i pomaka, a dobivene se razlike javljaju kao posljedica uporabe
razli¢itih funkcija tecenja.

Maksimalna se nosivost okvira postize s formiranjem treéeg plastiénog zgloba, a vrijednosti su sile
F, pritom:

0 THINWALL: F = F.=500,06 kN
o  Shi & Alturi: F = Fra =494,14 kN.

x )4 2 0.5l .
/ %A B

a) b)

SI. 4.30. Uz primjer 4.3.10: a) Hodgeov prostorni okvir; b) redoslijed formiranja plasticnih zglobova
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—— THINWALL

300 A 1 ) .
—&— Shi & Alturi

Sila F (kN)

200

100 -

0 \
0 20 40 60 80 100 120 140

Pomak Vg (cm)

Sl. 4.31. Dijagram (F — V) okvira iz primjera 4.3.10

Primjer 4.3.11. Elasto-plasticno izvijanje dvoetaZnog prostornog okvira

Na sl. 4.32a prikazan je dvoetazni prostorni okvir, grede i stupovi kojeg su izradeni od I-profila
W14 x43 (h=34,75 cm; b = 20,32 cm; t;, = 0,78 cm; £, = 1,34 cm). Duljina [ = 287,76 cm. Materijal je

2 -2

okvira ¢elik s modulom elasti¢nosti E=210-10° Nem™ te

2

, modulom smicanja G =80-10° Ncm

naprezanjem na granici tecenja o, =24830 Ncm ™. Sve su grede i stupovi diskretizirani samo s jednim

grednim kona¢nim elementom. Elasto-plasti¢no je izvijanje okvira prikazano u obliku dijagrama (F — Uy)
na sl. 4.33. Dobiveno se rjeSenje vrlo dobro podudara s onim kojeg je dobio Gebbeken primjenom istog
diskretiziranog modela, teorije plasticnih zglobova i Rubinovih funkcija teCenja [68], kao i s rjeSenjem
kojeg su dobili Vogel i Maier [100] primjenom tzv. teorije plasti¢nih zona (yield-zone theory), a §to je
zahtijevalo dodatnu subdikretizaciju svih grednih kona¢nih elemenata diskretizirane konstrukcije. Takav
je numericki model, sastavljen od konac¢nih elemenata i subelemenata, omogucavao pojavu plastifikacije
poprecnoga presjeka ne samo u ¢vorovima konacnih elemenata, ve¢ i u ¢vorovima subelemenata, a
takoder je bilo moguce i pracenje Sirenja tzv. plasti¢ne zone (vield-zone) od ¢vora konacnog elementa ili
subelementa u kojem su se plasticne deformacije pojavile. Dobivene su vrijednosti kriti¢ne sile izvijanja
F = F}, kod sva tri modela, pritom:

Q THINWALL.: F=F, =1856kN
a Gebbeken: F=F,=190kN
Q Vogel i Maier: F=F, =192,6 kN,

dok je redoslijed pojave plasti¢nih zglobova prikazan na sl. 4.32b.

Ovdje je potrebno naglasiti da iako Vogelov i Mairov numericki model omoguc¢ava mnogo vecu
slobodu pri diskretizaciji razmatrane konstrukcije, jer na mjestu ocekivane plastifikacije ne zahtijeva i
postojanje ¢vora konacnog elementa, to se uvodenjem subelemenata viSestruko uvecava ukupan broj
stupnjeva slobode s kojim se ulazi u proracun. Stoga primjena ovakova numerickog modela nije narocito
pogodna u analizama elasto-plasti¢ne stabilnosti tankostijenih okvirnih konstrukcija sastavljenih od veceg
broja grednih elemenata, poput one prikazane u narednom primjeru.
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2F
1 0,5F

SL. 4.32. Prostorni okvir iz primjera 4.3.11

240

200

160
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120

o]
o

N
(@]

a)

/

6] > 3
——
4
—— ——
2 1
b)

—&— THINWALL
—<>— Gebbeken
Vogel & Maier

3

Pomak U A (cm)

Sl. 4.33. Dijagram (F — Uy) prostornog okvira iz primjera 4.3.11

: a) poloZaj okvira; b) redoslijed nastanka plasticnih zglobova
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Primjer 4.3.12. Elasto-plasticno izvijanje Sesteroetainog prostornog okvira

Na sl. 4.34 prikazan je Sesteroetazni prostorni okvir, visine stupova i = 10 m i duljine horizontalnih
greda [ = 20 m. Stupovi su donjih triju etaza izradeni od I-profila W12x120 (h = 33,32 cm; b = 31,29
cm; ¢, = 1,80 cm; 7, = 2,81 cm), a gornjih triju etaza od I-profila W12x79 (h=31,45 cm; b = 30,68 cm;
t;=1,19 cm; ¢, = 1,87 cm). Sve su horizontalne grede izradene od I-profila W12x53 (h=30,63 cm; b =
254 cm; t, = 0,88 cm; 7, = 1,46 cm). Materijal je okvira Celik s modulom elasti¢nosti
E=210-10°Ncm™, modulom smicanja G =80-10°Ncm™ te naprezanjem na granici tedenja

0, =25000 Ncm . Diskretizacija je okvira izvedena na nacin da je svaki stup i svaka greda modelirana

samo s jednim grednim konacnim elementom. U svim ¢vorovima konstrukcije djeluje gravitacijska sila
intenziteta F, stim da je u srednjim ¢vorovima donjih triju etaZa njen intenzitet 2F. Takoder, svaki ¢vor s
prednje strane okvira opterecen je u negativhom smijeru osi Z i silom intenziteta F; = 0,4F. Dobiveni je
rezultat prikazan u obliku dijagrama [F — (W, / [)] na sl. 4.35 i to za elastiCan i elasto-plastican odgovor
konstrukcije. Kod elasto-plasticnog odgovora prvi je plasticni zglob formiran u ¢voru 19 konacnog
elementa 54, sl. 4.32 i to pri pomaku W, = 38,7 cm i sili F = 67,59 kN. Linearnom je analizom stabilnosti
dobivena vrijednost kritiénog opterecenja F = F}, = 760,84 kN.

A
Y
X
Z X
Z\
19
7 77 07
707, 707 700

SL. 4.34. Prostorni okvir iz primjera 4.3.12
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S 4.35. Dijagram [F — (W, /1)] prostornog okvira iz primjera 4.3.12
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5. ZAKLJUCAK

Poznato je da se u modernom dizajnu puno paZnje posvecuje optimizaciji posebice tankostijenih
struktura. U tome smislu i analiza stabilnosti takovih struktura igra vrlo vaznu ulogu. S obzirom na
kompleksnost strukturne analize i ograniCenosti teorijske obrade u sluCajevima sloZenih konstrukcija,
numericka se analiza stabilnosti namece kao povoljno rjesenje.

Problematika obradivana u ovome radu, a sukladno tome 1 dobiveni rezultati, od interesa su, kako u
teorijskom, tako i u prakticnom smislu. Primjenom su nelinearnog polja pomaka nesimetri¢nog
tankostijenog poprecnog presjeka i lineariziranog principa virtualnih radova, najprije izvedene ravnotezne
jednadZbe izvijenog prostornog tankostijenog grednog nosaca, a oblik kojih se ocitovao u formi sustava
linearnih diferencijalnih jednadzbi Cetvrtoga reda uz pripadajuce rubne uvjete. Pri tome su zanemareni
pomaci i deformacije nosaca prije izvijanja, a pretpostavljeno je da pocetne unutarnje i vanjske sile ¢ine
jedan uravnoteZeni sustav sila te da se materijal ponaSa kao izotropan i linearno-elastican. PoSto je
iznalaZenje egzaktnog rjeSenja takova sustava diferencijalnih jednadZbi ograni¢eno samo na slucajeve
jednostavne geometrije nosaca, oblike opterecenja i vrste oslanjanja nosaca, ukazano je na nuZnost
uporabe neke od aproksimativnih metoda, pri ¢emu je istaknuta metoda konacnih elemenata.

U okviru su ove numericke metode, a primjenom updated Lagrangian inkrementalne formulacije,
nelinearnog polja pomaka nesimetricnog poprecnog presjeka i pretpostavke o linearno-elasticnom
ponaSanju materijala dobivene potpuno nove linearizirane inkrementalne ravnotezne jednadzbe
prostornog tankostijenog grednog konacnog elementa, ¢vorovi kojeg se nalaze u krajnjim popre¢nim
presjecima. Kako je u analizu ukljucen i efekt ogranicenog vitoperenja, to je u svakom ¢voru standardnim
stupnjevima slobode gibanja (tri translacije i tri rotacije) bilo nuzno pridodati po jedan novi stupanj
slobode u obliku tzv. parametra vitoperenja poprecnoga presjeka. Na taj je nacin dobiven prostorni
gredni konacni element s 14 stupnjeva slobode gibanja, umjesto uobicajenog konacnog elementa s 12
stupnjeva slobode. Na osnovi su inkrementalnih ravnoteznih jednadzbi, potom, izvedene standardna
elasticna matrica krutosti konacnog elementra te potpuno nova geometrijska matrica krutosti konacnog
elementa. Kako je primjenom rigid body testa dokazana nemoguénost primjene uobicajenog NDA
(natural deformation approach) pristupa u force recovery fazi kod updated Lagrangian inkrementalne
formulacije, to je bilo nuzno primijeniti ESA (eksternal stiffness approach) pristup pa je, stoga, izvedena i
potpuno nova eksterna matrica krutosti konacnog elementa. Za aksijalni je pomak u polju kona¢nog
elementa, pritom, uporabljena linearna aproksimacija, dok je za transverzalne pomake i kut uvijanja
uporabljena kubi¢na aproksimacija. Uporaba je kubicne aproksimacije kod torzije omogucila modeliranje
Wagnerova efekta, a koji biva uzrokom ¢istog torzijskog izvijanja kod grednih nosaca kod kojih se teziste
i centar smicanja poprecnoga presjeka poklapaju, Sto kod primjene standardne linearne aproksimacije nije
bilo moguce.

Ukljucenje je nelinearnog polja pomaka tankostijenog poprecnog presjeka u cijelu formulaciju
rezultiralo polutangencijalnom definicijom svih unutarnjih momenata, ¢ime je ostvarena njihova
kompatibilnost s velikih prostornim rotacijama, kao i medusobna kompatibilnost unutarnjih momenata te
je, stoga, u ovoj formulaciji izbjegnuta potreba za uvodenjem Cvornih momentnih matrica. Naime,
ukoliko se pri izvodenju inkrementalnih ravnoteznih jednadZzbi koristi linearno polje pomaka poprec¢noga
presjeka, tada se unutarnji momenti savijanja dobivaju kao kvazitangencijalni, dok se unutarnji torzijski
moment dobiva kao polutangencijalni. Ako se, pak, u nekom ¢voru konstrukcije spajaju dva ili vise
konacnih elemenata koji ne leze na istom pravcu, tada se medusobno zbrajaju dijelovi kvazitangencijalnih
momenata savijanja i dijelovi polutangencijalnih momenata torzije. Kako se ti momenti pri velikim
prostornim rotacijama ne ponasaju jednako, tada na kraju inkrementa nece biti uspostavljena ravnoteZa, a
dobivena c¢e rjeSenja znatno odstupati od tocnog. Za slucajeve je opterecenja konstrukcije momentima
koji se pri velikim prostornim rotacijama ne ponaSaju kao polutangencijalni, kao i za slucaj off-axis
djelovanja vanjske sile, dokazana nuZnost uvodenja odgovaraju¢ih korektivnih matrice krutosti radi
ostvarenja ravnoteZe na kraju inkrementa. Takoder je prikazan i nacin izvodenja korekcije geometrije
diskretizirane konstrukcije i konacnog elementa na kraju svakog inkrementa, a zbog nekomutativnosti je
velikih prostornih rotacija, za korekciju referentnih osi ¢vorova primijenjena Rodriguezova formula
velikih rotacija.

Materijalna je nelinearnost u analizu stabilnosti uvedena kroz pretpostavku da je materijal kona¢nog
elementa linearno-elasti¢an idealno-plastican te da su svi plasticni efekti koncentrirani u plasticnim
zglobovima nulte duljine. Pri tome je, takoder, pretpostavljeno da se plasti¢ni zglobovi mogu pojaviti
samo u ¢vorovima kona¢nog elementa, dok se u polju konacnog elementa materijal uvijek ponasa kao

115



G. Turkalj — Doktorska disertacija Nelinearna analiza stabilnosti tankostijenih grednih struktura

elastiCan. Za razliku od standardnih elasto-plasti¢nih formulacija koje se temelje na metodi plasti¢nih
zglobova 1 koje ne predvidaju interakciju ¢vornih sila u procesu plastifikacije poprecnoga presjeka, u
ovom je numerickom algoritmu takva interakcija predvidena kroz uvodenje odgovarajuce funkcije
teenja, a koja u analitickom obliku predstavlja plohu tecenja poprec¢noga presjeka. Primjenom je
Prandtlova kriterija teCenja i pretpostavke da je ta funkcija te¢enja kontinuirana, izvedena nova plasti¢na
redukcijska matrica tankostijenog grednog konac¢nog elementa, a funkcija koje je odrZzavanje
inkrementalne promjene komponenata vektora ¢vornih sila onog ¢vora u kojem je plasticni zglob
prethodno formiran, u tangencijalnoj ravnini plohe te¢enja. Kako se ova inkrementalna promjena odvija u
tangencijalnoj ravnini, to na kraju inkrementa nece biti zadovoljena funkcija tecenja, pa je vektor ¢vornih
sila potrebno vratiti na plohu tecenja. Korekcija je vrijednosti odgovaraju¢ih komponentata vektora
¢vornih sila, pritom, izvedena analogno radial return metodi. Takoder, primjena ovakve elasto-plasticne
formulacije omogucava i modeliranje pojave elastiCnog rastereCenja plasti¢nih zglobova tijekom
inkrementalnog opterecenja konstrukcije, a Sto se manifestira pojavom negativnog ¢lana u vektoru
pozitivnih skalarnih funkcija.

Na osnovi je spomenutog numerickog algoritma, temeljnog na metodi konacnih elemenata, izraden
izvorni kompjutorski program THINWALL, a pomoc¢u kojeg je moguée izvoditi i linearnu i nelinearnu
analizu stabilnosti proizvoljnih tankostijenih grednih struktura. Pri tome se linearna analiza temelji na
pretpostavci da je za svaki nivo vanjskog optere¢enja konstrukcije odnos unutarnjih sila kvalitativno
uvijek isti te je, stoga, pri formiranju geometrijske matrice krutosti konstrukcije bilo moguce izluciti tzv.
faktor proporcionalnosti, nakon ¢ega je preostali dio geometrijske matrice krutosti postao linearan. Na taj
je nacin dobiven standardni matricni problem vlastitih vrijednosti, u kojem vlastita vrijednost
predstavljala faktor kriticnog opterecenja kod kojeg konstrukcija gubi stabilnost, dok je odgovarajuci
vlastiti vektor imao znacenje deformacijske forme pri kojoj konstrukcija gubi stabilnost. Nelinearna se
analiza stabilnosti temeljila na inkrementalno-iterativnoj proceduri rjeSavanja s automatskim
podesavanjem koraka optere¢enja. Automatsko je podeSavanje koraka opterecenja, pritom, izvedeno u
skladu s generalized displacement control shemom. Da bi se nelinearna analiza stabilnosti mogla izvoditi,
bilo je potrebno idealne ili savrsene konstrukcije, a koje se razmatraju kod linearne analize stabilnosti,
pretvoriti u realne ili nesavrsene konstrukcije uvodenjem odgovarajuceg poremecaja, kojim se inicirao
nastanak Zeljene deformacijske forme pri kojoj razmatrana konstrukcija gubi stabilnost. Na taj je nacin
bilo moguce pracenje deformacijske forme tijekom cijelog procesa opterecivanja konstrukcije i to, kako u
pretkriticnoj (prebuckling) fazi, tako 1 u postkriticnoj (postbuckling) fazi. Za slucaj je materijalno
nelinearnog ponaSanja materijala kao ogledni primjer usvojena funkcija teenja lakog I-profila W12x31

(AISC standard). Nakon toga program je testiran kroz 12 primjera, a dobiveni su rezultati i pri vrlo
grubim diskretizacijama pokazali odlicnu podudarnost s poznatim teorijskim, numerickim ili
eksperimentalnim vrijednostima, ¢ime je ocekivani znanstveni doprinos ostvaren.

Ovaj se algoritam moZe nadopuniti i za slucajeve postojanja unutarnjih zglobova u konstrukciji, za
slucajeve tzv. ekscentricnih spojeva dvaju susjednih grednih< elemenata, tj. kada su uzduZne osi
susjednih elemenata medusobno paralelno pomaknute, kao i za slucajeve viskoelasti¢nog i
viskoplasticnog odziva konstrukcije, a Sto ¢e biti predmet daljnjeg istraZivanja.
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POPIS UPORABLJENIH OZNAKA

A povrina popreénog presjeka (m®)

a matrica polja kona¢nog elementa ili matrica polinoma

G i-ta ravnoteZna konfiguracija konacnog elementa

Ciju tenzor elasticnih konstanti (Pa)

d diferencijal

E Youngov modul (Pa)

ejj dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearan u pomacima u, v i w, Almansijev
tenzor deformacije

é; dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearan u pomacima #,v i w

€€, jedini¢ni vektori

e..e, vektori srednih vrijednosti

€e.e, jedini¢ni vektori srednih vrijednosti

F vektor unutarnjih sila konstrukcije

F sila (N)

e f° vektor ¢vornih sila e-tog konac¢nog elementa u lokalnom, odnosno globalnom

koordinatnom sustavu

fi volumenske sile (Nm™)

f, vektor ¢vornih sila pri savijanju konacnog elementa u ravnini (z, x)

f, vektor ¢vornih sila pri savijanju konacnog elementa u ravnini (z, y)

f, vektor ¢vornih sila pri aksijalnom opterecenju kona¢nog elementa

f, vektor ¢vornih sila pri torziji konacnog elementa

F, kriti¢na sila izvijanja (N)

Fo. Fyy Eulerove kriti¢ne sile pri ¢istom fleksijskom izvijanju oko osi x iy (N)
F,y kriti¢na sila pri ¢istom torzijskom izvijanju (N)

F,, F, smicne sile (N)

F\, F, Eulerove kriti¢ne sile pri ¢istom fleksijskom izvijanju oko osi x iy (N)
F, aksijalna sila (N)

Fy kriti¢na sila pri ¢istom torzijskom izvijanju (N)

G gradijentna matrica plohe tecenja

G modul smicanja (N)

GSP generalizirani parametar krutosti

Sy

generalizirani pomak
i-ti inkrement
jedini¢na matrica drugog reda

(%)

jedini¢na matrica trecega reda

w

jedini¢na matrica Cetrnaestog reda

—_
&~

polarni moment inercije popre¢noga presjeka za teZiste (m*)
polarni moment inercije popre¢noga presjeka za centar smicanja (m*)
polumjer inercije (m)

aksijalni momenti inercije popre¢noga presjeka (m®)
centrifugalni momenti inercije popre¢noga presjeka (m*)
sektorski centrifugalni momenti inercije (m)

sektorski moment inercije (m®)

torzijski moment inercije (m*)

Jj-ta iteracija

jedini¢ni vektori

Wagnerov koeficijent (Nm?)

elasticna matrica krutosti konstrukcije

w““é‘é\‘ o

v
S ¢
~

S
>~
e

e
e

o]

geometrijska matrica krutosti konstrukcije

7 R ANT TSNS

Q

linearizirana geometrijska matrica krutosti konstrukcije
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geometrijska matrica krutosti e-tog konacnog elementa u lokalnom, odnosno globalnom
koordinatnom sustavu

elasticna matrica krutosti e-tog konac¢nog elementa u lokalnom, odnosno globalnom
koordinatnom sustavu

eksterna matrica krutosti e-tog kona¢nog elementa

korektivna matrica krutosti za aksijalni moment

korektivna matrica krutosti za off-axis optereenje

korektivna matrica krutosti za kvazitangencijalni moment prve vrste
korektivna matrica krutosti za kvazitangencijalni moment druge vrste

korektivna matrica krutosti za tangencijalni moment
plasti¢na redukcijska matrica konstrukcije
redukcijska matrica krutosti kona¢nog elementa u lokalnom, odnosno globalnom

koordinatnom sustavu
tangentna matrica krutosti konstrukcije

tangentna matrica krutosti e-tog konacnog elementa u lokalnom, odnosno globalnom

koordinatnom sustavu

duljina (m)

slobodna duljina izvijanja (m)

moment (Nm)

kritiéni moment izvijanja (Nm)

momenti savijanja (Nm)

grani¢ne vrijednosti momenata savijanja (Nm)
torzijski moment (Nm)

grani¢na vrijednost torzijskog momenta (Nm)
bimoment (Nm?)

graniéna vrijednost bimomenta (Nm?)

momentna matrica kvazitangencijalnog momenta prve vrste
momentna matrica kvazitangencijalnog momenta druge vrste

momentna matrica polutangencijalnog momenta

vektor induciranih momenata

inducirani momenti savijanja (Nm)
inducirani torzijski moment (Nm)

normala

jedini¢ni vektor rotacijskog inkrementa
matrica interpolacijskih funkcija

matrica interpolacijskih funkcija pomaka u;
matrica interpolacijskih funkcija pomaka v,
matrica interpolacijskih funkcija pomaka w,
matrica interpolacijskih funkcija pomaka ¢,
teZiSte popre¢noga presjeka

nul-vektor, nul-matrica

vektor opterecenja konstrukcije

vektor poloZaja

vektor neuravnoteZenog opterecenja konstrukcije
rotacijska matrica ¢vora A konstrukcije
centar smicanja poprecnog presjeka

vektor poloZaja centra smicanja

krivocrtna koordinata uzduz konture s ishodiStem u toc¢ki D (m)
Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrste (Pa)
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stati¢ki momenti povrsine za os x iy (m’)

sektorski stati¢ki moment (m*)

transformacijska matrica

osnovna transformacijska matrica

transformacijska matrica e-tog kona¢nog elementa u konfiguraciji C,

osnovna transformacijska matrica e-tog kona¢nog elementa u konfiguraciji C,
tangenta

povrsinska sila (Nm™)

St. Venantov torzijski moment (Nm)

grani¢na vrijednost St. Venantova torzijskog momenta (Nm)

torzijski moment vitoperenja (Nm)

grani¢na vrijednost torzijskog momenta vitoperenja (Nm)

vektor ¢vornih pomaka konstrukcije, vlastiti vektor

potencijal unutarnjih sila (J)

vektor ¢vornih pomaka pri savijanu kona¢nog elementa u ravnini (z, x)

vektor ¢vornih pomaka e-tog kona¢nog elementa u lokalnom, odnosno globalnom
koordinatnom sustavu

vektor pomaka poprecnog presjeka kao kruto tijelo

translatorni pomaci centra smicanja S poprecnoga presjeka po pravcima osi x; i y; (m)
ukupno polje pomaka

vektori inkrementalnih ¢vornih pomaka konstrukcije

translacijski inkrement

volumen (m*)

vektor ¢vornih pomaka pri savijanu konacnog elementa u ravnini (z, y)
potencijal vanjskih sila (J)

vektor ¢vornih pomaka pri aksijalnom optere¢enju konacnog elementa
translatorni pomak tezista O po pravcu osi z (m)

translacijski pomaci po pravcu globalnih osi Z, X1 Y (m)

linearne komponente pomaka po pravcu lokalnih osi z, x i y (m)
nelinearne komponente pomaka po pravcu osi z, x i y (m)

nelinearne komponente pomaka po pravcu osi =271 / (m)

glavne centralne osi inercije poprecnoga presjeka, koordinate (m)
koordinate centra smicanja S poprecnoga presjeka (m)

koordinatne osi s ishodiStem u S, a paralelne s koordinatnim osima z, x1iy
jedini¢ni vektori osi kona¢nog elementa

uzduzna (teziSna) os, koordinata (m)

koordinatni sustav s ishodiStem u tocki N konture

koordinatne osi s ishodiStem u S, a paralelne s koordinatnim osima z, xi y
jedini¢ni vektori osi kona¢nog elementa

vektor konstanti ili generaliziranih koordinata

jedini¢ni vektori ¢vornih osi

koeficijenti (m)

koeficijent (m?)

koeficijent (-)

inkrementalna veli¢ina

varijacija

Dirachova delta-funkcija

dopustena odstupanja ili tolerancije

Green-Lagrangeov tenzor deformacije (-)

jedini¢ni vektori

dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije nelinearan u pomacima u, v i w
parametar vitoperenja u globalnom koordinatnom sustavu (rad/m)

parametar vitoperenja poprecnoga presjeka definiran za centar smicanja (rad/m)
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faktor inkrementalnog opterecenja

vlastita vrijednost

vektor proizvoljnih pozitivnih skalarnih funkcija ili plasti¢nih multiplikatora
proizvoljna pozitivna skalarna funkcija ili plasti¢ni multiplikator
Poissonov koeficijent

ukupni ili totalni potencijal (J)

ravninu okomita na os 'z,,

udaljenost tocke poprecnog presjeka od centra smicanja (m)
normalno naprezanje (Pa)

normalno naprezanja na granici teenja (Pa)

tangencijalno naprezanje (Pa)

Cauchyjev tenzor naprezanja (Pa)

tangencijalno naprezanja na granici tecenja (Pa)

funkcija teCenja

tranformacijska matrica ¢vora A

rotacijski pomaci oko globalnih osi X, Yi Z (rad)

rotacijski inkrement

intenzitet rotacijskog inkrementa

vektor ¢vornih pomaka pri torziji kona¢nog elementa
transformacijska matrica

vektor rotacijskih pomaka i-tog ¢vora diskretizirane konstrukcije
vektori rotacijskih pomaka kona¢nog elementa

rotacijski pomaci poprec¢noga presjeka kao krutog tijela oko osi z,, x, 1y, (rad)
potencijalna ili Prandtlova funkcija naprezanja

sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja u odnosu na centar smicanja (m®)
sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja za totke konture (m®)

sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja to¢aka izvan konture (m®)
transformacijska matrica

parcijalna derivacija po x-u
parcijalna derivacija po y-u

parcijalna derivacija po z-u
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Summary:

In the work analytical and numerical approaches in dealing with the stability problem of thin-walled
beam-type structures with arbitrary cross-sectional shapes are presented. In the analytical approach
equilibrium equations of buckled space thin-walled beam member are derived using the non-linear
displacement field of asymmetric thin-walled cross-section, due to large rotation effect, as well as
linearized principle of virtual works. Material is assumed to be isotropic and linear-elastic. In the
numerical part of this work the finite element method is presented. Using an updated Lagrangian
formulation and above mentioned non-linear displacement field the linearized incremental equilibrium
equations of a thin-walled beam finite element are carried out. Afterwards elastic, geometric and external
stiffness matrices of the element are derived. In this, internal moments are obtained as semitangential
ones. In cases of axial, tangential and qusitangential external moments, respectively, corresponding
correction stiffness matrices are given as well as in the case of off-axis external force. The updating of
structural geometry is performed according to Rodriguez’ large rotation formula. The elasto-plastic
stability analysis is based on the plastic hinge theory and using Prandtl’s flow rule as well as assuming
the existing of a continuous yield function, the plastic reduction matrix of the thin-walled beam finite
element is derived. On the basis of aforementioned numerical algorithm the computer programme
THINWALL is developed, the purpose of which is the linear and non-linear stability analysis of thin-
walled beam-type structure. In the non-linear case the generalized displacement control procedure is used
as a incremental-iterative scheme. The validation of the program is performed through test problems.
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