Konacnoelementni model za analizu izvijanja
kompozitnih grednih konstrukcija

Pesi¢, Igor

Doctoral thesis / Disertacija
2012

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Rijeka, Faculty of Engineering / Sveuciliste u Rijeci, Tehnicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:188:271684

Rights / Prava: Attribution 4.0 International/Imenovanje 4.0 medunarodna

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

Repository / Repozitorij:

I U K Repository of the University of Rijeka Library - SVKRI

Repository

Bl alliEssn aoar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI [ REPOZITORLJL



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:188:271684
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://repository.svkri.uniri.hr
https://repository.svkri.uniri.hr
https://www.unirepository.svkri.uniri.hr/islandora/object/svkri:2977
https://dabar.srce.hr/islandora/object/svkri:2977

SVEUCILISTE U RIJECI
TEHNICKI FAKULTET

Igor Pest

KONA CNOELEMENTNI MODEL ZA ANALIZU
IZVIJANJA KOMPOZITNIH GREDNIH
KONSTRUKCIJA

Doktorska disertacija

Rijeka, 2012.






SVEUCILISTE U RIJECI
TEHNICKI FAKULTET

Igor Pest

KONA CNOELEMENTNI MODEL ZA ANALIZU
IZVIJANJA KOMPOZITNIH GREDNIH
KONSTRUKCIJA

Doktorska disertacija

Mentor: Izv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc

Rijeka, 2012.






Sveuciliste u Rijeci
TEHNICKI FAKULTET
-Fakultetsko vijece-
Klasa: 602-04/08-02/20
Ur. br.: 2170-57-43-08-41
Rijeka, 29. rujna 2008.

Fakultetsko vije¢e Tehnitkog fakulteta Sveucilista u Rijeci, na svojoj 20. sjednici u
akad. god. 2007./08./09./10., odrzanoj 26. rujna 2008., donijelo je sljede¢u

ODLUKU

Sukladno izvjes¢u Stru¢nog povjerenstva, u sastavu: red. prof. dr. sc. Goran
Turkalj, red. prof. dr. sc. Josip Brni¢ i doc. dr. sc. Domagoj Lanc te pozitivne ocjene
prijave i obrane teme doktorskog rada, utvrduje se da pristupnik Igor Pesié, dipl. ing.
ispunjava Zakonom propisane uvjete za prijavu i izradu teme doktorske disertacije
naslovljene:

»Konacnoelementni model za analizu izvijanja kompozitnih grednih konstrukcija”

Mentorom se imenuje doc. dr. sc. Domagoja Lanca.

Dostaviti:

(. Igor Pesi¢, dipl. ing.

. Mentor, doc. dr. sc. Domagoj Lanc
. Sluzba studentske evidencije, ovdje

2
3
4. Pismohrana FV






Mojim roditeljima.

(konano su me odskolovali)






Sazetak

U ovom radu prikazana je kofrabelementna analiza stabilnosti tankostjenih
kompozitnih grednih konstrukcija. KoriSten je gredkonani element pod
pretpostavkom velikih pomaka, ali malih deformacijavedena je linearna i
nelinearna analiza stabilnosti. Kod linearne amalkoriSteno je nelinearno polje
pomaka koje uzima u obzir efekte velikih rotacig, kod nelinearne analize
implementirana je korotacijska formulacija koja ljpearna na nivou elementa, a
geometrijska nelinearnost se uvodi transformacijom lokalnog u globalni
koordinatni sistem. Lokalni koordinatni sistem pgredni konéni element i dopusta
pojednostavljene konstitutivne jednadzbe na niwakalhog elementa. KoriStena je
klasicna laminatna teorija za kompozite &ae vlaknima. Model je primjenjiv na
razlicite popréne presjeke, rasporede slaganja slojeva laminatabme uvjete.
KoriStena je pretpostavka da je kutna deformacgarge plohe jednaka nula i da se
popre&ni presjek ne deformira u svojoj ravnini. Analki model takder opisuje
linearno viskoelastno ponaSanje vlaknima @@nih plastnih kompozitnih
laminiranih greda. Razvijen je danalni program koji je verificiran na testnim

primjerima.






Abstract

This work presents a finite element algorithm fackling analysis of thin-walled
laminated composite beam-type structures. One-difoeal finite element is
employed under the assumptions of large displacenent small strains. Stability
analysis has been performed in an eigenvalue mamitiernon-linear displacement
field of cross-section which includes the largeatioin effects and in load-deflection
manner using co-rotational formulation. The co-iotzal description, used in this
work, is linear on element level and all geometlycaon-linear effects are introduced
through the transformation from the local to thebgll coordinate system. The local
coordinate system follows the element chord dutivegdeformation and allows the
use of simplified strain-displacement relationstba local element level. Classical
lamination theory for thin fibre-reinforced lamieatis employed in this work. The
model is applicable to any arbitrary laminate siagksequence, shape of the cross
section and boundary conditions. The shear striamiddle surface is assumed to be
zero and the cross-section is not distorted irows plane. Analytical model also
predict the linear viscoelastic behavior of thinHeg laminated fiber-reinforced
plastic composite beams. Computer program has theegloped and verified on test

examples.
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1 . Uvod

1.1. Definiranje problema

Siroka je mogénost primjene kompozitnih grednih elemenata u &airh
podriEjima tehnike, kao Sto su npr: strojogradnja, broddgja, graditeljstvo te
avionska industrija. Ovo proizlazi iz razloga Stokempozitni gredni konstrukcijski
elementi razlitih tipova, a koji se javljaju i kao samostalnesive konstrukcijske i
kao dijelovi neke slozenije konstrukcije (ukrep@dalstih i ljuskastih konstrukcija),
zajednéki za sva gore spomenuta podgeu Uzimaji u obzir razl€ite pristupe
projektnim rjeSenjima te razlie tehnoloSke mogdmosti proizvodnje, optimalno se
projektno rjeSenje name kao primarni cilj. U analizi stabilnosti to zZmala se ne
stvara samo teorijski moge dobro rjeSenje, ¥ese ono stvara kao optimalno. U tu
svrhu, rezultatom istrazivanja manifestiranom u ilkabl numerékog modela
zasnovanom na metodi kaméh elemenata i pretenom u kompjutorski program,
tehnickoj bi se praksi pruzio pouzdan i efikasan alatmi fprojektiranja i kontrole
stabilnosti kompozitnih grednih konstrukcija. Pnitobi dani numetiki algoritam
pruzao mogénost analize stabilnosti kompozitnih grednih r@saazltitih oblika
popre&nog presjeka, raziitih geometrija i tipova oslonaca, ragtih natina spajanja
grednih elemenata konstrukcije, kao i r&gh oblika vanjskog optekenja, a u
smislu odrdivanja nivoa vanjskog opteienja koje biva uzrokom pojave

nestabilnosti deformacijske forme.
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1.2. Pregled dosadasnjih znanstvenih istrazivanja

Zahvaljujiei svojim naglasenim svojstvima kao Sto su relativispkacvrstata i
krutost s obzirom na spedifiu tezinu, a takter i vrlo dobra otpornost koroziji,
primjena je kompozitnin materijali u rapidnom pdrasu razlgitim tehnickim
podr&jima [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Stoga i neide mnoge istrazivie aktivnosti u smislu
razvoja teorijskih i numetkih metoda za analizu ragiiih tipova kompozitnih
konstrukcijskih elemenata. Gredni su konstrukcijgkementi u danasnje vrijeme
Siroko primijenjeni u razéitim podrwjima tehnike, kao Sto su npr: strojogradnja,
brodogradnja, graditeljstvo te avionska indust@&ompozitna gredna rjeSenja zbog
svojih se spomenutih karakteristi&asto neizbjezno narée kao optimalna.

Znxajnije aktivnosti razvoja analikin i numertkih metoda za analizu
kompozitnih greda datiraju od sredine 80-tih godmmaSlog stoljéa kada Bauld i
Tzeng [7] proSiruju Vlasovu teoriju torzije s ogréenim vitoperenjem tankostjenih
greda u smislu primjene na kompozitne materijale.

Sredinom 90-tih istrazivanja mnogih autora usretEa su na pokuSaje
matematikog opisivanja stabilnosti tankostjenih kompozitgrednih konstrukcija.
Shearbourne i Kabir (1995) [8] u svojoj analizimaju u obzir utjecaj sranih sila
pri lateralnom izvijanju tankostjenih kompozitngrednih nosé&a I-profila poprénog
presjeka. Godoy et. al. (1995) [9] razvijaju maté&tka model izvijanja kompozitne
grede I-profila s ukljienom distorzijom popemog presjeka. Librescu, Song [10] i
Bhaskar [11] (1992-1995) u svome modelu za analizyanja kompozitnih greda
uklju¢uju sekundarno vitoperenjectika izvan konture popteog presjeka.

Svakako je potrebno spomenuti jedan od prvihcaymgih konanoelementnih
modela za opis ove problematike. Wu i Sun (199®] [&naliziraju izvijanje
kompozitnih grednih nosa s ukljienim sménim efektima, no njihovim je modelom
odreiivanje kriticnog opteréenja razmatrano samo na nivou problema vlastitih
vrijednosti.

Kollar i Sapkas (2001) [13 i 14] anadikim modelima simuliraju izvijanje stupova
ortotropnih laminata razlitih oblika popré€nih presjeka s ragiitim tipovima
optergéenja i oslonaca. Leejev i Kimov (2001-2002) [15, i167] model simulira
fleksijsko-torzijsko i lateralno izvijanje kompoaih greda | i U profila poptaih

presjeka.
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Massa i Barbero (1998) [18], Pollock et. al. (19p9)] kao i Omidvar (1996) [20]
razmatraju savijanje kompozitnih greda pod utjgoa@minih sila meéutim bez
uklju¢enog utjecaja neuniformnog vitoperenja. Taj efelte od velike vaznosti pri
odreativanju kriticnih opteréenja izvijanja grednih noga u svome modelu uzimaju u
obzir Cortinez et. al. (1998, 2002) [21, 22].

Od iznimnog su zrija i radovi Camotima, Silvestrea i Silve (2004-20[23, 24]
koji razvijaju GBT-Generalized Beam Theoryojom pokrivaju domenu izvijanja
greda otvorenih tankostjenih popnéh presjeka od ortotropnih laminatnih materijala
ali zasada samo na razini linearizirane analizgazja u smislu odidivanja kriticnog
opteréenja kao vlastite vrijednosti.

Kompozitne konstrukcije su podloZzne progresivninfiodaacijama uzrokovanim
efektima puzanja ponajviSe radi viskoel&stig svojstva matrice kompozitnog
materijala. Zbog toga je od velike vaznosti pozmgeaviskoelastinog ponasanja i
njegovo implementiranje u analizi konstrukcija. ggpBarbero i Luciano (1995) [25]
razvijaju mikromehartki model za opis linearno viskoelastih tijela s periodikom
mikrostrukturom. lzveli su analifke izraze u Laplaceovoj domeni za tenzor
relaksacije matrice kompozitnog materijala koja ag@suje Maxwell-Voightovim
modelom (Mase, 1977) [26] s dva parametra. U radavBarbera i Luciana (1995)
[25], Harrisa i Barbera (1998) [27] i Qiaoa et &000) [28] pokazana je dobra
podudarnost rezultata s eksperimentalnim mjerenjima

Oliveira i Creus (2003) [29] razvili su model zaadimu viskoelastinih pravocrtnih
tankostjenin greda koriste nelinearni pristup i shell kokae elemente. Piovan i
Cortinez (2008) [30] razmatraju linearno viskodkast ponaSanje tankostjenih

pravocrtnih i zakrivljenih kompozitnih greda s ppérnom matricom.

1.3. Svrhai cilj istrazivanja

Svrha je istrazivanja u ovom radu izrada nutik@gy algoritma temeljenog na
metodi konanih elemenata, a koji u formi programa za elektrkmiratunalo postaje
samostalna cjelina dostatna za analizu nelineamdgjva kompozitnih grednih
konstrukcija u rezimu velikih pomaka. Numikii algoritam obuhvéa materijalnu
nelinearnost kao i geometrijsku nelinearnosti ustimukljuwivanja velikih pomaka i

velikih rotacija konstrukcijskih elemenata u svréega je koriStena inkrementalna
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formulacija. Istrazivanje za cilj ima teltkoj praksi pondenim numerkim
algoritmom pruziti pouzdan alat u svrhu potpuneliaasspomenutih konstrukcija u
fazi njihova projektiranja i eksploatacije poglavii smislu upozorenja na gubitak

nosivosti konstrukcije prouzéenu gubitkom stabilnosti.

1.4. Struktura doktorskog rada

Doktorski rad je podijeljen u Sest poglavlja. U dwom se poglavlju ukazuje na
zn&ajke i prednosti kompozitnih materijala u odnosukoavencionalne materijale,
definiran je problem, objasSnjena svrha i cilj igtv@nja te je dan pregled dosadasnjih
istrazivanja.

U drugom se poglavlju prezentiraju detaljnija tgika razmatranja o kompozitnim
materijalima. Opisana je mikromehanika kompoziim zad@&a je odrediti vezu
mehaniékih svojstva kompozita i mehatkih svojstava vlakana, odnosno matrice.
Objasnjena je makromehanika jednoslojnih kompaogitkako se jedan sloj ponaSa
pri odreienom opteré&enju. Naglasak je stavljen na ravninsko stanje ewgija
proizvoljno orijentiranog sloja. Klagmom teorijom laminata opisana je
makromehanika viSeslojnih kompozita. Qifee su rezultante unutrasSnjih sila
laminata integracijom naprezanja u svakom sloju.

Budwi da su kompozitne konstrukcije podloZzne prograsivrdeformacijama
uzrokovanim efektima puzanja, opisano je viskoglaey ponasSanje i njegovo
implementiranje u analizi konstrukcija. Prikazanars reoloSka modela za opisivanje
krivulja deformacija-vrijeme: Maxwellov, Voigt—Keilvov i Burgersov model.
Analiza je provedena u Carsonovoj domeni, odnosmazi koji opisuju mikro i
makromehaniku kompozitnih materijala transformiraniu Carsonovu domenu gdje
su dobivene komponente tenzora viskoetastirelaksacije. Inverznom Carsonovom
transformacijom izréunate su vrijednosti komponenata reduciranog tenzor
elasténosti.

U tretem se poglavlju iznose odiene pojedinosti iz mehanike tankostjenih
kompozitnih grednih noga. 1znesene su osnovne pretpostavke na kojimansajite
model opisan u radu. Definirani su pomaci popog presjeka grednog nd@sauslijed

aksijalnog optere&enja, savijanja i uvijanja. Polje pomaka&d&a poprénog presjeka

4
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podijeljeno je na linearne i nelinearne komponebtefiniran je tenzor deformacije |
odgovarajde duljinske deformacije i zakrivljenosti srednjgijie laminata s obzirom
na komponente polja pomaka. O#tee su rezultante unutarnjih sila pajreg
presjeka grede i rezultantne laminatne sile segarlaiture grednog presjeka.

Cetvrto poglavije posueno je konanoelementnoj formulaciji problema koji se
obratuje. Model koji se temelji na metodi kaimah elemenata koncipiran je tako da
bude pogodan za lineariziranu analizu stabilnossmislu brze provjere krithog
opteréenja i pripadajéeg deformacijskog moda konstrukcije, a isto takaai
nelinearnu analizu stabilnosti, dakle ¢@aje kompletnog odziva deformacije s
obzirom na optekenje.

Konani element lineariziranog modela ima sveukupno f4prgeva slobode
gibanja. Primjenom principa virtualnih radova izeed je elastha matrica krutosti
konanog elementa Sto je ujedno i znanstveni doprin@g)oada dok je geometrijska
matrica preuzeta iz radova prethodnika. Problernilstasti tretiran je kao problem
vlastitih vrijednosti pa se kao rezultat dobivajlastite vrijednosti koje imaju
znaenje krittnog opteréenja gubitka stabilnosti te pripadni vlastiti vektkoji
predstavlja formu gubitka stabilnosti.

U svrhu je nelinearne analize primijenjen tzv. kaogski ili Eulerov pristup koji
je u svoj osnovi na nivou kotiaog elementa linearan, a sve se nelinearnosti uvode
transformacijskim matricama iz lokalnog koordinagnsustava vezanog za kéna
element u globalni koordinatni sustav konstrukcli@kalni kon&ni element ima
osam stupnjeva slobode. Izvedena je lokalna tangenatrica krutosti. Integracija po
uzduznoj osi elementa se provodi u tri Gaussowketodok je integracija po
popr&nom presjeku provedena podjelom pdpag presjeka u kokai broj
integracijskih povrSina. Tangentna matrica krutostonstrukcije dobiva se
transformacijom lokalne tangentne matrice krutosilobalni koordinatni sustav.

U petom je poglavlju opisandanalni program Eulam. Prikazan je shematski tijek
programa te opis potprograma. U svrhu valorizagjenalnog programa analizirano
je 12 primjera. U prva dva primjeracumaju se translacijski, odnosno rotacijski
pomaci opteréenih nosda. U dva sljed& primjera provedena je linearizirana, a
narednih Sest primjera nelinearna analiza staliilnd$ zadnja je dva primjera
testirano ponaSanje u rezimu puzanja pri savijaopijanju i izvijanju grednih

konstrukcija.
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U zakljwku rada istaknuti su rezultati, znanstveno postignudoprinos rada.
Doneseni su zakliici o ispravnosti i valjanosti ovakvog ¢i@a modeliranja
tankostjenin kompozitnih grednih konstrukcija tejeil usporedbe dobivenih
rezultata s rezultatima drugih autora. TédQ autor predstavlja svoje planove i
smjernice budéih istrazivanja u domeni stabilnosti kompozitnih edmnih

konstrukcija.



2 . Mehanika kompozita

Kompozitni materijali su idealni za primjenu kod nstrukcija koje zahtijevaju
veliku ¢vrstatu ili krutost uz malu masu, otpornost na korozgugotrajnost, dobra
akusttka i termalna svojstva itd. Kompozit je materijafikse sastoji od dvije ili viSe
faza koji je sd@injen tako da su mehatkie zn&ajke cjeline bolje od zrajki
pojedin&nih faza [31]. Disperzirana, kfa i ¢vrS¢a faza naziva se djanje, a
kontinuirana, podatljivija i slabija faza naziva atrica. Zbog kemijskih interakcija
ili drugih proizvodnih efekta, moze se pojavithedufaza izméu ojatanja i matrice
(sl. 2.1.).

Kontinuirana faza

() ;
‘ . — (matrica)
‘ ‘ Medufaza

Disperzirana faza

. ./ (ojacanje)
a ©

sl. 2.1.Faze kompozithog materijala

Znxajke kompozita ovise o zéakama faza, njihovoj raspodjeli i volumnom
udjelu oj&anja. Raspodjela, geometrija i orijentacijacajgja utj€u na heterogenost i
anizotropiju kompozitnog materijala. Faze kompomnitaju razltitu ulogu koja ovisi
od namjene samog materijala. Kod konstrukcija g@mizahtjevima s obzirom na
cvrstatu, disperzirana faza manje ugenacvrstotu i krutost dok matrica preuzima
opteréenje. Pri véim zahtjevima s obzirom n&vrstatu, oja&anje predstavlja

7
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"kraljeznicu" sustava i oddeje ¢vrstatu i krutost konstrukcije, a matrica podupire i
spaja disperziranu fazu te prenosi lokalna napjazajednog viakna na drugo.

S obzirom na vrstu ofjanja, kompoziti se mogu podijeliti na kompozite gsane
cesticama i kompozite pajane vlaknima koji se dalje dijele na jednoslojne i
viSeslojne kompozite. Jednoslojni kompoziti mogwimeprekidna jednosmjerna ili
dvosmijerna vlakna te isprekidana vlakna sa naswm ili cillanom orijentacijom.
ViSeslojni kompoziti se dijele na laminate i "serlvpanele. Ovaj rad se bavi
gredama laminatnog pogreog presjeka.

Matrice su uglavhom metalne, kergk® ili polimerne, a materijali vlakana su:

staklo, bor, ugljik, aluminij, silicij, volfram, bidij, polietilen, aramid itd.

2.1. Mikromehanika kompozita

Osnovna zadam mikromehanike je odrediti vezu mehdi svojstva kompozita i
mehanékih svojstava vlakana, odnosno matrice (sl. 2.B1. tome se polazi od
osnovnih pretpostavki:

= vlakna i matrica su idealno povezane tj. deforneacijakana i matrice su

jednaka

= nema Supljina u kompozitu

= |okalni efekti (npr. koncentracija naprezanja) nigeti u obzir

= matrica i vlakna su izotropni

3
£ 1
Matrica Vlakna Kompozit
Er, Gy, vt En, G, Vin E\, By, G, vin=?

sl. 2.2.0snovna zad&a mikromehanike
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2.1.1. Uzduzno opter&enje

Uzduzna os 1 poklapa se sa smjerom vlakana. @8sinoze se vidjeti da je:

& =—. (2.1)

sl. 2.3.Uzduzno optekenje elementarnog volumena

Za kompozite s paralelnim vlaknima, volumni udjelakana i matrice mogu se

izraziti preko povrSine pop¥aog presjeka:

v, =2y =B (2.2)
A A

pri cemuA; i Ay ozn&avaju povrsSine popteog presjeka vlakana, odnosno matrice, a
A predstavlja ukupnu povrSinu poprneg presjeka. Budii da nema Supljina u
kompozitu, vrijedi:
V, +V, =1. (2.3)
|z pretpostavke da je veza vlakana i matrice ideahjedi da su deformacije
vlakana i matrice jednake;
n =& - (2.4)
Za vlakna i matricu vrijedi Hookeov zakon pa naprga iznose:
o, =k, &, (2.5)
o =E [£,. (2.6)
Naprezanje vlaknas djeluje na povrSinu poptaog presjeka viakna, naprezanje
matriceo, djeluje na povrsinu popteog presjeka matric&y, a prosjéno naprezanje
o1 djeluje na ukupnu povrSindy, tako da rezultantna siRaiznosi:
F=0A=0,A +0_A.. (2.7)

UvrStavanjem izraza (2.4)-(2.6) u prethodni izeziz jednakost



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

o, =E & (2.8)
dobiva se:

A
A

UvrStavanjem izraza za volumne udjele vilakana iricet(2.2) u prethodni izraz

E =E +Em%, (2.9)

dobiva se izraz za uzduzni modul el&stisti:
E =EV,+EV (2.10)
koji predstavlja zakon mijeSanja kompozita (emde of mixtures
Za sliaj kada je ukupno naprezanje jednako Poissonov koeficijent za ravninu
1-2 iznosi:

v,=-22 2.11
=g (2.11)

Popré&ne deformacije vlakana i matrice iznose:
Ab, = bV, 0, L&, , (2.12)
Ab =blV, b [& . (2.13)
Uz pretpostavku da su deformacije u smjeru 1 viakamatrice jednake, onda za

popre&nu deformaciju vrijedi:
Ab=-bl&, = bw,, [&,, (2.14)
aiz sl. 2.3. proizlazi:
Ab=Ab, +Ab . (2.15)
Kombiniranjem izraza (2.11)-(2.15) slijedi:
Vi, =V, V, +v V., (2.16)

Sto predstavlja zakon mijeSanja za Poissonov kigeiicys .

2.1.2. Popregno opteretenje

Za jednosmjerne vlaknaste kompozite moZe se pretgtsda su jednaka
naprezanja matrice i vlakana u smjeru osi 2 (dl.)2Tada se pop¢ae deformacije
mogu izraziti preko naprezanja:

10
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-9

Eat :E_f’ Eom E - (2.17)
(o) 2
(R O
[
1
0
Y | |
ITITITTY
(0))
sl. 2.4.Popre’no opteréenje elementarnog volumena
Ukupno produljenje je zbroj produljenja vlakanaatnce pa vrijedi:
Ab=¢g,b=V, ke, +\, I&,,, (2.18)
odnosno:
£, =V &y *VnEom, (2.19)
Sto uvrStenjem izraza (2.17) postaje:
o o
& =V, E—2+Vm—2- (2.20)
f
Buduéi da naprezanje u smjeru 0si 2 iznosi:

o, = E2£2! (221)

kombiniranjem izraza (2.20) i (2.21) dobiva se zzza popréni modul elastinosti:

E,E,

= _VmEf+Vf =

(2.22)

2.1.3. Smi¢no opteretenje

Promatran je jedan sloj koji je sénb opteréen u ravnini 1-2 (sl. 2.5.). Kutna

deformacija vlakna i matrice iznosi:

:i :i
hEgh eTg (2.23)

11
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sl. 2.5.Sm¢no opteréenje elementarnog volumena

Na osnovu trigopnometrije moZe se dokazati da je:
Vie = ViV + ViV (2.24)

Kutna deformacija sloja iznosi:

Vip =22, (2.25)
G,
Pod pretpostavkom da je tangencijalno naprezangnoj&ko rasporéeno,

kombiniranjem izraza (2.23)-(2.25) dobiva se:

% =;—1:Vf +%Vm (2.26)
pa modul smicanja u ravnini 1-2 iznosi:
G, G,
VG, G, =20

Modul elasttnosti viakna je puno ¥eod modula elasthosti matrice. S obzirom na
tu ¢injenicu iz mikromeharkih izraza moze se zakljiii da modul elastinosti
vlakna znd&ajno utj€e na uzduzni modul elagtiosti kompozita, a modul elagtosti
matrice ima veliki utjecaj na pogt@ modul elastinosti i modul smicanja u ravnini

1-2 kompozita.

2.2. Makromehanika jednoslojnih kompozita

Osnovna zad@ makromekanike jednoslojnih kompozita je opisakdk se jedan
sloj ponaSa pri oddenom opteréenju. Na sl. 2.6. prikazano je troosno stanje

naprezanja elementarnog volumena.

12
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AO33

032

I

I

|

|

| 023
I

|1A013

I

sl. 2.6.Stanje naprezanja elementarnog volumena

Tenzori naprezanja i deformacije se mogu zapisatbliku jednostupastih

matrica:

(2.28)

T
O—ij _[Jll 022 0—33 023 0—31 012 0-32 013 o Jl

= T 2.29
& _[811 Eyp €33 Ep3 €31 €15 €3 €15 € 2]1 ( )

Veza izméu komponenata Cauchyjevog tenzora naprezanja otargeformacija
moze se izraziti tenzorom podatljivo§i ili tenzorom elastinosti Cjjq [32]. Budtti
da su naprezanja i deformacije tenzori drugog realatenzori podatljivosti i
elasttnosti tenzoricetvrtog reda, veza tenzora deformacija i naprezanfgeksnom
zapisu glasi:

& =S (2.30)
0y =G & (2.31)
zai,j, k 1=1, 2, 3.

2.2.1. Anizotropni materijali

Anizotropni materijali je onaj materijal kojemu $aicko-mehantka svojstva u
razlicitim smjerovima razliita. Stanje deformacije anizotropnog tijela ucem

sliaju moze se izraziti kao:

13
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811 S.llll %122 S.l133 S1123 %131 S1112 §132 §113 §121 Ull
522 S2211 S2222 S2233 S2223 S2231 %212 3232 %213 %221 0-22
£33 S3311 S3322 S3333 S§323 %331 S§312 %332 %313 %3'211 033
823 S2311 8232 S2333 S2323 S2331 S2312 S§332 S2313 %32 023
531 = S3111 S3122 S3133 S3123 S3131 S3112 %132 %113 %121 0-31 1 (2 . 32)
512 8.1211 %222 S.l233 S1223 %231 S1212 %232 §213 §2]le 0-12
832 S3211 S3222 S3233 S@223 S3231 S§212 %232 %213 %221 032
513 S.1311 S1322 %333 %323 %331 %31 S1332 S1313 S1321 g 13
_£Zl_ _82111 S2122 S2133 S§123 S§1131 %112 %132 %113 §_1.2_’La 21
a stanje naprezanja kao:
_Ull_ _Cllll C1122 C1133 C 1123 C 1131 C 1112 C 1132 C 1113 C 1;2; 811_
0-22 C2211 C2222 C2233 C 2223 c 2231 C 2212 c 2232 c 2213 C 2 1£22
JB3 C3311 C3322 C3333 C 3323 C 3331 C 3312 C 3332 C 3313 C 31 533
023 C23ll C232 C2333 C2323 C2331 C 2312 C 2332 C 2313 C 233 823
031 = C3111 C3122 C3133 c 3123 c 3131 C 3112 c 3132 c 3113 C 31pn £31 " (2-33)
012 C1211 C1222 C1233 C1223 C 1231 C 1212 C 1232 C 1213 C 12] 512
032 C3211 C3222 C3233 C 3223 C 3231 C 3212 C 3232 C 3213 C 32@ 832
013 C1311 C1322 C1333 C 1323 c 1331 C 131 C1332 C1313 C1321 3 13
_le _C2111 C2122 C2133 C2123 C 2131 C 2112 C 2132 C 2113 C ZUZ:LS 21

Tenzori podatljivosti i elastnosti, kao tenzortetvrtog reda, su kvadratne matrice
dimenzija 9x9. Budéi da su kutne deformacije i tangencijalna naprezan]
konjugirana, tj. &i=&1, &3=&p, &13=&1 | 0172021, Op3=03, O13=031, Mogue je
matriceSjq i Cju Svesti na oblik 6x6. Time se broj materijalnih &@mti smanjuje sa
81 na 36, a zbog simetrije samog tenzora e€lass$ti, odnosno podatljivosti, broj
konstanti se smanjuje na ka@né 21, Sto je i maksimalni broj materijalnih kosusti
koje opisuju ponasanje elastog materijala. S obzirom na navedeno izrazi zaden

deformacija i naprezanja anizotropnog materijal@mse pisati kao:

al [Su S S5 %% S §o
& Sn Ss Su S5 |02
& _ Siz Sy S5 S6||0s , (2.34)
Va Sy S5 Q6| T4 .
Vs SIM S5 S6|| Ts
Ve ] | Ss6 || 76 |
odnosno:
0] [Cu Cip Ci3 Ciy Cis Cyff €4
P Cya Ca3 Cyy Cys Cy| €2
93| _ Ciss Ca Css Cgell €3 _ (2.35)
Ty Cas Cus Cugl||Va .
Ty SIM Css Csel| Vs
176 ] L Ces || V6

14
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Simetrija tenzora elastiosti moze se dokazati na sljédeatin. Rad po jedinici

volumena iznosi:

1
WZEQJ-&%- (2.36)
Deriviranjem prethodnog izraza (2.36) falobiva se:
ow
o :E:Cljgj (2.37)

te josS jednim deriviranjem pg dobiva se:

- oW 2.38
' 0g0e; (2.38)
Isto vrijedi i za obrnuti redoslijed deriviranja:
- OW 2.39
" oe0s (2:39)
pa se moze zakliti da je:
c =, % (2.40)
i analogno:
S =5, (2.41)

2.2.2. Ortotropni materijali

Ortotropni materijali su oni materijali koji imajui meiusobno okomite ravnine
simetrije. Broj materijalnih konstanti, u tom &hju, reducira se na devet pa izrazi za

tenzore deformacija i naprezanja poprimaju skedblik:

&[Sy S» S5 0 0 0oy
& S S 0 0 0o,
& |_ Se 0 0 0oyl (2.42)
Vs Su 0 0|1,
¥s SIM Ss 0|75
Ve ] L 6| 76

15
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o] [Cy Cp Cy 0 0 0]&
o, C,, C,s O 0 0le,
o3| _ Cis O 0 0 |e, (2.43)
Ty C44 0 0 Va '
Ts SIM Css O || ys
LT6] L Ces || V6

Iz tenzora podatljivosti i elagtosti moze se primijetiti da nema interakcije
izmedu normalnih naprezanja, o», o3 i posmgnih deformacijays, vs, ve, Sto zndi da
normalna naprezanja uzrokuju samo normalne defojendsto tako nema interakcije
izmedu posménih naprezanjau, s, 76 i Nnormalnih deformacija;, ¢», €3, Sto znéi da
posmina naprezanja uzrokuju samo kutne deformacije. btop ni interakcija
izmedu posménih naprezanja koja djeluju u jednoj ravnini i kintrdeformacija u
drugoj ravnini, tako da posfma naprezanja uzrokuju samo kutne deformacije u

ravnini u kojoj djeluju.

2.2.3. Transverzalno izotropni materijali
Materijal je transverzalno izotropan kada kroz swakcku materijala prolazi
ravnina u kojoj su fizikko-mehantka svojstva u svim smjerovima jednaka, tj kada je

jedna od glavnih ravnina ujedno i ravnina izotreggl. 2.7.).

O0000LVOOOOOO0OO
OOO})/OOOOOOOOOO
0000000000000

0000000000V O

/ Ravnina izotropije

sl. 2.7.Transverzalno izotropan materijal

16
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U slwtaju da je ravnina 2-3 ravnina izotropije kao n&9l., tada vrijedi:
C12 = C13’ C22 = C33’ C55 = C66’

odnosno:

Tenzori podatljivosti i elastnhosti trasverzalno izotropnih materijala imaju pet

Cy

S %
S S3
S

SIM

SIM

2.2.4. Ravninsko stanje naprezanja

= S5 ST 9956 = e
pa izrazi za tenzore deformacija i naprezanja pogyu sljedéi oblik:

Sn

o O o o

Se6

O O O o

0

© o o o

1R

materijalu koji se moZe opisati samo sa dvije nijalee konstante.

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

materijalnin konstanti. Kada materijal ima beskoma mnogo ravnina u kojoj su

fizicko-mehanika svojstva u svim smjerovima jednaka, radi se otr@gpnom

Pretpostavka ravninskog stanja naprezéaga je kod analize vlaknima &gnih

geometrijska dimenzija manja od druge dvije.

kompozitnih materijala [33]. To je zato jer se wiakti kompoziti uglavnom Kkoriste

za gredne, plaste, cilindéne ili druge konstrukcijske oblike gdje je jedna

17
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/2
oO’
5

0 1

Q

sl. 2.8.Elementarni volumen u ravninskom stanju naprezanja

Ako sloj kompozitnog materijala lezi u ravnini 1{3l. 2.8.) tada se moZze
pretpostaviti da je:
0,=0,71,=0,71,=0 (2.48)
pa se reduciranjem izraza (2.46) dobiva:

&) [Su S 0]fo,
& =S, S, 0 |<o0,p. (2.49)
Vio 0 0 Su|lTyp
Na sl. 2.8. desno orijentirani koordinatni sustalaloran je tako da se os "1"
poklapa sa smjerom vlakana, os "2" je okomita né&lds leZi u ravnini sloja dok je
os "3" okomita na ravninu sloja.
Matrica oblika 3x3 u izrazu (2.49) naziva se reddi tenzor podatljivosti.
Komponente tenzora podatljivoSi izrazene preko inZzenjerskih konstanti glase:

S :é' (2.50)
S, :Eiz, (2.51)
S, :_V_Elf:_%’ (2.52)
S =é_ (2.53)

Inverzni tenzor od reduciranog tenzora podatljivog reducirani tenzor
elasttnosti koji je dan u sljedem izrazu:
Jl Qll Q12 O gl
02 = Q12 Q22 O 82 ! (254)
2P 0 0 QglV

18
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gdje su komponente tenzora elé&stisti Q;:

Qu =ﬁ, (2.55)
Q, = S, y (2.56)
SiS,- &
Q, = S, _ (2.57)
S$iS,- $
Q.= 1 (2.58)
S66
ili izrazene preko inzenjerskih konstanti:
Q= = vE;le , (2.59)
Q, = E, | (2.60)
1-v,,V,,
Q,= ViE, _ VaE, | (2.61)
1-vv, 1-vy,,
Q, =G, (2.62)

2.2.5. Naprezanja i deformacije proizvoljno orijentiranog sloja

Na sl. 2.9. prikazan je elementarni volumen sargtavosima 1 i 2. Potrebno je
izvesti transformaciju iz koordinatnog sustava giavosi materijala (1-2) u globalni
koordinatni sustawty). Vlakna su pod kuton® u odnosu na pozitivni smjer 0si

Pozitivan smjer kut# odabran je u smjeru suprothnom od rotacije kazailgksatu.

2N Y

/ ]
+0

sl. 2.9.Elementarni volumen u lokalnom i globalnom koordtien sustavu
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Za ravninsko stanje naprezanja transformacijskegddbe kojim se izrazavaju
naprezanja u globalnom koordinathom sustavu preiorazanja u koordinatnom
sustavu glavnih osi materijala glase:

o, cos 8 sirf @ 2si® co8 ||o,
o, =| sinf@ cosf - 2si cod |<a, ;. (2.63)
7, |-sinfcos si® cof cé¥- SiF||r

Xy

Uobicajeno je da se prethodni izraz (2.63) pojednostaulpiSe kao:

0-1 O-x
o, 1 =[T){ o, ¢, (2.64)
112 Txy

gdje je [T] transformacijska matrica:

cos 8 sirtg 2sif coé
[T]=| sin’6 codd - 2si@ cob |. (2.65)
-sindcoy sird cof céF¥- S

Inverzna transformacijska matricg][* ima sljedéi oblik:

cos @ sirf @ - 2sif col
[T]"=| sin*6 cogé 2sirf cof (2.66)
sindco¥ - sird cof céF- s

i koristi se u izrazu:

O-x 0-1
o, v =[T] {0, | (2.67)
Txy T12

Analogno, transformacijski izrazi za deformacijugnese napisati kao:

‘91 gx
g =[T] & ;. (2.68)
Ve 2V
gx 81
g =[] & ¢ (2.69)
Wy Vi

Radi ¢injenice da se u izrazima (2.68) i (2.69) kutnaod®facija pojavljuje u

polovicnom iznosu u izraze za transformaciju uvodi se ic&fR]:

20
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1 00
[Rl=[0 1 © (2.70)
0 0 2
pa se tenzori deformacije mogu zapisati u sliedeobliku:
'gl gl 1 'gl
-1
& =[R|1 & ¢, g 1=[R{&,;, (2.71)
Ve Ve Vi Vi
£X £X X £X
-1
& =Ry & 1 18 (=R & (2.72)
yxy %yxy %yxy yxy
Reducirani tenzor elaghosti (2.54) moze se zapisati kao:
Jl ‘91
a,(=[ql} & (2.73)
le y12
pa se uvrstavanjem izraza (2.73), (2.71) i (2.6@yaz (2.67) dobiva:
o, o, &,
-1 -1 -1
oy (=[T] oot =[TTIQRITIR & - (2.74)
Txy 112 yxy

MoZe se pokazati da ][ T][ R~ =[ 1] pa uvalenjem izraza za transformirani

reducirani tenzor elagtosti:

_ Qll Q12 O ?ll :QJ.Z :QlG
Q=[T"Q. @ o|[7'=Q Q Qf (2.75)
O O QGG Q16 QZG QGG

veza tenzora naprezanja i deformacije poprima oblik

Ox ?11 ?12 ?lG &x
Oy (= 912 922 926 Ey (> (2.76)
TXV QlG QZG QGG Y, Xy

gdje su komponente transformiranog reduciranogotenalastinosti:
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Q,=Q,cos 8+ 2Q,+ X, )SiRG coh+ Q,, sity

Q,, = Q,sin* 8+ 2(Q,,+ 2Q,)sif & codd+ Q,, co¥

Q, =(Q - Q,—-2Q,)sind cod 9+ Q,~ Q,+ 2Q,,)cod sitg
Q, =(Q,+Q,,—2Q,)sir g cod g+ Qee( cos6 - siﬁﬁ)2

Q. =(Q,+ Q,-4Q)sn’ fcos §+Q, ( codd+ sing)

Q= (Q,- Q,-2Q,)cod siff+ Q,~ Qi+ 2Q,)sif coP

Analogno gore prikazanoj proceduri, moze se terdgiormacije izraziti preko

(2.77)

tenzora naprezanja:
o) [505 3]-
£, 0719 S Ss|yoy (2.78)
Yol 1S S 6|7
gdje su komponente transformiranog reduciranogotengodatljivosti:
S, = S,co8 8+ 2(S,+ 2S,)sifd cosf+ § sity
S,=S,sin*8+2(S,+ 2 S,)sifd codd+ § co¥
S.=(2S,-2S,- S)sindcodf+ 2S- 25 S)caB sid
S =2(2S,+ S,-4 $- $)sirf 8 codb+ g co¥ + si‘rﬁ)
S,=(S,+ S,-S,)sin*cos g+ 32( coé+ siﬁe)
S;=(25,-2S,- S)cod siff+ (2S- 25+ S)sif cd¥

(2.79)

Ako se pretpostavi da jg, = 0, izraz (2.76) se dodatno reducira u siedelik:

e 3
‘[XY Q16 Q66 Txy

gdje je:
Q. =Qu- %22: , (2.81)
Qe = (516-%—36, (2.82)
Q=0 @283
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2.3. Makromehanika viseslojnih kompozita

Vlaknom oja&ani materijali se nag&e sastoje od viSe slojeva koji tvore laminat
(sl. 2.10.). Pri tome je svaki sloj tanak i mozZaimazIitu orijentaciju vlakana. Dva
laminata mogu biti razlita iako imaju jednaki broj slojeva sa jednakonmemiacijom
pod uvjetom da imaju razit raspored slaganja. Osnovna zalanakromekanike
viSeslojnih kompozita je opisati kako se viSesldjpmpozit ponaSa pri odtenom
opteréenju. Pri tome je koriStena klésia teorija laminata uz sljeéke pretpostavke:

» |aminat je tanka pka u stanju ravninskog naprezanja

= spajanje slojeva je ,idealno”, odnosno debljinajafhepila) je jednaka O i
nema proklizavanja

= zadrZan je kontinuitet pomaka s obzirom na spoj

= pri deformiranju normala na srednju ravninu lamanastaje okomita ),

%2=0)

sl. 2.10. Laminat

Na sl. 2.11. prikazana je kinematika deformacijaitata u ravnink-z. 1z slike se
vide pomaci toke A koja je smjeStena na proizvoljnoj udaljenastod srednje

ravnine.
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srednja ravnina

sl. 2.11. Kinematika deformacije laminata

Up, Vo I Wp ozn&avaju translacijske pomakecte® srednje ravnine laminata u

smjerux, y i zosi. Pomak t¢ke A u smjerw osi je:

u=u,—z(. (2.84)

Prema pretpostavci da normala ostaje okomita naepaippresjek, predstavlja
nagib srednje ravnine laminataxas pa vrijedi:
0w,

w,
= : 2.85
p=— (2.85)
Izraz (2.86) tada glasi:
ow
—u,—z2—=. 2.86
e~ (2.86)
Analogno za savijanje u ravnirg, ) vrijedi:
v=0 —z9% 2.87
o ay ) ( . )
Za male deformacije vrijede izrazi:
ou _du 0%w
=2 =" _ o 2.88
*0x  0X X (2.88)
dv _o0v, 0w
g =—=—2-7—=2, 2.89
Yooy oy oy (289
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ou Ov _du, 0v 0w
N aay 2.90
Vo dy 0x dy O0x 0%y (2.90)

odnosno u matthom zapisu:
0
X X KX
—_ 0
£, (=1 E T ZIK, b, (2.91)
yXy ygy KXV

gdje sugi? komponente deformacije srednje ravnine laminata:

ou,
£0 0X
5 ov
£ l= o L (2.92)
plo| Y
Y ou, , 0v,

+_0
dy 0X

a k; su komponente zakrivljenosti srednje ravnine latan

°w

X
0°w,

, [ (2.93)
9%w,
oxay

X X
1
|

x

2

UvrStenjem izraza (2.91) u izraz (2.76), konstitné jednadzb&-tog sloja laminata,

izrazena preko deformacija i zakrivljenosti srediajenine laminata, poprima oblik:

X (§11 (:212 ?16 € ?11 :Q12 :Q16 Kx

= 912 922 926 2 + 92 _QZZ _QZG Ky ) (294)
Q16 Q26 Q66 K y)?y Q16 Q26 Q66 K K Xy

Rezultante unutrasSnjih sila laminata prikazanih sla 2.12. mogu se dobiti

X o

o

< o

Oy

Txy ‘

integracijom naprezanja u svakom sloju:

N, = j o, dz, (2.95)
S
A

N, = [ g, dz, (2.96)
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N, = | 7, dz, (2.97)
%
= j o, zdz, (2.98)
%
%
M, = I o, zdz, (2.99)
%
M,, = j r,, 2dz, (2.100)

%
gdjeh ozn&ava ukupnu debljinu laminata.

sl. 2.12. Rezultante unutrasnjih sila laminata

Na sl. 2.13. prikazan je pogre presjek laminata sastavljenog wdlojeva ukupne
debljine h. Granice prvog sloja su odiene vrijednostimaz, i z;, drugog sloja
vrijednostimaz; i z,, k-tog sloja vrijednostimay.; i z, an-tog sloja vrijednostima,_,

I Z,. Rezultante unutrasnjih sila laminata iz izraz3§?-(2.100) mogu se matrio
izraziti kao suman integrala naprezanja:

N, y | O Ca | Ox
N, (= [10,tdz=) [ 10, (2.101)
- k=lgz_,

N,| 7|o, 0y,

Mx JA Oy n % g,

M, t= [0, tzdz=) [Jo,¢ @z (2.102)
M| 7%|o G g

Xy xy g

26



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

\ 1 ( 2 ‘

srednja ravnina )5

) 2
e e
\ Zn-1

{
| n

sl. 2.13.

Popre’ni presjek laminata

Uvrsti li se izraz (2.94) u izraze (2.101) i (2.)Opretpostavi li se da su

komponente transformiranog reduciranog tenzoratié&tessti Qj konstantne kroz

cijeli sloj, dobiva se:

Nel L 1Q Qo Qsf |, [& . | K
N, :Z Q Q Qs J- 53 dZ+I K, dZ, (2.103)
N,y = Qs Qs Qs ‘ A ng Ky
M.l 1Qu Qe Qo [& 5 | Ko
M, :Z Q, Q, Q j 53 ij"'j K, Zd (2.104)
M,y ~ Qs Qs Qe K A y)?y M Ky

Budwi da vrijednostiey, &), v, K. K .k Jisu funkcije odz, mogu se izltiti iz

izraza pod integralom pa jednadzbe (2.103) i (2.p@primaju opi oblik:

N [A A Asl[&] [Bu B, Byllx,
Ny =1 A, A, Ag 53 +| B, B, By Ky ¢ (2.105)
ny AG AZG ABG V;y BlG BZG BGG ny
M X Bll BlZ Bl6 ‘9)(() Dll D12 D16 Kx
My = BlZ Bzz Bze 53 + D12 D22 D26 Ky (2-106)
Mxy B.I.G B26 BGG V;y D16 D26 DGG ny
gdje jeA; aksijalna krutost (engxtensional stiffnegs
A :Z(Q) (h-n), (2.107)
k=1 k
By spregnuta krutost (engending-extension coupling stiffngss
1=
B =52(Q) (-0, (2.108)
k=1 k

Djj savojna krutost (en¢pending stiffnegs

27



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

D, =23(@) (n°-ns). (2.100)

3 k=1 k

Izrazi (2.105) i (2.106) mogu se zapisati skirzo:
N| |A Bjfg 2110
M[ |B D||«] (2.110)
2.4. Puzanje kompozita

Puzanje se moze definirati kao pojava da se tijekaiemena pouw&avaju
deformacije pri konstanthom optéemju ili konstanthom naprezanju. Dakle, kod
opisivanja puzanja uvodi se faktor vremena pri i@pigu veze izméu naprezanja i
deformacije. Pri izradi laminatnih konstrukcija rjanjenih dugotrajnoj eksploataciji,
stoga, treba voditi tana o puzanju materijala. Barbero i Luciano [25] mu
ispitivanju viskoelastinog ponaSanja polimernih kompozitnih materijalaansvili da
na puzanje polimernih kompozita udtjeisklju¢ivo viskoelasttna svojstva matrice jer
efekti puzanja nemaju mjerljiv utjecaj na vlakna.

U svrhu lakSeg opisivanja krivulgaprezanje-vrijeme deformacija-vrijemecesto
se ponaSanje materijala pri puzanju prikazuju oo modelima. Na sl. 2.14.

prikazan je Maxwellov model koji se sastoji od [sdg spoja opruge i prigusSiva.

Eo 77

O O
——1

sl. 2.14. Maxwellov model

Brzina deformacije Maxwellov modela iznosi:

9 , o)
S

gdje jeEo modul elastinosti u zat = 0, a/ je parametar viskoznosti. Integriranjem

E(t) = (2.111)

izraza (2.111) po vremenu dobiva se:
o 1
E(t)=—+—|odt. (2.112)
& 0

Buduéi da je naprezanje konstantno dobiva se:
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£(t) = %+ﬂ . (2.113)
Izraz (2.113) moze se joS napisati kao:

£t)=Q'(t)o. (2.114)
ili obrnuto:

o(t) =Q(be. (2.115)

gdje Q(t) i Q () predstavljaju linearne diferencijalne operatolaksacije i puzanja.
Za Maxwellov model vrijedi:

a1t
Qi) =—+—.
() E0+ (2.116)

Za Voigt—Kelvinov model koji se sastoji opruge iguSivata u paralelnom spoju
(sl. 2.15.) vrijedi:

a(t) =né(t) + Ee(t)

(2.117)
RjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.117) glasi:
o _E
£(t) :E[l—e i J (2.118)
pa linearni diferencijalni operator puzanja za \teiglvinov model glasi:
1 E
Q™ (1) =E[l—e ”] (2.119)
E
O (2
- n —
sl. 2.15. Voigt—Kelvinov model

Na sl. 2.16. prikazan je Burgersov model koji s& f@azivacetvero-parametarski
model. Buddi da su elementi Maxwellovog i Kelvinovog modelasfavljeni u

serijski spoj, diferencijalni operator puzanja sebiga zbrajanjem diferencijalnih
operatora puzanja ta dva modela:
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a1t 1 o
Q =—+—+—|1-e™ | 2.12
E, m Ez{ ( 0

gdje 17, dolazi na mjesto og u izrazu (2.116), &, i /7, dolaze na mjesto dd i 17
uizrazu (2.119).
E,

o o
- 7 -

sl. 2.16. Burgersov model

Za razliku od Maxwellovog modela, Burgersov modebib opisuje i primarno i
sekundarno puzanje.

Buduwi da se viskoelasthost opisuje diferencijalnim jednadzbama, radi
jednostavnosticesto se uvodi Laplaceova transformacija jer se takminira
vremenska varijabla pa se viskoel&stiproblem svodi na elastii problem [34].

Laplaceova transformacija funkcijg¢) odreiena je integralom oblika:
f(9)=]e (Pt (2.121)
0

Medutim, Carsonova transformacija:
f(s)=sf(9 (2.122)
je jos prikladnija jer u Carsonovoj domeni vrij¢8b]:
Q(9Q*(9=1. (2.123)
Carsonovom transformacijom izraza (2.116) i (2.1889)uvrStavanjem u izraz

(2.123) dobivaju se linearni diferencijalni operatelaksacije i puzanja u Carsonovoj

domeni za Maxwellov i Burgersov model:

S L _ Egrs
Q(9) s E s’ (2.124)
A==t = E/1(E+n.9) s (2.125)

QXS EE+(nE+E(n+n,) stnn,d
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Laméove zn&jke matrice mogu se izraziti preko linearnog difarjalnog

operatora relaksacije:

H Qv
/1 = T ’ "

m (1+ vm)(l— 2/m) (2.126)
__Q,

o, —2(1+ Vm) : (2.127)

Budwi da je pretpostavljeno da su viakna elast Laméove zriajke vlakna su:
/] _ Efo

f (1+Vf )(1_ V. ) ' (2.128)
— Ef

Hi 2(1+Vf ) . (2.129)

U izrazima (2.126)-(2.129,, v i E; su: Poissonov koeficijent matrice, Poissonov
koeficijent vlakna i modul elastosti vlakna. Promjena tih zéagki u vremenu je
zanemariva [36].

Tenzor viskoelastne relaksacije u Carsonovoj domeni za kompozit&anj@a

jednosmjernim cilindginim vlaknima preuzet je od Luciana i Barbera [37]:

\i(§2+2§§+ a$, & 5 a8 bsa’-b

L,(9)=A +20, ——| =+ H ° < ] (2.130)
' g 9 f.c png p.gc 4c

H
C9=i VPSS _S-5 a-b
S =A,+— - - , _
L,(s) =4, o [2c[1m 2 4 6) (2.131)
- = Vi aS ab+P
L(S) = A, +— - , :
-~ = . Vi a§ ag  a*-b
L, (S) = A, + 2/, —— + + , _
2(8) = A+ 240 H[Z/f/mc 2u cg  A4AC (2.133)
-1
- - 25,, 1 48
L () =A, -V, | —==+— +— , (2.134)
44 f( /'Im /'Im_/'/f /Jm(z_Z/f)}
-1
L(s) =4, -V, —§+ _ 1 : (2.135)
Ium Ium_luf
gdje je:
a= [y — =2l 21 ¢, (2.136)
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b=vip; — V=20V Y +20 YK, (2.137)

C= (=t ) (s ~H=2u V=Y F UV AR FHY FAURY U Y ), (2.138)

c=2-2_, (2.139)
L_2aS ags, (S-5) §(B-§ H & Y+ § a’p
2ic oy 2Egc oG 21 ,,9¢ . (2.140)
. a ®-2b’-3ab

8c®

Vrijednosti S, § i S preuzete su od Nemat-Nasera et al. [38] uzithajuwobzir
geometriju vlakana i izrazene su kao parain@ifunkcije [39]:

S,=0,49247- 0,47608 — 0,02748, (2.141)
S, =0,36844- 0,1494¢ - 0,27158, (2.142)
S, =0,12346- 0,3203§ - 0,23517. (2.143)

Komponente tenzora elastosti trasverzalno izotropnih materijala iz izrd2a47)
u Carsonovoj domeni mogu se izraziti preko komptinanzora viskoelasthe

relaksacije [28]:

Cuu(9 = Lu(9, (2.144)
Cio(9= L9, (2.145)
3+ 1- 1-
sz(s) _Z Lz +Z L23( 3"'_2 Lzu( 3, (2.146)
10 a3 is-1
Coa(9 =7 L 9+, Ll 977 L3, (2.147)
Ces(9) = Lee(9 - (2.148)
Izrazi (2.55)-(2.58) u Carsonovoj domeni su onda:
S - C _ 6122(3)
Qu(9=0Cy(9 ézz(s) , (2.149)
612(5) = E;_2( 9- 23(8) Q_z( 9 (2.150)
C,.(9
S - C _ C3223(5)
sz(s) - C‘Qz(g 622(5) ’ (2.151)
Qee(s) = E:66( 9. (2.152)
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Carsonova transformacija jednozna funkcije je, kao i Laplaceova
transformacija, jednozkmaa. Isto tako je i transformacija slike tj. obrnuta
transformacija u originalnu funkciju jednozma. Obrnutom Carsonovom
transformacijom dobivaju se komponente reduciratemgora elasthosti Q;1, Qiz,
Q221 Qs U vremenskoj domeni. U Ranalnom programu Matlab izranate su
vrijednosti komponente reduciranog tenzora elaesti za kompozitni materijal sa
polimernom matricom ED-6 i staklenim vlaknima voluog udjelaV: = 0,54 koji je
analiziran u primjers.3.11. i 5.3.12Rezultati su prikazani u tab. 2.1. u ovisnosti o
vremenut. Zna&ajke materijala dane su u tab. 5.5.

t (h) 0 50 100 200 500 1000 2000 500010000 20000 50000

Qu |[3945 3858 38,19 37,95 37,85 37,79 37,69 37,45 37,23 37,09 37,07
Q. |10,67 7,04 537 422 3,77 352 3,08 205 1,04 0,27 0,005
Q22 298 196 149 1,17 105 098 085 0,57 0,29 0,07 0,001
Qes 354 231 1,75 137 123 1,14 099 0,65 0,32 0,08 0,001

tab. 2.1. Komponente reduciranog tenzora elaststi GP3
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Tankostjeni kompozitni
3. gredni no&a

3.1. Osnovne pretpostavke

Gredni nos& su deformabilna tijelacije su dimenzije poptmog presjeka
relativno male u odnosu na duljinu néaaPritom, popréni presjek moze biti puni ili
tankostjeni. Tankostjeni gredni n@gsau oni nosé cija je jedna dimenzija popteog
presjeka (debljina stjenke) puno manja od ostahlihova glavna prednost u
usporedbi s grednim nasma punog popraog presjeka je Sto su, s obzirom na
utroSak materijala,dinkovitiji za prihvatanje sila okomitih na uzduznu os. &gim,
ponaSanje takvih konstrukcija je puno sloZenijeakve konstrukcije su sklonije
gubitku stabilne ravnotezne forme [40, 41, i 42ht je analiza tankostjenih
konstrukcija puno zahtjevnija od debljih konstry&ai matematiki modeli su puno
slozeniji.

Prema obliku, tankostjeni pogreé presjeci se dijele na otvorene, zatvorene i
kombinirane, a s obzirom na simeénost dijele se na jednoosno sim&ig, dvoosno
simetrcne | nesimettine. Kod dvoosno simetnih poprénih presjeka centar
smicanja i teziSte se poklapaju. Centar smicanjang t&ka poprénog presjeka za
koju je suma momenata svih unutrasnjih @nfi sila pri savijanju jednaka nuli.
Centar smicanja se poklapa s centrom torzije [43,#6d centrom se torzije
podrazumijeva ona ta poprénog presjeka oko koje se odvija rotacija popos
presjeka pri uvijanju.

Gredni nos& mogu preuzimati aksijalna i stima opteréenja te opter&Enja na

savijanje i uvijanje. Bitne razlike popm@h presjeka grednih no&ase ispoljavaju pri
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uvijanju. Neokrugli popréni presjeci se vitopere pri uvijanju tj. ke poprénog
presjeka, osim rotacijskin pomaka, dozivljavajuksifalne pomake. Kada aksijalni
pomaci nisu sprig@eni, svi popréni presjeci se mogu jednako deformirati pa se u
njima javljaju samo primarna tangencijalna naprgzahakvo uvijanje se nazivasto

ili St. Venantovo uvijanje [45]. Ako su aksijalnbmaci ogranieni ili je torzijski
moment promjenjiv uzduz no&a, tada se javljaju normalna naprezanja koja uzuoku
sekundarna tangencijalna naprezanja. Takvo uvijaej@aziva Vlasovo uvijanje ili
uvijanje s ogrardienim vitoperenjem [46]. Pri uvijanju zatvorenih kastjenih noséa

I nos&a s punim popim presjekom, sekundarna tangencijalna naprezanjaogu
zanemariti.

Ovaj rad je ograken na analizu tankostjenih kompozitnih grednih karkgija pri
cemu se model temelji na kl&ebj teoriji laminata (CLT) [1] te sljeden
pretpostavkama:

= gredni nos&je pravocrtan

= projekcija konture popt®og presjeka na ravninu okomitu uzduZnoj osi
nos@&a ostaje nepromijenjena tijekom procesa deformarargdnosno
ponaSa se kao kruto tijelo (Bernoullyjeva pretpdsay

= posmEna je deformacija u srednjoj plohi ndaajednaka nuli (Vlasova
pretpostavka)

= svaki se dio grede ponasa kao tanka ljuska, Stéi dlaapravac okomit na
konturu ostaje okomit tijekom cijelog procesa defwanja (Kirchhoffova
pretpostavka)

= pomaci su veliki, a deformacije male

3.2. Polje pomaka

Na sl. 3.1. prikazani su pomaci pogmeg presjeka grednog ndsa uslijed

aksijalnog optergenja, savijanja i uvijanja.
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sl. 3.1. Pomaci poprenog presjeka kako krutog tijela

Cartesijev koordinatni sustawv, (X, y) odabran je tako da se aspodudara s
uzduznom osi nosa koja prolazi kroz tezista O svih pogméh presjeka. Koordinatne
osi X i y glavne su osi inercije popfeog presjeka. Komponente pomaka popog
presjeka kao krutog tijela su:

Wo — translacijski pomak teziSta O po pravcuzsi
Us, Vs — translacijski pomaci centra smicanja S po ArassiXs i Vs,
@2, ¢« , ¢y — rotacijski pomaci popteoga presjeka oko 03, Xs i Vs,
6 — parametar vitoperenja popn@ga presjeka definiran u odnosu na
centar smicanja.
pri ¢emu je:
(zs, X Ys) — koordinatni sustav s ishodiStem u S, a panalsl&oordinatnim

sustavomi x, y).

Pri tome je:
WoEW(d, U= U3 vE A% 478 L %
¢x:c:jvs :¢x(z)7 ¢y:ﬂ:¢y(2), e:_d_¢z:g(3 : (31)
‘ dz dz

Iz izraza (3.1) je vidljivo da su sve komponentenp&a funkcije jedino varijable
a parameta#je istovjetan negativnom jedimom kutu torzije.
Polje pomaka taka popreénog presjeka definirano je izrazom:
Ui={w U V}={w+w wu w7y, (3.2)

pri ¢emu suw, u i v komponente linearnog polja pomaka:
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o Jdv o du dg,
W=V ydz " dz @ dz’
u=u-(y- )4,

v=v, +(x-Xx) ¢,

dok W, U i vV predstavljaju veliine drugoga reda zbog ukdienih efekata velikih

(3.3)

rotacija u skladu s [6, 7] i iznose:
W= 8.(x-x)+0 4y~ v)]
a=[02x+0.0,y-(03+07) % (3.4)

v

[0y 00 x-(02447) v

3.3. Deformacija

U skladu s nelinearnim poljem pomaka tenzor defaij@ge:

a=%“u+QL+(q+QL+(u+PL(u+vh}' (3.5)
odnosno:
£ =G} TR, (3.6)
uz:
26 =4, + Y, 20 =4, Uy, 28§ =0, + 7, (3.7)

pri cemu zarezi ozri@avaju parcijalne derivacije s obzirom na koordieabsi.

sl. 3.2. Pomaci t@aka konture popm@nog presjeka
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Na sl. 3.2. prikazan je dio konture prostornog tetjenog grednog no&a U
konturnom koordinatnom sustavg (), s) definirani su pomaci srednje linije konture

presjekaw, U, v dok su pomaci ttaka udaljenih od srednje linije definirani kao:

9 9T _
W(Z,SI')—W—Ha—Z, {zs)E ¥ a4 (u,z9n", (3.8)

pri ¢emu je sr ozn&en radijus konture, a @ udaljenost proizvoljno odabranecke

pola P od pravca normatete prema sl. 3.2. oni iznose:

q=(x-x)cosf+ (y- ¥ )sing, (3.9)

r=(x=x,)sinB-(y- y,)coss. (3.10)
Veza grednih i konturnih pomaka izrazena je kao:

w=W(zsn,

V=U(z s cosB+ \ z s hsig , (3.11)

U=U(zsnsinB-\ z s hcop .

S obzirom da se u konturnom koordinatnom sustavogeo srednje linije konture

presjeka w, U, vsastoje od linearne i nelinearne komponente, udsekk izrazom

(3.11) moge je pisati:

W =W (zs0,

v'=U"(z s jcosB+ V( z s hsing, (3.12)
u"=U"(z s nsinB-V( z s hcog ,

W =W"(z s 1),

v =U"(z s fcosB+ V*( z s hsig, (3.13)

u™ =U"(z s nsinB- V*( z s hcog3 ,
pri cemu indeksL i NL ozna&avaju linearne odnosno nelinearne komponente pomaka
U skladu s time, pomakedaka udaljenih od srednje linije iz izraza (3.8)idiedne u

konturnom koordinatnom sustavm, (0, $3 mogue takater promatrati razdvojeno na

natin:
w(zsn=w- naalZ Y(zs)yE"v- %U—S " ,z,9Rr 7", (3.14)
NL —~NL ou™ L - au™ —N

w'(z s =W - et V(zsye"V- R W ,z, 98 Mu (3.15)
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Postujéi Vlasovu pretpostavku da je srednja deformagiau srednjoj plohi jednaka

nuli te pretpostavku da se projekcija konture popog presjeka ponasa kao kruto

tijelo, komponente deformacije rasdte od nule u egzaktnom obliku su:

_ow_ow_ o0 _ow_ow_ o' 616
€™ 0z 0z af’ € 9z 0z 072’ '
(o] (o on)]  _owow vau 0wy
T P 0z) oz =~ 97 9s 029 0D ¢ :
. _O0W aw ov

é =—, , 3.18
2Z az eZS as az ( )

gdje je g dio tenzora deformacije linearan u pomacimau, a v, 7, je dio
deformacije nelinearan u pomacima u i v dok je § dio deformacije linearan u
pomacimaw,u,v.

UvrStavanjem izraza (3.12) u izraze (3.16) slijedi:

(2] mmm s g

0z 9z 9z 62 s 0265 02 !
N ow aw ov
g =W 5 _OW OV 3.20
“ 9z “ 0s 62 ( )

pri cemu je odgovarajte duljinske deformacije i zakrivljenosti srednjeijie laminata
s obzirom na komponente polja pomaka (3.3) ndegaraziti u obliku:
EL_a\TvL dw, dv _dy d¢

c "oz dz Yz &z (3.21)
K, :—gzzf = dd; S|n,8+ d'y cos@+ ¢ (3.22)
_de¢z (3.23)

paizrazi (3.19) i (3.20) postaju:
ezz:%—%(ﬁ nsin,B)—%(y— ncosB )—% w- nq, (3.24)
ezs=2n%- (3.25)

Analognim je pristupom mogd@e i nelinearne komponente deformacije iz izraza

(3.17) i (3.18) izraziti preko odgovargjbh komponenata polja grednih pomaka. Cilj
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je ovih transformacija u kodaici dobiti odgovarajée krutosti grednoglana preko
rezultanti unutarnjin sila kako je razZemo u narednim poglavljima. Pri tome je
uoceno da se izrazi proizaSli od nelinearnih dijelpeanaka u potpunosti poklapaju s
izrazima ve izvedenim u literaturi [47] i kao takvi ne preddjaju nikakvu novinu te

je iz tog razloga taj dio izvoda ovdje izostavljen.

3.4. Unutarnje sile

sl. 3.3. Pomaci t@aka konture popm@nog presjeka

Rezultante unutarnjih sila pogreg presjeka grede prema sl. XiBe:

- aksijalna sila:

F,=]o,dnds, (3.26)
A
- momenti savijanja:
M, = {\Jz(y— ncosg )dnds, (3.27)
M, = £az(x+ nsin3)dnds, (3.28)
- moment uvijanja:
M, =7, ndnds, (3.29)
A
- bimoment:
M, =[0o,(w-ng)dnds. (3.30)
A

Kao dodatni se torzijski moment pojavljuj€ i koji je uzrok tzv. torzijskog izvijanja

kod tankostjenih grednih nasai koji iznosi:
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dg, —d
T, = [0, pran "l = g 2 (3.31)
A

dz dz’

Pri ¢emu je K poznat kao Wagnerov koeficijent, a pripadni sekiefeaziva
Wagnerov efekt. U izrazu (3.3g)predstavlja udaljenost proizvoljnecke poprénog

presjeka od ttke glavnog pola odnosno centra smicanja.

3.5. Rezultantne laminatne sile segmenta konture grednog

presjeka

S obzirom na odgovaraje teoretske pretpostavke s¢ptka ovog poglavlja, a uz
adaptaciju na gredni koordinatni sustavs(n) sa sl. 3.2., analogno izrazima (2.101)

i (2.102), laminatne sile iznose:

% %
N, = [ o,dn, N, = [ 7dn, (3.32)
% %
% %
M, = [ondn,  M,=[7ndn (3.33)
% %
te se izrazi (2.110) svode se na sljgablik:
{sz}: Ail Ai6 {gz}_'_ Bll BlG:|{KZ}, (334)
st _ALG 'A66_ ysz L B.l6 BGG Ksz
{Mzz}:_Bll 816_{£z}+_D11 D16j|{Kz}. (335)
M, _BlG Bse_ Vsz) L Dis  Des |4

Iz gornjih izraza vidljivo je da se uz spomenutetpostavke gredne teorije ukupan
sustav laminatnih sila na konturi pogmeg presjeka reducira na komponente

prikazane na sl. 3.4.
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sl. 3.4. Laminatne sile segmenta konture grednog presjeka

Takader, u skladu s izrazom (2.80), konstitutivha jeditedza jedan laminatni sloj

[az]:[@f élg][Esz) 3.36)
) Q0 Q) e |

gdje suéii* tzv. reducirane krutosti prema (2.81)-(2.83).

grede glasi:

U skladu s konstitutivnim jednadzbama iz (2.32§ abzirom na (2.22) i (2.23),
rezultantne sile iz (2.24)-(2.27) magu je izraziti preko komponenata grednih

pomaka na sljedenain:

Fo=e Aydsti [(Ax Bsinf) dsrk,J (A y Beos) ds
TR (A~ BuO dstK[ By d, (3.37)
M, :£S£(Aux+ B,sinp) ds+/(y£( A %+ 2 Bsing+ D,sif B )ds
*KJ(Axy+ By )sinfS - By >cosB+ O, sing cof Jis
[ (Apwt BwsinS- B xq- QusinB)ds A,[ (B x QsiNB) ¢, (3.38)

M, =53£(A1y— BMCOSﬁ)dSJny£ (A xyt B winB- B xcog- D sif co8 )is
+KXI(A1)/2—2§1)/COSG+ D11 COéﬁ )js"

K[ (A yw= Bweosf— B, yar D,qcos Jds &, (B y D cof )¢ (3.39)
M, = £2/B,ds+ K, ( By %+ Dysinf) dsra, [ ( B, ¥ D,Cos8 ) ds
+Kw£(816w_ D;c0) dS+KszIS D ds, (3.40)

M, = Efi(ﬁnw— B,Q) dst«,[( A w+ Bwsinf- B, xg D qing) ds
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+Kx£('°11wy_ Bllwcoslg_ B.quy"' qucosG )dS‘

+ij(A11w2 —2B,qut D11q2) dS"Kszi( Bewo— Dsd 4, (3.41)
pri ¢emu su deformacije i zakrivljenosti:
o dw __du __dv __d%, _ 09,
gz_dz’ K,= 2 K.= e K,= &’ K,= 2 4 (3.42)

lzraze (2.33)-(2.37) moge je zapisati i u matihom obliku kao:

F,] [E. E. E; E., Ed[&
M, En En Ex Eu Exllk,
M,r=1Bn Ep By By Exlyk, (3.43)
M, En En Ei Eu Eigl|k, |
M:] [Es B Ess Es Esgf |k
pri ¢emuclanovi matrice iznose:

.= Ay ds

E,=E;= £(A&1X+ B,sinB) ds

E;=E;=[(A,y- B,cosf)ds

E.,= E41:£(A_11w_ B..9 ds

Es = E51:£ Bieds

E,, =[(A,X +2B,xsinf+ Dy,sirf §)ds,

Es=E,=](Axyt B,winS- ByxosB- D;sinB cof s

E,, = E42=£(A11XW+ B.wsinf - B, xa— D,08inB ) ds (3.4

E,s = E;, = (B,gx~ Dysinf)ds
=1 (Anys2 —2B, ycosB+ D;, co8S ¥s,

E34=SE43=J (A, Y- Bgcosf - B,yar B,qcof8 )ds
B = B = I (Bigy— Dy,cosB)ds,

E,.=[(A¢f -2B,qu+ D,,f) ds

Eus = SES4 =[(Biw= Dy ds

E. = £ Dycds
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4. Konacénoelementna formulacija

Pri projektiranju tankostjenih grednih konstrukcipal posebne je vaZznosti Sto
toc¢nije predvidjeti granino stanje stabilnosti deformacijskih formi [47]. kéasu
analitcka rjeSenja ograténa samo na siajeve relativno jednostavnije geometrije
nos&a, pri analizi je ovakvih problema evidentna nuinoporabe neke od
numertkih metoda, npr. metode kofrah elemenata.

Metoda konanih elemenata temelji se na podjeli kontinuuma ahgovarajéi broj
poddomena kortmih dimenzija, konéne elemente, koji su ndiesobno povezani u
konainom broju t@akacévorovima konanih elemenata te se time kontinuirani sustav
aproksimira diskretiziranim s ko&ram brojem stupnjeva slobode. Zadovoljavanjem
uvjeta ravnoteze svakog elementa i uvjeta kompatbii u ¢vorovima konanih
elemenata problem se svodi na sustav jednadzbi dwjeadi kon&nih dimenzija
elemenata algebarske. RjeSavanjem sustava tihdebinaz posStivanje rubnih uvjeta
odreiuju se¢vorne nepoznanice ko&r@h elemenata.

Problem analize stabilnosti grednih prostornih karija izrazito je sloZzen zbog
nevektorske prirode velikih prostornih rotacija kaozbog rotacijske ovisnosti
momenata. Pri velikim se prostornim rotacijama wmidhju torzijski momenti
polutangencijalnog karaktera i momenti savijanjasitangencijalnog karaktera, a
ukoliko su u nekongvoru konstrukcije spojeni nekolinearni gredni kémaelementni
¢lanovi, postojate potreba za zbrajanjem dgusobno nekompatibilnin komponenata
momenata odnosno momenata koji se u svojoj naraviv@ikim prostornim

rotacijama ne ponasaju jednako.
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Jedno od modgiih rjeSenja spomenutog problema denje je komponenata
nelinearnog polja pomaka pri iz#enju matrice krutosti grednog kaimeng elementa,
izraz (3.4), ili pak uporaba adekvatnih relacija transformaciju matrice krutosti
prilikom prebacivanja iz lokalnog ko&@oelementnog koordinatnog sustava u
globalni koordinatni sustav.

U konanoelementnom modelu razvijenom kroz ovaj doktorskl koriStena su
oba navedena pristupa. Naime razvijeni je modetipdran tako da bude pogodan za
lineariziranu analizu stabilnosti u smislu brze peoe kriticnog opteréenja i
pripadajéeg deformacijskog moda konstrukcije, a isto takaa inelinearnu analizu
stabilnosti, dakle pkznje kompletnog odziva deformacije s obzirom na@énje.

U svrhu je nelinearne analize primijenjen tzv. kaogski ili Eulerovi pristup koji
je u svoj osnovi na nivou kotiaog elementa linearan, a sve se nelinearnosti uvode
upravo transformacijskim matricama iz lokalnog ldinatnog sustava vezanog za
konani element u globalni koordinatni sustav konstrigkciKako pri ovakvom
pristupu nije mogée razlgiti geometrijski linearni dio matrice krutosti katreng
elementa od geometrijski nelinearnog dijela, a wpise takvo odvajanje zahtijeva pri
lineariziranoj analizi stabilnosti, u tu je pak Burnuzno bilo primijeniti i ovaj drugi
spomenuti pristup.

Kroz ovoc¢e poglavlje biti poblize opisana oba koncepta aealivijanja uz prikaz
vektora koriStenih kortaih elemenata i @a izvaienja matrica krutosti kokaog

elementa.
4.1. Princip virtualnih radova

U osnovi metode koraih elemenata lezi primjena principa virtualnih oad koji
se temelji n&injenici da je potencijalna energija unutarnjiragédnaka virtualnom
radu vanjskih sila, te u slaju kada nema volumenskih sila glasi:

oU =W, (4.1)

['s o' dv=["to('u+ 1) da, 4.2)
v A,

gdje je U potencijalna energija unutarnjih silyV je virtualni rad vanjskih sil&;

je Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrstg, Green-Lagrangeov tenzor

deformacije ti povrsinske siley, i U, su komponente pomaka, dokgeznaka za
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varijaciju. Gornji indekg oznaava da se radi o totalnim vrijednostima. Zanemiari |
se p@&etne pomake i deformaciju prije izvijanja slijedi:
'S, =°§+S;, 'g =g, ="+, 'u+'G=y-+a, (4.3)
pri ¢emu gornji lijevi indeks 0 ug; i ti ozn&ava da se radi o petnim vrijednostima
dok vel€ine bez gornjeg lijevog indeksa predstavljaju imkemtalne vrijednosti.
Kako za Green-Lagrangeov tenzor deformacije prgwavrijedi:
Og; = 08 + 1], + 08, (4.4)

proizlazi:
Jaj qudV+\J/'°Sj qujdV+£°sj 6, dV—pJ;Qti 5L]idA,=pJ;ti du dA, . (4.5)

Izraz se moze napisati i kao:
U, +doU,-0W=09/7 =0, (4.6)

pri ¢emu je:
oU . :Isj 0g, dV - elasttna potencijalna energija unutarnjih sila,
\%

U = [°S; o, dV + [ °S; 68 dV - [ % 301, dA, - geometrijski potencijal pi@tnih
v \Y A
unutarnjih i vanjskih sila,

oW = J'ti ou, dA, - virtualni rad vanjskih sila,
A,
dok /7 predstavlja ukupni ili totalni potencijal.
Uz konstitutivnhe jednadzbe:
S =Cijéu s (4.7)

gdje C,, predstavlja tenzor elastiih konstanti te uze; = de, , bit ce:

[Cio e 06 dv +[°S dp,dv +[°s; 68 dv - [ % 40 dA, = [t ou dA, . 4.8)
v \Y \Y A, A

lzraz (4.8) predstavlja linearizirani princip vidginih radova. Integrali s lijeve
strane predstavljaju geometrijski linearno odnosminearno ponasSanje grednog
¢lana i posluzi kao osnova za idemje linearne (elasthe) odnosno nelinearne
(geometrijske) matrice kotimaog elemenata. Integral desno od znaka jednakosti

predstavlja virtualni rad vanjskih sila.
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4.2. Linearizirana analiza

Ratunalni program Eulam razvijen tijjekom izrade ovektdeske disertacije
prvenstveno je bio zamiSljen kao alat za nelineaimulaciju kompozitnih grednih
konstrukcija u rezimima geometrijski velikih progidh pomaka i rotacija. S obzirom
na potrebu brze provjere ktitiog opteréenja kod kojega konstrukcija gubi stabilnost
u raunalni je program integriran i modul za izvrSerge. tvlastite zad& stabilnosti
[48, 49] odnosno tretiranje problema stabilnost kaoblema vlastitih vrijednosti.
Osnovni je koncept van dijelom preuzet iz programa THINWALL [50, 47], a
pridodani su vlastiti moduli koji se ¢ti specifénosti laminatno kompozitnih
popre&nih presjeka. Daljnjim¢e tekstom biti objaSnjen iztan elasitne matrice
krutosti kompozithnog grednog katreog elementa, za koji je podloga posluzio

konani element iz r&aunalnog programa THINWALL.

sl. 4.1. Tankostjeni gredni kor@i element s 14 stupnjeva
slobode

Na sl. 4.1. prikazan je prostorni tankostjeni gieklimacni element s dva&vora
ozn&ena s A i B. O i C predstavljaju teziSte i centaricanja poprénog presjeka.
Konani element ima sveukupno 14 stupnjeva slobode gabén po ¢voru) te su

odgovarajdi vektori cvornih pomaka &vornih sila e-tog elementa:

(U)" ={ s tip, O B Bir B W 15 D B B B 00 6 (49)
(1) ={Fux Fax Fu Moy Mo My Fio Fio Fro Mg Mg Mo Moy Mg} . (4.10)
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Uvodenjem izraza (3.24) i (3.25) u izrazedkh i dU dobiva se:

A, =[(0,0e,,+1 Pe) dv=
\Y

_ My s avs Y e dy de,
—J;J;{a{da (x+nsm,[3)5¥ (y ncos,G’)5E d%+
+7,,2n @%}} dAdz=
dz
(e sdw o ~du fy dg, @,
ﬂ az "0 az Me0ag T Medm g MOy dz}d - @1l

oA A ol et )
o[ o) ol o o G % |
o[ o) oS> f ) %
)l (%
g a2

+9M { ( ¢x¢j [%¢Xﬂ+°r?5(%jz+OMw{J(d—V;‘iZd—ilﬂ}dz. (4.12)

Na osnovi integrala (4.23) dobiva se elasti matrica krutosti kodaog elementa,

x

<

mc

x

<

dok iz integrala (4.24) slijedi geometrijska madrkrutosti, odnosno:
8U. =(5u°) keu®, (4.13)
8U = (5u°) kg u®. (4.14)
Usporedbom integrala (4.11) i (4.12) s istovjetnigrazima iz [47] udava se

identinost izraza (4.12) bududa geometrijski potencijaiine produkticvornih sila i

komponenata pomaka. Iz tog razloga geometrijskaicaakrutosti ne predstavlja
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specificnost kompozitnih grednih no&a Meiutim, to nije sldaj s elastinim dijelom
potencijala te je elastiu matricu krutosti potrebno izhanati uzimajiéi u obzir sve
¢lanove proizasSle iz sprege svih komponenata ofgaja i deformiranja, a u skladu s

pretpostavkama iz 3. poglavlja.
4.2.1. Odredivanje linearne matrice krutosti

Integral (4.11) je uz uvrétavanje izraza (3.44)gnde rastaviti na podintegrale:

dw, ; dwy 59w dys dy o g9, 5 dw
-[Eﬂ T IEZ i -([ES &° dzdzj; a4

dg, dw, dvg - &y dy du o dy. du
+j2515 o=z jEﬂ 0= dzr_[lgz 0 dzjg 0y 07

IE24dZZ d“Sd IZEzSd%JdLLd jgld‘gza dzj gdusdv g

dz 1z
d? d o d o
Jeiptottan e llo a2 est w] g M

0

| dus d¢z v, (g, d’p, . dg, &, dF,
l d—z dz+ jag Jdidj@l L0 dzjzg., o de

+j2551d"‘65d¢2d jzgzdlédd@d j2g3d2‘45 Zdjz §°2¢6225d7532dz

dg, 594, .

I L

(4.15)

Promatraju li se zasebno deformacije koje gotj@d aksijalnog opteéenja,
momenata savijanja u ravninanza X i (z, y), odnosno torzije te se za pomake u polju

konanog elementa uvedu sljegeaproksimacije:
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usA VsA ¢ZA
W @ 1) 1)
w=Nd M u =N =N TR g =N R 4.1
0 w {WOB } 0 u usB 0 v VsB ¢Z @ ¢ZB ( 6)
¢yB ¢XB BB

gdje suN,,,N,,N, i N, interpolacijske funkcije:

Nwz{l—l—z l—z} Nu:{l—:”l—fﬂz_f z—2_i+|_f 3—2%—2—332 _l_zal_jjl (4.17)

|
3z 27 22 7 3% 2% %
N\/:N(I):{]_—I—Z+I—2 —Z+I——I—2 — T T3 __+_2ﬂ- (4.18)

Integriranjem izraza iz (4.15) po duljini kaifmeog elementa dobée seclanovi koji

asembliranjem na odgovaragi pozicije matrice 14x14 formiraju elastu matricu

krutosti kon&nog elementa.

4.2.2. Jednadzba konénog elementa i vlastita zadéa stabilnosti

Elastcna matrica krutosti dobivena na ¢ima opisan u prethodnome poglaviju
zajedno s geometrijskom matricom krutosti iz [4&jezino predstavljaju ukupnu
matricu krutosti konénog elementa. Slijedom toga kao jednad#bag kon&nog

elementa dobiva se:
(Ke+k&)ue=fe (4.19)
U cilju formiranja jednadzbe konstrukcije, izraz&10) definirane u lokalnom

koordinathom sustavu za sve kona elemente kojEine konstrukciju potrebno je
transformirati u globalni sustav pa se kao jednadahtosti dobiva:
(Ke+Kg)U =F, (4.20)

gdjeKg ozna&ava elastinu matricu krutosti konstrukcij& ¢ geometrijsku matricu
krutosti konstrukcije, & i F su vektori inkrementalnibivornih pomaka &vornih sila
konstrukcije.

Jednadzba (4.32) nelinearna je u pomaclinger je K = Kg(U) te se mora
rieSavati inkrementalno-iterativno, no kako je xakal razinu vanjskog opterenja
odnos unutarnjih sila uvijek isti te smatré@jpromjenu unutarnjih sila proporcionalnu

promjeni vanjskog opteéenja, mogte je kod slaganja matricKs izlucivanje

51



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

zajedntkog parametrad, nakoncega je preostali dio matrice linearan. U tom se
sluwtaju izraz (4.32) moze napisati [47, 48]:
(Ke+AK )u =F. (4.21)
Kad je promatrani sustav savrSen, odnosno ukolikovsjednost vanjskog

opteréenja pri gubitku stabilnosti ne mijenja, inkrememqtter&enja konstrukcije-

jednak je nuli pa jednadzba (4.21) postaje:
(K.+AK )u =0, (4.22)

¢ime se dobiva tzv. vlastita ili svojstvena zé&alastabilnosti [51], acijim se
rieSavanjem dobivaju vlastite vrijednosti, ..., A, koje imaju zné&enje kriténog
opteréenja kod kojeg konstrukcija gubi stabilnost. Svakemijednosti kritcnog
opteréenja pripada vlastiti vektdd [52] koji u ovom sléaju predstavlja samo formu
gubitka stabilnosti. Od prakiiog zn&aja je samo najniZza vlastita vrijednost, odnosno
samo njoj odgovarafia prva krittna sila izvijanja. Promatranje problema stabilnosti
na ovakav né&n, kao problema vlastitih vrijednosti, naziva seebriziranom

analizom stabilnosti ili lineariziranom zaaten stabilnosti [48, 53].
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4.3. Nelinearna analiza

Na sl. 4.2. prikazane su tri konfiguracije tankestgg konanog elementa tijekom
procesa deformacije. Petna, nedeformirana konfiguracija ozana je s&C,, zadnja

poznata deformirana konfiguracijaGg a trenutna nepoznata konfiguracijaCsa

y4

sl. 4.2. Inkrementalni proces deformacije

U ovom radu koristi se Eulerova formulacija ravrioié jednadzbi, odnosno sile i
pomaci u ravnoteznim jednadzbama se definiraju Qrekenutne nepoznate
konfiguracijeC,.

Osi X, Yi Z su fiksne i predstavljaju globalni koordinatnitsi® dok osix, 'y i 'z
lokalnog ili Eulerovog koordinatnog sistema praten&ni element tijekom
deformacije. Na taj r@n izolirane su deformacije uzrokovane naprezanjn

deformacija koje su posljedica pomaka konstrukdge krutog tijela.

4.3.1. Tenzor deformacije
Tenzor deformacije, zbog pretpostavke dgje 0, ima samo dvije komponente:

—_ £Z
=] (4.23)
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Eulerova formulacija je u ®elu linearna na nivou lokalnog koordinatnog sustava
konanog elementa. Geometrijska nelinearnost je dklja preko transformacija
komponenata pomaka iz lokalnog u globalni koordinatistav pa je nelinearni dio

tenzora deformacije moge zanemariti. U obzir je uzeta jedino komponenta:

= ERC)

radi ukljwivanja Wagnerovog efekta koji uzrokuje torzijskovilanje nosaa. 1z

izraza (3.1) i (3.3) dobivaju se komponente tenz@f@rmacije:

dw, _dp, _dg,  d’p, 1 (d¢ ]
— o __ X — ). Z 4+ XZ =+ 'z , 425
& dz y dz X dz @ dz 2( ye) dz (4.25)
d¢
=2n—=, 4.2
£,= 2" (4.26)
Virtualni tenzor deformacije se moZze izraziti kao:
e =X 0%, (4.27)
gdje je:
dow dog, dop, d*dp, dog Dd¢ dog
J‘T - 0 X y z z z z , )
‘ { iz dz dz &z dz dz d (4.28)
1 -y -x -w (X+ 0
x.=|~ Y (+y) of (4.29)
0O 0 0 O 0 2

4.3.2. Tenzor naprezanja

Tenzor naprezanja ima dvije komponente:

— O-Z
o= } (4.30)

zs

Rezultanta unutarnjih sila moZe se rastaviti nal&@®ponenti:

F,=[0,dA, (4.31)
A

M, =]o,ydA, (4.32)
A

M, =~]oxdA, (4.33)
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M, =[7.ndA, (4.34)

M, = [o,wdA, (4.35)

T = jaz (x2 + yz) dA. (4.36)

A
Vektor unutarnjih sila:
() ={F, M, M, M, T, M} (4.37)
mozZe se napisati u obliku:

f, :lxach, (4.38)

gdje je:
11y X w (><2+y2) 0
00 0 O 0o a

(%)

(4.39)

4.3.3. Eulerov gredni kona¢ni element

Na sl. 3.4 prikazan je gredni kama element definiran u lokalnom Eulerovom
koordinathom sustavu. Qrolazi kroz tezistévornih presjeka. Element u lokalnom
sustavu ima osam mogh stupnjeva slobode gibanja pa se lokalni vektmmaka

¢vorova elementa mozZe napisati kao:

e T
( u ) :{wB1¢XA ’¢XB l¢yA !¢yB ’¢ZB !eA ’98} ] (4.40)
a lokalni vektortvornih sila kao:
e T
(f ) :{FZB’MXA’MXB’MyA’MyB'MZB’MaA’MaB} ' (441)

Indekse na oba vektora oztavae-ti konani element, a indeksi A i B ozéavaju

évorove elementa.
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>rp S —0r—>b)
O |A Bl w8 @=» z
/
h i
a)
Yy
X
N P
>>p ~— — >—>r—>pp
Mn)A A [ B F zB ]WzB M(f)B z
h i
b)

sl. 4.3.Gredni konani element u Eulerovom koordinatnom sustavu:
a) komponentévornih pomaka; b) komponenteornih sila

Primjenom principa virtualnih radova maguje dobiti ravnoteznu jednadzbu:
l T
[zt dz=(du°) £, (4.42)
0

gdje lijeva strana predstavlja virtualni rad unojdr sila iz izraza (4.37), a desna
strana predstavlja virtualni rad vanjskdv@rnih) sila iz izraza (4.41).

Komponente pomaka joS se mogu napisati kao:
7

WOZNWWB’ UO:NU{Z),A}’ VO:NV{ZXA}’ ¢2:N¢ HB ! (443)
yB xB ¢ZB
gdje je N, linearna interpolacija oblika:
z

N, =[N,] =[|—}, (4.44)

dok suN,,N, i N, kubicne interpolacije oblika:

222 72 7 7

Nu :[Nul Nuz]:|:z_|_+|_2 _I_+I_2:|, (445)
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N, :[Nvl Nv2] :{_ Z+2|_Z_|_Zz3 |_Zz_|_2£j|’ (4.46)
322 27 27 7 z 2
N¢ :[prl N<|>2 N¢3]:{ E - E z- | +|_2 _l—"'l—z] (4.47)

Komponente vektora iz izraza (4.28) sada se mogisath kao:

dow, _ N
*=—"0W,, 4.48
dz dz ° (4.48)
d d*d N
%, __ 0% __ N, %P, : (4.49)
dz dz dz |og,,
d d?o d’N
%, _dou, _ dN, |9, | (4.50)
dz dZ dz |09,
P,
d? d’N ‘
dif’z: az | % (4.51)
o6,
J¢ZB
dN
dgfz T; o6, (4.52)
o6,
5¢ZB
d dN
diz :T; a0, |, (4.53)
06,
pa se virtualni tenzor deformacija moze napisatbliku:
S =Bou, B=B +B, (u), (4.54)

gdje B, i B,, ozna&avaju matrice dimenzija 6x8ji ¢lanovi razltiti od nule iznose:

B, (1) =%, (4.55)

B (2,2=B,(34=8B (4 —T—‘+%, (4.56)
B.(29=8.(39=6,(49=-2+7, (4.57)
B, (4,6) :lg—llfz, (4.58)

B, (6.6) -8z_62 (4.59)
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B, (6,7)= 1_$+ 3|22 | (4.60)

B, (6,8)= 22,32 (4.61)
B. (6.6= (?z ?i j s, +(1—Iiz+3_fJ(lﬁzz-ifj@ +(-|_2533£_f—2|—6:}08, (4.62)

B. (6.7 (62 6?}( 4z, 32]% +£1—|4§r3;2j HAJ{-IZ 53;23[ 1—|4 +|Z:z’2)%5, (4.63)

2 T | 2
(S P A  wo
Moze se primijetiti da jeB,, funkcija torzijskog kutag,, te vitoperenjad, i 6, .

UvrStavanjem izraza (4.38) i (4.54) u izraz (4.4a8ynotezna jednadzba poprima
oblik:
~T
[.[.B x,0dAdz=f". (4.65)

4.3.4. Inkrementalni opis

U svrhu rjeSavanja nelinearnog problema, upottijébi se inkrementalni oblik
jednadzbe (4.65). Kokiai gredni element se deformira iz prethodne ravirete

konfiguracije definirane sa@, ° ¢z, Ga, i 6s U novu ravnoteznu konfiguraciju
definiranu sag+Ao, f+Af°, gp+Apm, Ba+AGn, | Be+ABg. Nakon prve varijacije
jednadzbe (4.65) dobiva se sljédenkrementalna jednadzba:

[\, B x,AcdAdz+ ||| o.x, dAdau® = Af*, (4.66)
gdje jexe matrica dimenzija 8x8ija su samo trélana razlita od nule:

x.(6,6)=a, x;(7,9=b, x.(88=c. (4.67)

(62 62) (62 62\, 4z 3% (62 62 2z 3
i +(F‘?J(l‘rﬂ—z]{l—f—j(‘rﬂ—zﬂ’ 59
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S e (i ity L e

Inkrementalni tenzor naprezanla@ se moze izraziti preko inkrementalnog tenzora

deformacijeAe kao:
Ae =Q.Ag, (4.71)
gdje Qt ozn&ava transformirani reducirani tenzor elé&ststi iz izraza (2.80):
Q=% :Ffl 936}. (4.72)
de | Q, Qs
Kombiniranjem izraza (4.27), (4.54) i (4.71) dobsa&
Ao =Q.x_BAu®, (4.73)

gdje Au® ozna&ava vektor inkrementalnitvornin pomaka. Prema tome, naprezanje u
konanom elementu nove konfiguracije iznosi:

‘6 ="0+A0, (4.74)
gdje lijevi gornji indeks 2 ozrava novu konfiguraciju, a indeks 1 zadnju poznatu
konfiguraciju. UvrStavanjem izraza (4.66) u izrakz7@) i preraspodjelom integrala
vezanih uz Wagnerov efekt, inkrementalna ravnotgédaadzba se moze napisati u
obliku:

KSAu® = Af °, (4.75)
gdje k7 oznaava lokalnu tangentnu matricu krutostiog elementa:

ke =[ [ B.x,Qx,BdAdz+[ [ o.x, dAd. (4.76)
Integracija izraza (4.76) po uzduznoj osi elemeetarovodi za tri Gaussovelke
podjelom poprénog presjeka u kowai broj integracijskih povrSina. Da bi se
izracunala matricaxe, vrijednost vitoperenjaw mora biti poznata. Vitoperenje se
izraunava na isti nan kao i za izotropne tankostjene pajre presjeke.
Da bi se odredile komponente unutarnjih sila uzwoijnom presjeku potrebno je

poznavati stanje naprezanja u svakofkiopopr&nog presjeka koji je zato

diskretiziran kon&nim brojem integracijskih povrsina (sl. 4.4.).
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A; /%/ §
X
V4
sl. 4.4. Diskretizacija popvr_énog presjeka integracijskim
povrSinama

U teziStu svake integracijske povrSine mégye odrediti stanje deformacije,
odnosno stanje naprezanja pa se sumiranjem popmnsinama dobivaju vrijednosti

komponenata unutarnjih sila u proizvoljnom pa@pi@n presjeku grede:

F. :gal LA, 4.77)
M,y =200, YAA, (4.78)
My, = —éau XAA, (4.79)
M., :Z::Tzss NAA, (4.80)
M, = gam WAA., (4.81)
T =20, (% + ¥)AA, (4.82)

gdje je m ukupan broj integracijskih povrSina, a indekd ¢znaava proizvoljni

popreni presjek na udaljenostiod ¢vora A kon&nog elementa.

4.3.1. Transformacija iz lokalnog u globalni koordinatni sustav

Da bi se utvrdili¢vorni pomaci konstrukcije pod optéemjem, neophodno je

transformirati jednadzbu (4.75) iz lokalnog u glimb&oordinatni sustav. Nelinearna
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transformacijska procedura [54] koja uzima u oktakte velikih rotacija je usvojena

u ovom radu;
Ke=(t ki g s & =t Ar & % £, (4.83)
gdje transformacijska matric dimenzija 14x8 sadrzi derivacije lokalnih pomaka

po globalnim pomacima, a transformacijska matrifadimenzija 14x14x8 sadrzi

odgovarajde druge derivacije i odrazava efekte promjene urgdiji konstrukcije
zbog globalnih sila.
Inkrementalne ravnotezne jednadzbe cijele konsijeikiobivaju se standardnom

procedurom sastavljanja [55]:

KsAU =AP, K, =>ks:, P =P-P, (4.84)

gdje je K, tangencijalna matrica krutosti konstrukcijalJi AP su odgovarajti

inkrementalni vektori pomaka i sila, &P i 'P ozna&avaju vektore vanjskih

opteréenja na konfiguraciju £ odnosno ¢
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5 . Raunalni program Eulam

5.1. Opis programa

U programskom paketdrortran Power Stationizraien je r&unalni program
Eulamkoji se temelji na numetkom algoritmu iznesenom u prethodnom poglaviju.
Program moze vrsiti lineariziranu i nelinearnu analkonstrukcija sastavljenih od
tankostjenih laminatnih greda.

Linearizirana analiza kao rezultat daje vlastitgednosti kritknog opteréenja pri
kojem konstrukcija gubi stabilnost i pripadni visistvektor koji ima zné&enje
deformacijskog oblika izvijene konstrukcije. Od kiianog zn&enja je samo prva
vlastita vrijednost i pripadni vektor.

Nelinearnom analizom dobiva se odziv konstrukcijekbm cijelog procesa
deformacije. To se postize inkrementalno-iteratmngporocedurom. Uwienje
opteréenja je podijeljeno u oddeni broj inkremenata unutar kojih se ponavljaju
iteracije do postizanja uvjeta konvergencije. Pnitg potrebno uvesti i porerggno

opteréenje radi simuliranja nesavrsenosti u konstrukciji.
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INPUT

v

CROSSEC

v

INITAL

Bifurkacijska
stabilnost

EMATKON

v

GMAT

v

GMATKON

v

EIVALUE

PRINT <

v

SFR

v

TRANSC
TRANSR
TRANS

EMATR

CREEP

v

STIFF
STIFGL

MATKON

v

POMACI

v

KOREKCUA

v

SFR

v

TRANSC
TRANSR
TRANS

STRAIN

v

STRESS

v

FORCEG
FKONST
FORCEL

Novi
inkrement

A

Da

sl. 5.1. Shematski prikaz tijeka programa Eulam
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5.2. Opis potprograma

Potprogram INPUT ¢itava ulaznu datoteku u kojoj su definirani: vrstaalize,
geometrija konstrukcije, mreza kaméh elemenata, rubni uvjeti, vanjsko optemgje,
materijalne zn&ajke i kontrolne varijable protana.

Potprogram CROSSEC izm@nava komponente transformiranog reduciranog
tenzora elastnosti. Tu se takder izra&unavaju vrijednosti funkcije vitoperenja u
tockama poprénog presjeka. Potprogram INITAL formira ¢®ine vrijednosti
pojedinih matrica i vektora kao i ostalih parameatdoitnih za proréun. U
potprogramu PREF se iz ulaznih vrijednosti vanjskoqeréenja formira vektor
referentnog optetenja.

U slwaju bifurkacijske stabilnosti potprogrami ELMAT i MAT formiraju
elasttne, odnosno geometriiske matrice krutosti svih Koie elemenata,
transformiraju ih u globalni koordinatni sustav e nakon toga potprogrami
EMATKON i GMATKON slazu u elastinu, odnosno geometrijsku matricu krutosti
konstrukcije. Potprogram EIVALUE kondenzira elasti i geometrijsku matricu
krutosti konstrukcije, formira problem vlastitih ijgdnosti i r&una vlastite
vrijednosti i vlastite vektore.

U slwaju puzanja Potprogram CREERitava komponente transformiranog
reduciranog tenzora elagtosti koje se moraju prethodno izuaati u r&unalnom
programu Matlab.

U Potprogramu SFR izéanavaju se interpolacijske funkcije i njihove dewie
za Gaussove integracijsketke grednog konaog elementa. Potprogrami TRANSC,
TRANSR, TRANS formiraju transformacijske matrice peebacivanje vrijednosti
matrica krutosti, vektora opteémnja i komponenata pomaka iz lokalnog u globalni
koordinatni sustav, odnosno iz Gaussovitaka ucvorove konanog elementa.

Potprogram EMATR preuzima komponente transformiganeduciranog tenzora
elasttnosti iz potprograma CROSSEC ili CREEP ovisno ododa li se radi o
elasttnoj ili viskoelasténoj analizi. Potprogram STIFF formira matricu krstiou
lokalnom koordinatnom sustavu, STIFFGL transformimatricu krutosti u globalni

koordinatni sustav, a MATKON formira matricu krutiosijele konstrukcije.
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U potprogramu POMACI oddeje se ukupni vektor inkrementalniévornih
pomaka konstrukcije. Potprogram KOREKCIJA korigifkeoordinate ¢vorova
konstrukcije 1 polozaj referentnih osévorova. Potprogram STRAIN ¢&ana
vrijednosti deformacija, a STRESS vrijednosti naprga u integracijskim
povrSinama popt@og presjeka za Gaussoveke integracije kon&ih elemenata.
Potprogram FORCEL formira vektor optée@ja u lokalnom, a FORCEG u
globalnom koordinathom sustavu. Potom FKONST foamwektor globalnog

opteréenja cijele konstrukcije. Na kraju potprogram PRINpisuje rezultate.

5.3. Primjeri

U svrhu valorizacije runalnog programa Eulam analizirano je 12 primjésa.
prva dva primjera unaju se translacijski, odnosno rotacijski pomgatiecgenih
nos@&a. U dva sljedé& primjera provedena je linearizirana, a narede#t grimjera
nelinearna analiza stabilnosti. U zadnja dva prienjestirano je ponaSanje u rezimu

puzanja pri savijanju, uvijanju i izvijanju gredrikonstrukcija.

Primjer 5.3.1. Prostorno savijanje zakrivljene grede

Na sl. 5.2. prikazana je zakrivljena greda uklgest na oba kraja i optéena
silomF u presjeku C na sredini grede. Pa@pigresjek je I-profil sastavljen od osam
laminatnih slojeva sa redoslijedom slaganja [0&/48]. Duljina grede iznosi = 3
m, a radijus zakrivljenosti iznodR = 1 m. Struk profila je okomit na radijus
zakrivljenosti. Karakteristike materijala dd; = 144 GPakE, = 9,68 GPaGi, = 4,14

GPa,v;2 = 0,3. Greda je diskretizirana s 12 pravocrtn#dgih konanih elemenata.
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sl. 5.2. Savijanje zakrivljene grede

Na sl. 5.3. prikazani su pomagiuzduz grede u negativnhom smjeru BsRezultat
je usporden s rezultatom Piovana i Cortineza [30].

Progibw (mm)

O m T T T T T g
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Polozaj presjeka (m)

sl. 5.3. Progib uzduz zakrivljene grede

Primjer 5.3.2. Savijanje i uvijanje konzole

Konzola duljineL = 2 m na sl. 5.4. optefena je popr&nom silomFy u
elasttnom centru na slobodnom kraju. Konzola je modedirgnjednim kon&im
elementom. Poptai presjek je U-profil i sastavljen je agktiri sloja kompozita S2-
glass/epoxy s karakteristikama materijala danimbu 5.1.
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sl. 5.4. Savijanje i uvijanje konzole

E; = 48,3 GPak; = 19,8 GPa(512, =8,96 GPay, = 0,27

tab. 5.1.Karakteristike materijala S2-glass/epoxy

Razmatrana su dva ghja slaganja laminatnih slojeva: J0][45/-45). Na sl. 5.5.
dana je usporedba rezultata s modelom Cardosa €&l koji su koristili osam
grednih konanih elemenata. Iz dijagrama je vidljivo da jednosmij laminat ima

manju torzijsku krutost od lamina¢gi su slojevi pod kutom od 45°.

150

125 -

100

75 -

50 O Eulam [0],
A Eulam [45/-45]
Cardoso et al. [0],

------ Cardoso et al. [45/-45]
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Kut uvijanja¢, (rad)

Popreéna silaF, (N)

25

sl. 5.5. Dijagram (Fy — @)
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Primjer 5.3.3. Fleksijsko izvijanje grede

Na sl. 5.6. prikazana je zglobno oslonjena gred&refena tl&hom silomF.

Greda je duljind. = 8 m i tankostjenog je popteog presjeka I-profila dimenzija (10

100

cm x 20 cm x 1 cm).

| L | ] *
B > é
A B F S
A z X
—»(||l«—10
/\ 7 , v
X
Y % é

sl. 5.6. lzvijanje proste grede

Struk i pojasevi profila&etveroslojni su laminati s rasporedom kutova viakgp/
-p]s. Materijalne zné&ajke laminata dane su u tab. 5.2. Rezultati proenfeiticne sile
izvijanja s promjenom kuta orijentacije vlakapadobiveni lineariziranom analizom
stabilnosti, prikazani su na sl. 5.7. zajedno sltaima Cortineza i Piovana [57]

danima za usporedbu.

35000 4 —a— Ovajrad

30000 - == CortineziPiovan

Fir, kriti¢na sila izvijanja[N)
- N
g 8

%

:

o

0 15 30 45 60 75 90
@, kut vlakana [°]

sl. 5.7. Promjena kriténe sila izvijanja s promjenom kuta orijentacije
vlakana
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E1 =133.4 GPak, = 8.78 GPa(5:2 = 3.67 GPay12 = 0.26

tab. 5.2.Karakteristike materijala

Primjer 5.3.4. Lateralno izvijanje L-okvira

Na sl. 5.8. prikazan je L-okvir optéen poprénom silom u presjeku C. Oba
segmenta okvira imaju duljiniu= 4 m i popréni presjek I-profila tako da struk lezi u
ravnini okvira. | struk i pojasevi izéani su odetveroslojnih laminata s rasporedom

kutova vlakana ¢/ -¢]s. Znatajke materijala dane su u tab. 5.2.

L
< » 100

v
\ A B 4 A ' | A
e

Y 7 =

—»|(|[—10

7 X v v
F(+)> C A4 é

sl. 5.8. L-okvir

Oba segmenta okvira diskretizirana s&etri gredna konéna elemenata, a spoj u
presjeku B smatra se idealno krutim. Razmatrarta stu¢aja. U prvom sléiaju struk
je sastavljen od jednosmijernih slojeva € 0°), a u pojasevima kutovi vlakana
variraju od 0° do 90°. U drugom shju pojasevi imaju jednosmjerne slojeve, a
kutovi vlakana u struku variraju dok u desn sliaju slojevi i u struku i u pojasevima
variraju. Za sva tri skkaja promatrana je stabilnost okvira za pozitivamegativan
smjer sileF. Vrijednosti kritcnog opteréenja dane su na sl. 5.10., sl. 5.11., i sl. 5.12.
i uspor@ene su s rezultatima dobivenim shell modelom s narogkim paketom
Nastran (sl. 5.9.) prkemu je okvir modeliran s 1304 Quad elemenata. N&.Sl
vidljiv je izvijeni oblik okvira. Dobivena je zad@yjavajua podudarnost rezultata

grednog i shell modela.
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sl. 5.9. Shell model L-okvira

3000
—— Eulam
2000 —e— Nastran (shell)
1000 -
z
S o]
)
T &
©
S -1000
vz
-2000 ¢
4
-3000 : : ; ; :
0 15 30 45 60 75 90

kut ¢ (°)

sl. 5.10. Kriti ¢ha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u pojasav
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3000
» M
1000 -
= —2— Eulam
k=2
LL 0 -
© —oe— Nastran (shell)
‘»
©
c
>3 -1000 -
vz
-2000 ¢ )
zw
-3000 r T T r r
0 15 30 45 60 75 90

kut ¢ (°)

sl. 5.11. Kriti ¢ha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u struku

3000
—a—Eulam
2000 1 —e— Nastran (shell)
1000 -
z
s 0
D
©
c
_’f:’ -1000 -
v
-2000 ¢
-3000 T T T T T
0 15 30 45 60 75 90
kut ¢ (°)
sl. 5.12. Kriti ¢ha sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u stiuku
pojasevima

Primjer 5.3.5. Fleksijsko izvijanje konzole kriznog pogmeg presjeka

U ovom primjeru izvrSena je nelinearna analiza digkog izvijanja konzole s

kriznim popré&nim presjekom. Dva laminata, ozema brojkama 1 i 2 na sl. 5.13.,

12
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tvore krizni popréni presjek. Oba laminata su sastavljena od osampkaiimih
slojeva s redoslijedom slaganj@{¢].s 1 karakteristikama materijala danim u tab. 5.3.
Konzola je opter@ena aksijalnom silom u teziStu presjeka B ¢rimmm poreméajnom

silom 4F = 0,00F u smjeru osK kao inicijatorom izvijanja.

L 80
-~ i
2—»{ja—
| ARy F X 1, | .
= ™ =i ¢

sl. 5.13. Fleksijsko izvijanje konzole kriznog popineg presjeka

E, = 140 GPak; = 10 GPaG;, =5 GPay:2,=0.3

tab. 5.3.Karakteristike materijala

Konzola je diskretizirana 8etiri jednaka gredna elementa i razmatran j&€aglu
kada su vlakna svih slojeva laminata 1 pod kuigpm 0° dok kutovi u laminatu 2
variraju od 0° do 90°. Na sl. 5.14. prikazan jeimearni odziv konzole raziitih

kutova vlakana zajedno s rezultatima lineariziramalize Cardosa et al. [56] radi
usporedbe.
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sl. 5.14. Dijagram (F, Fkr — uB) za razite kutove viakang

Primjer 5.3.6. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila

Konzola duljineL = 2 m na sl. 5.15. opterena je tl@anom aksijalnom silon¥ u

iniciranja fleksijskog izvijanja. Pop&ai presjek je

[-profil

ugljik-epoxy (AS4/3501) sa ztiajkama prikazanim u tab. 5.4.

presjeku B. Dodatna silaF = 0,00F dodana je na kraj konzole u smjeru Xsiadi
sastavljen od

cetveroslojnog laminata s redoslijedom slagad@/-fi5]s. Analizirani materijal je

E, =144 GP&Ez = 9.65 GPaGlz =4.14 GPaylz =0.26

tab. 5.4.Znacajke materijala ugljik-epoxy (AS4/3501)
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sl. 5.15. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila

Provedene su analize izvijanja za dvacaja. U prvom sldiaju konzola je
diskretizirana scetiri kona&na elementa, a varira broj integracijskin povrsSika.
drugom sldaju broj integracijskih povrSina iznosi 160, a mjg se broj kon&nih
elemenata. Na sl. 5.16. i sl. 5.17. prikazan jenealni odziv konzole u odnosu na
razliciti stupanj diskretizacije poptaog presjeka odnosno uzduzne osi konzole.
Kriti¢no opteréenje dobiveno lineariziranom analizom koje su oltjavortinez i
Piovan [57] iznosi 15,5 kN. Vidljiva je dobra podudost rezultata za 4 elementa

odnosno za 80 integracijskih povrSina.

1,2

1 .
0,8 -

= 0;6 T
0,4
------ 80

0,2 - —160

0 T T T T T

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

ug/L

sl. 5.16. Dijagram (F/R — ws/L) zacetiri kona’na elementa s varijacijom
broja integracijskih povrSina
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1,4

08 - iyf

I:/Fkr

0,2 -

O 1 I I I 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

ug/L

sl. 5.17. Dijagram (F/Fkr — uB/L) za 160 integracijskih poina s
varijacijom broja konanih elemenata

Na sl. 5.18. prikazan je nelinearni odziv konzadelititin redoslijeda slaganja
slojeva laminata uz usporedbu s kKnim silama izvijanja dobivenim lineariziranom

analizom Cortineza i Piovana [57].

175

F.= 148,7 kN
150 +--

125 4 - [Ol Ol Ol 0]

- - = [0,90,90, 0]
100 seeeee [45,-45,-45, 45]

e — v — - - - — - —

75 7

F (kN)

50 -

25 { F,=155 kN

""" RTINS IS A AT T R e AN Y
s
.

0 ° I 1 1
0 5 10 15 20
u (mm)

sl. 5.18. Dijagram (F— ) za razltrite redoslijede slaganja slojeva
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Primjer 5.3.7. Fleksijsko-torzijsko izvijanje konzole

Konzola nesimeténog poprénog presjeka duljine =2 m na sl. 5.19. opterena
je tlatnom aksijalnom silon u presjeku B. SilaAF = 0,00F dodana je na kraj
konzole u smjeru osiX radi iniciranja fleksijskog izvijanja. Popme presjek
sastavljen je od osam slojeva laminata s redosifedlaganja ¢/-¢].s i ukupne
debljinet = 1 mm. Karakteristike materijala prikazane sa 6.3.

]
5
N

IS
T
S

100

777777/,
>
w
ﬂ
RN

sl. 5.19. Fleksijsko-torzijsko izvijanje konzole

Promjena krititne sile izvijanja u odnosu na kut orijentacije dak¢p, dobivena
lineariziranom analizom stabilnosti &eatiri gredna elementa, prikazana je na sl. 5.20

zajedno s rezultatima Cardosa et al. [56] danimaisg#oredbu. Cardoso et al. su
koristili osam konanih elemenata.
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sl. 5.20. Kriti ¢na sila u odnosu na promjenu kuta viakana

Na sl. 5.21. prikazan je nelinearni odziv konzoge razltite kutove orijentacije
vlakana ¢ uz prikazano kritino opteréenje Cardosa et al. [56] dobiveno

lineariziranom analizom izvijanja.
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1000 - /
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800 - 7~
e
. /;.// ........... 90
\; 600 - //.//// -.=-75
0w e 60
LL‘ _— —_/—';/— "-_—'_—'—_ — ——— — — 45 -
400 - /./' = —..-30
_//,L;.—.’_ ........... —|—. —1
7~
200 -/./-' ——0
/
0

sl. 5.21. Dijagram (F, Fkr — @) za razltite kutove viakang

Primjer 5.3.8. Lateralno izvijanje zglobno oslonjenog pravokutrodgira

Na sl. 5.22. prikazan je zglobno oslonjeni pravokukvir opteréen silomF u

teziStu presjeka B koja djeluje u negativnom smgesiy. SilaAF = 0,00F dodana je
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takader u teziStu presjeka B u smjeru dsiadi iniciranja lateralnog izvijanja. U oba
su zgloba zabranjene rotacije aka Y osi. Popreéni je presjek oba odsjka okvira je
pravokutan. Laminat je sastavljen od osam sloj@mpozitnog materijala tab. 5.3., a

razmatrana su tri rasporeda slaganja sloje: [[90],si [90g].

30

sl. 5.22. Zglobno oslonjeni pravokutni okvir

Linearna je analiza izvrSena sa 512 shell kKoite elemenata u programskom
paketu Nastran radi valorizacije rezultata. Btidia je okvir simetidan, modelirana
je samo jedna polovica (sl. 5.23).

L5555
LIS
&

sl. 5.23. Prvi mod izvijanja pravokutnog okvira

Na sl. 5.24. prikazan je nelinearni odziv konzoterazltite redoslijede slaganja
slojeva uz vrijednosti krithog opteréenja dobivene lineariziranom analizom u
racunalnom programu Nastran. U nelinearnoj analizi etiocgha je samo lijeva strana
okvira sacetiri gredna konéna elementa jer je moge primijeniti rubne uvjete
simetrije.
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sl. 5.24. Dijagram (F — w) za raziiite redoslijede slaganja slojeva

Primjer 5.3.9. Lateralno izvijanje uklijeStenog pravokutnog okvira

Na sl. 5.26. prikazan je pravokutni okvir uklije$tena krajevima. Okvir je
opteréen silomF u teziStu spoja B koji je tretiran kao idealnotkisilaAF = 0,00F
pridodana je u teziStu presjeka B u smjerudsadi iniciranja lateralnog izvijanja.
Popréni presjek oba odsjga okvira je I-profil sacetiri sloja ugljik-epoxya
(AS4/3501) s karakteristikama danim u tab. 5.4. dRegd kutova orijentacije
viakana je §/-@]s.

100 ‘

10» |-

200

10» -

sl. 5.25. UklijeSteni pravokutni okvir
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Radi usporedbe rezultata izumate su kritine sile izvijanja lineariziranom
analizom u rédunalnom programu Nastran sa 2612 shell koiteelemenata. Na sl.

5.26. prikazana je lijeva strana modela sinietrg okvira.

sl. 5.26. Prvi mod izvijanja uklijeStenog pravokutnog okvira

IzvrSena je nelinearna analiza stabilnosti za d@zlorijentacije vlakana i rezultati
su prikazani na sl. 5.27. uz vlastite vrijednostbidene u rédunalnom programu
Nastran. U nelinearnoj analizi modelirana je saijewd strana okvira séetiri gredna

konana elementa jer je moge primijeniti rubne uvjete simetrije.
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sl. 5.27. Dijagram (F — w) za raziite kutove vlakang

Primjer 5.3.10. Izvijanje prostornog okvira

Prostorni okvir na sl. 5.28. optéen je sacetiri vertikalne sileF i dvije
horizontalne sileAF = 0,00F. Sve grede u okviru su iztane od dvaetveroslojna
laminata koji tvore simettni krizni popreéni presjek. Raspored slojeva kompozitnog
materijala s karakteristikama danim u tab. 5.4[gE@]s. Svi stupovi i sve grede

diskretizirane su séetiri gredna konéna elementa.
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sl. 5.28. Izvijanje prostornog okvira

Analizirano je izvijanje okvira za raZlie kutove smjera vlakana u rasponu od 0°
do 90°. Kriténe sile izvijanja dobivene su pow shell modela u programskom
paketu Nastran (sl. 5.29.) sa 4992 koraa elementa. Na sl. 5.30. prikazan je
nelinearan odziv okvira uz prikaz vrijednosti Kkhitih sila izvijanja dobivenih

programom Nastran.

sl. 5.29. Prvi mod izvijanja shell modela prostornog okvira
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sl. 5.30. Dijagram (F, R — u) za razliite kutove vliakan@

Primjer 5.3.11. Puzanje pri savijanju i uvijanju zakrivljene koteo

Na sl. 5.31. prikazana je zakrivljena konzola i éinije poprénog presjeka
U-profila. Duljina konzole jd. = 1,5 m, a radijus zakrivljenosti iznoRi= 2 m. Na
slobodnom kraju konzole u teZiStu presjeka djekija F; = 500 N. Konzola je
sastavljena od simetnog balansiranog laminata sa redoslijedom slag§oray/-
45/45],. Karakteristike materijala su dane u tab. 5.5.uvfoti udio vlakana iznosfe
= 0,54. Na sl. 5.32. prikazan je pomak teziSta jpk@sB u smjeru osZ na kraju
konzole u ovisnosti o vremenu. Konzola je diskiediza sacetiri, osam i 16

elemenata. Rezultati su uspdeai s modelom Piovana i Cortineza [30].
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sl. 5.31. Savijanje i uvijanje zakrivljene konzole
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E= 68,67 GPa;u-=0,21; vy = 0,38
Eo = 3,27 GPa;n = 8000 GPah
E,=1,8 GPa;n,= 300 GPah

tab. 5.5.Karakteristike staklenih vlakana i ED-6 matrice
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0,04 ] T SR LA bk

—~ 0,03
é —8— Piovan&Cortinez
m
- ©- 16 elemenata

2 002
g’ - & - 8elemenata
o o014 ] X+ 4 elemenata

O 1 1 1 I 1

0 200 400 600 800 1000 1200

Vrijeme (h)

sl. 5.32. Progib teziSta presjeka B

Primjer 5.3.12. Fleksijsko izvijanje konzole zbog puzanja

Konzola I-profila na sl. 5.33. optémna je aksijalnom ttmom silom. Za
iniciranje fleksijskog izvijanja, u presjeku B podana je siladF = 0,00F u smjeru
osi X. Duljina konzole iznosi = 2 m. | struk i pojasevi su iztani iz ¢etiri laminatna

sloja sa redoslijedom slaganja [45/-4Harakteristike materijala dane su u tab. 5.5.

. 50

8> e

S
~
100

sl. 5.33. Fleksijsko izvijanje konzole
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Geometrijski nelinearnom analizom utena je krittna sila izvijanjaFy =
1200 N. Na sl. 5.34. dana je usporedba rezultatmeaenog odziva konzole s

rezultatima dobivenim ponda r&unalnog programa Nastrana.

1400
1200 - —_—— S
1000 -
g 800 -
E 600 - Eulam
? 400 - - - - Nastran
200 -
0 . T
0 0,05 0,1 0,15
Progib ug (m)

sl. 5.34. Geometrijski nelinearan odziv konzole

Takaier je provedena analiza izvijanja zbog puzanja tdkoje konzola
opteréena konstantnom ttaom silom odrF/3 = 400 N. Gubitak stabilnosti nastaje
pri konstantnoj sili manjoj od krithe iskljuwivo radi materijalne nelinearnosti tj. radi
puzanja materijala. Za modeliranje puzanja korijésfetvero-parametarski model, a
konzola je diskretizirana 8etiri kona&na elementa. Dobiveno je kttio vrijeme
izvijanja tyy = 1680 h Sto se dobro poklapa s rezultatom kojigeivcen programom
Nastran sa 640 Quad kaméh elemenata (sl. 5.35.).
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0,12
0,1 -
0.08 - —o—Eulam
é —H&—Nastran
o 0,06 -
S
=)
8 004 -
(a
0,02 -
0
O < T T T
0 500 1000 1500 2000
Vrijeme (h)

sl. 5.35. Izvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F = 480

Na sl. 5.36. prikazani su rezultati analize izvjiganbog puzanja kada se promatraju
razliciti redoslijedi slaganja laminatnih slojeva pri fedkoj sili odF = 400 N. Iz
dijagrama je vidljivo da kada su svi slojevi pod, Ofe dolazi do izvijanja kao
posljedice puzanja materijala. To se moze objagiijenicom da je odziv puzanja
prije svega posljedica puzanja materijala matrigle sb viakna otporna na puzanje. U
sluitaju slojeva raspodenih na spomenuti g (svi slojevi pod kutom 0°) vlakna na
sebe preuzimaju glavninu optéemja te efekt puzanja matrice nije zamjetan i ne

dolazi do izvijanja nosa poradi puzanja.

87



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

0,12 T
0,1
0,08
g —&—[0/0/0/0]
E;D 006 —o—[45/-45/-45/45]
D
© 004 —£—[90/90/90/90]
(A
0,02
0 & - - &
0 1000 2000 3000 4000 5000
Vrijeme (h)

sl. 5.36. Izvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F = 480za razl¢ite
redoslijede slaganja laminatnih slojeva
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0. Zakljtak

U radu je prikazana kotaoelementna analiza stabilnosti tankostijenih
kompozitnih grednih konstrukcija. Uklfeni su efekti velikin prostornih pomaka i
prostornih rotacija dok su deformacije smatraneinmal KoriSten je pravocrtan
gredni konéni element. Pretpostavljeno je da je kutna deforfmagrednje plohe
jednaka nula i da se popre presjek ne deformira u svojoj ravnini. Ravno&zn
jednadzbe grednog ko¥reog elementa izvedene su koriStenjem principa afinit
radova. KorisStena je klasia laminatna teorija za kompozite &gae vlaknima. Model
je primjenjiv na razliite popréne presjeke, rasporede slaganja slojeva laminata i
rubne uvjete.

lzvedena je linearizirana i nelinearna analiza ibtabti. Linearizirana analiza
stabilnosti je promatrana kao problem vlastitihjednosti pricemu su odréene
vlastite vrijednosti koje predstavljaju ktitia opteréenja i odgovarajti vlastiti
vektori koji predstavljaju oblike izvijanja. Pretgtavlja se da je konstrukcija idealna i
deformacije prije izvijanja su zanemarene.

Kod nelinearne analize implementirana je korot&aijrmulacija koja je linearna
na nivou elementa, a geometrijska nelinearnostvediuransformacijom iz lokalnog
u globalni koordinatni sistem. Lokalni koordinatsistem prati gredni kowai
element i dopuSta pojednostavijene konstitutivndngelzbe na nivou lokalnog
elementa. Kod nelinearne analize potrebno je uyesttméajno opteréenje radi

simuliranja nesavrsenosti.
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Izraden je izvorni raunalni programgija je primjena demonstrirana na nekoliko
test primjera. Rezultati su uspdemi s rezultatima koje su objavili drugi autorige
rezultatima dobivenim koriStenjem plosnih koni elemenata.

Znanstveno postigide ovog rada su rezultati dobiveni u obliku izvornog
numertkog rjeSenja, temeljenog na grednoj kém@elementnoj formulaciji. Oni
predstavljaju izravan doprinos tebkim znanostima u smislu suvremene analize
linearnih i nelinearnih odziva nosivih grednih kbmngcija.

Ovaj algoritam se moze nadopuniti natinada se ukljdi i utjecaj posminih
deformacija kod savijanja silama, da se ontogleformacija poprénog presjeka u
Svojoj ravnini, da se uzme u obzir pléstst materijala ili temperaturna promjena i u

tom smjerwce se kretati budia istrazivanja.

90



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

Popis literature

Jones, R. M.:Mechanics of composite material¥aylor and Francis Inc,
Philadelphia, 1999.

Christensen, R. MMechanics of Composite Materialover Publications Inc,
Mineola, 2005.

Daniel, I. M., Ishai, O.Engineering Mechanics of Composite Materi&@sford
University Press, New York, 2006.

Hodges, D. H.:Nonlinear Composite Beam Theprjmerican Institute of
Aeronautics and Astronautics, Inc, Reston, 2006.

Scudra, A. M., Bulavs, F. Y., Gurvich, M. RKruklinsh, A. A.: Structural
Analysis of Composite Beam Systeni®chnomic Publishing Co., Inc,
Lancaster, 1991.

Librescu, L., Song, O.Thin-Walled Composite BeamSpringer, Dordrecht,
2006.

Bauld, N. Tzeng, L. A.: Vlasov theory for fibeeinforced beams with thin-
walled open cross sectiongternational Journal of Solids and Structuy&®
(1984) 3, 277-297

Shearbourne, A. N., Kabir, M. Z.: Shear stgagffects in lateral stability of
thin-walled fibrous composite beandgurnal of EngineeringMechanicsASCE
121(1995) 5, 640-647

Godoy, L. A., Barbero, E. J., Raftoyiannis, Ihteractive buckling analysis of
fiber-reiforced thin-walled columngpurnal of Composite material29 (1995)
5, 591-613

91



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

Librescu, L., Song O.: On the aeroelastitotang of composite aircraft swept
wings modeled as thin walled beam structur€smposite Engineering2
(1992), 497-512

Bhaskar, K., Librescu, L.: Geometrically ntmear theory for laminated
anisotropic thin-walled beammiternational Journal of Engineering Scien&a
(1995), 1331-1344

Wu X. X., Sun, C. T.: Vibration analysis adrhinated composite thin-walled
beams using finite element§he American Institute of Aeronautics and
Astronautics Journal9 (1990) 5, 736-742

Kollar, L. P.: Flexural-torsional buckling afpen section composite columns
with shear deformationinternational Journal of Solids and Structuye38
(2001), 7525-7541

Sapkas, A., Kollar, L. P.: Lateral-torsionblckling of composite beams,
International Journal of Solids and Structur&9 (2001), 2939-2963

Lee, J., Kim, S. E.: Flexural-torsional bucldi of thin-walled I-section
compositesComputers & Structures9 (2001), 987-995

Lee, J., Kim, S. E.: Lateral buckling analysif thin-walled laminated channel-
section beamgZomposite Structures6 (2002), 391-399

Lee, J., Kim, S. E., Hong, K.: Lateral bucigdi I-section beamd<ngineering
Structure24 (2002), 955-964

Massa, J. C., Barbero, E. J.: A strength aterials formulation for thin-walled
composite beams with torsiordournal of Composite Materigl82 (1998) 17,
1560-1594

Pollock, G. D., Zak, A. R., Hilton, H. H., Aaad, M. F.: Shear center for
elastic thin-walled composite bean®tructural Engineering & Mechanic$
(1995) 1, 91-103

Omidvar, B.: Shear coefficient in orthotropikin-walled composite beams,
Journal of Composites for Constructidh(1996) 1, 46-56

Cortinez, V. H.: Dynamics of shear deformaltlén-walled open beams
subjected to initial stresseRev. Int. Met. Num. Calculo y Diseno en Ingeneria
14 (1998) 3, 293-316

92



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

Cortinez, V. H., Piovan, M. T.: Vibration ahdickling of composite thin-walled
beams with shear deformabilitypurnal of Sound and Vibratio258 (2002) 4,
701-723

Silvestre, N., Camotim, D.: First and secander GBT for arbitrary orthotropic
materials,Thin-Walled structurest0 (2002) 9, 755-820

N. F. Silva, N. Silvestre: On the InfluenckéMaterial Couplings on the linear
and Buckling Behavior if I-section Composite Colwnimternational Journal
of Structural Stability and Dynamicg (2007) 2, 243-272

Barbero, E. J., Luciano, R.: Micromechanifmaimulas for the relaxation tensor
of linear viscoelastic composites with transvegsalisotropic fibers,
International Journal of Solids and Structuy82 (1995) 13, 3466-3493

Mase, G.Mecanica del Medio Continyd&Compendios Schawm-McGraw-Hill,
Mexico, 1977.

Harris, J. H., Barbero E. J.: Prediction afeep properties of laminated
composites from matrix creep datdpurnal of Reinforced Plastics and
Composited7(1998) 4, 361-378

Qiao, P., Barbero, E. J., Davalos, J. F.: tBa linear viscoelasticity of thin
walled laminated composite beams, Journal of Coitgosaterials34 (2000),
39-68

Oliveira, B. F., Creus, G. J.: Nonlinear \stastic analysis of thin walled
beams in composite materidhin-Walled Structuregt1 (2003), 957-971
Piovan, M. T., Cortinez, V. H.: Linear viscastic analysis of straight and
curved thin-walled laminated composite beamsernational Journal of Solids
and Structures45 (2008), 3466-3493

Daniel, I. M., Ishai, O.Engineering mechanics of composite materi@sford
University Press, Inc., Oxford, 2006.

Brni¢, J., Turkalj, G.Nauka ocvrstadi |, Tehngki fakultet SvediliSta u Rijeci,
Rijeka, 2004.

Voyiadjis, G. Z., Kattan, P. IMechanics of composite materials with MATL.AB
Louisiana State University, Baton Rouge, 2005.

Findley, W. N., Lai, J. S., Onaran KCreep and relaxation of nonlinear

viscoelastic materialdDover Publications, New York, 1989.

93



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

Laws, N., McLaaughlin, R.: Self-consistentiemtes for the viscoelastic creep
compliances of composite materiagfpceedings of the Royal Societypndon,
39(1978), 251-273

Wang, Y. M., Weng, G. J.: The influence otlusion shape on the overall
viscoelastic behavior of compositesSME Journal of Applied Mechanjcs9
(1992) 510-518

Luciano, R. , Barbero, E. J. : Analytical egpsions for the relaxation moduli of
linear viscoelastic composite with periodic micrasture, ASME Journal of
Applied Mechanics$2 (1995) 786-793

Nemat-Naser, S., Taya M.: On effective modhflian elastic body containing
periodically distributed voidQuarterly applied Mathemati¢89 (1981) 43-59
Luciano, R. , Barbero, E. J. : Formulas fbe tstiffness of composite with
periodic microstructure]nternational Journal of Solids and Structuye3l
(1995) 21, 2933-2944

Boresi, A. P., Schmidt, R. J., Sidebottom, k.. Advanced mechanics of
materials John Wiley & Sons, New York, 1993.

Bull, J. W.: Finite element applications to thin-walled struagr Elsevier
Applied Science, London i New York, 1990.

Doyle, J. F..Nonlinear Analysis of Thin-Walled Structures: StstiDynamics
and Stability Springer-Verlag, New York, 2001.

Gjelsvik, A.: The theory of thin walled bargpohn Wiley & Sons, New York,
1981.

Ojalvo, M.: Thin-walled bars with open profile§he Olive Press, Colorado,
1991.

Brni¢, J.:Mehanika i elementi konstrukcjjgkolska knjiga, Zagreb, 1993.
Simi¢, V.: Otpornost materijala || Skolska knjiga, Zagreb, 1995.

G. Turkalj, J. Brni, Analiza elastinog izvijanja tankostjenih grednih
konstrukcija s obzirom na velike rotacifgtrojarstvg 42 (2000), 217-230.
Mihanovi, A., Stabilnost konstrukcija Drustvo hrvatskih grevinskih
konstruktora, Zagreb, 1993.

Yang, Y. B, Kuo, S. R.Theory & analysis of nonlinear framed structures

Prentice Hall, New York, 1994.
94



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

Turkalj, G.: Nelinearna analiza stabilnosti tankostjenih gredrskrukturg
Doktorska disertacija, Tehtki fakultet SvediliSta u Rijeci, Rijeka, 2000.

Brni¢, J.: Odrdivanje vlastitih vrijednosti slobodnih nepriguSenifbracija
linearnih ravninskih konstrukcij&trojarstvqg 27 (1985), 139-143.

Kim, M. Y., Chang, S. P., Kim, S. B.: Spatiatability and Free Vibration of
Shear Flexible Thin-Walled Elastic Beams. Il: Nuroar Approach, Int.
Journal for Numerical Method in Engineerir@j7 (1994), 4117-4140.

Chang, S. P., Kim, S. B., Kim, M. Y.: Stabjliof Shear Deformable Thin-
Walled Space Frames and Circular Archlsyrnal of Engineering Mechanics
122(1996), 844-854.

Izzuddin, B. A., Elnashai, A. S.: Eulerianrfiulation for large displacement
analysis of space framed3yurnal of Engineering Mechanic$19 (1993), 549-
569.

Yang, Y. B., McGuire, W.: Stiffness matrixrfggeometric nonlinear analysis,
Journal of Structural Engineerind12(1986) 4, 853-877

Cardoso, J. E. B., Benedito, N. M. B., Valido J. J.: Finite element analysis of
thin-walled composite laminated beams with georoally nonlinear behavior
including warping deformatiof;hin-Walled Structure<t7 (2009), 1363-1372
Cortinez, V. H., Piovan, M. T.: Stability obmposite thin-walled beams with
shear deformabilityComputers & Structure84 (2006), 978-990

95



96



Ei, B
&

Popis oznaka | simbola

povrsina poprénog presjeka (A
povrsina poprénog presjeka vlakana @n
povrsina poprénog presjeka matrice @n
aksijalna krutost (N/m)

Sirina (m)

spregnuta krutost (N)

generalizirane matrice deriviranih interpolacifskinkcija

I-ta ravnotezna konfiguracija katreog elementa

tenzor elastinosti (Pa)

diferencijal

savojna krutost (Nm)

Modul elasttnosti (Pa)

Modul elasttnosti vlakana (Pa)

Modul elasttnosti matrice (Pa)

Modul elasttnosti u vrementi= 0 (Pa)

Moduli elasténosti u Burgersovom modelu (Pa)

dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije linearpomacimau, v i
w, Almansijev tenzor deformacije

dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije lineanapomacima
uviw

vektor unutarnjih sila konstrukcije

sila (N)
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fe,fe vektor ¢vornih sila e-tog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno

globalnom koordinatnom sustavu

f volumenske sile (Nff)
Fur kriticna sila izvijanja (N)
Frx Fny Eulerove krittne sile pricistom fleksijskom izvijanju oko osiiy (N)
Fng kriti¢cna sila pri¢istom torzijskom izvijanju (N)
Fx Fy smitne sile (N)
Fx. Fy Eulerove kriténe sile pricistom fleksijskom izvijanju oko ostiy (N)
F, aksijalna sila (N)
Fo kriti¢cna sila pri¢istom torzijskom izvijanju (N)
f(s) Laplaceova transformacija (-)
f(s) Carsonova transformacija (-)
G Modul smicanja (Pa)
Gt Modul smicanja vlakana (Pa)
Gm Modul smicanja matrice (Pa)
G12 Modul smicanja u ravnini 1-2 (Pa)
h ukupnu debljina laminata (m)
i I-ti inkrement
lp polarni moment inercije popheoga presjeka za teZisteym
lps polarni moment inercije popneoga presjeka za centar smicanj&)(m
ip polumijer inercije (m)
I, ly aksijalni momenti inercije poptaoga presjeka (fn
Ixy centrifugalni momenti inercije popteoga presjeka (fn
Ixar lyw sektorski centrifugalni momenti inercije i)‘n
l sektorski moment inercije (n
J torzijski moment inercije (f)
] j-ta iteracija
K, i,j jedinicni vektori
K Wagnerov koeficijent (Nf)
Ke elasténa matrica krutosti konstrukcije
Kg geometrijska matrica krutosti konstrukcije
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Ks linearizirana geometrijska matrica krutosti konktije

ke, kg geometrijska matrica krutosétog kon&nog elementa u lokalnom,
odnosno globalnom koordinatnom sustavu

kg, kg elasttna matrica krutostietog kon#&nog elementa u lokalnom,
odnosno globalnom koordinatnom sustavu

K tangentna matrica krutosti konstrukcije

ke, kS tangentna matrica krutoseétog kon&nog elementa u lokalnom,

odnosno globalnom koordinatnom sustavu

[, L duljina (m)

lo slobodna duljina izvijanja (m)

I:”. tenzor viskoelastne relaksacije u Carsonovoj domeni (Pa)
M moment (Nm)

My, My, My,  momenti savijanja (Nm)

M, torzijski moment (Nm)

Mz Ms; rezultante laminatnih unutrasnjih momenata (N)
Mo bimoment (NM)

n normala

Ny, Ny, Ny rezultante unutrasnjih sila (N)

N,z Nsz rezultante laminatnih unutrasnjih sila (N)
N, matrica interpolacijskih funkcija pomaka
N, matrica interpolacijskih funkcija pomaka
N, matrica interpolacijskih funkcija pomaka
N, matrica interpolacijskih funkcija pomalga
O teziSte poproga presjeka

P vektor opteréenja konstrukcije

r radijus konture (m)

R Reuterova matrica

Qi reducirani tenzor elagtiosti (Pa)

(5ij transformirani reducirani tenzor el@stosti (Pa)
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Uo
uVviw
Up, Vo i Wo
uS)VS

AU, AU, AU

Vi

transformirani reducirani tenzor eld@sisti za ravninsko stanje

naprezanja (Pa)

linearni diferencijalni operator relaksacije (-)

linearni diferencijalni operator puzanja (-)

centar smicanja popireog presjeka

udaljenost proizvoljno odabraneke pola P od pravca normaié€m)
krivocrtna koordinata uzduz konture (m)

Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja druge vrsta)(P

tenzor podatljivosti (Pa)

vrijeme (S)

tangenta

povrsinska sila (Nff)

transformacijska matrica (-)

torzijski moment zbog Wagnerovog efekta (Nm)

torzijski moment vitoperenja (Nm)

vektorévornih pomaka konstrukcije, vlastiti vektor

potencijal unutarnjih sila (J)

elasténa potencijalna energija unutarnjih sila (J)

geometrijski potencijal getnih unutarnjih i vanjskih sila (J)
vektorévornih pomaka pri savijanu ko&raog elementa u ravningz,(x)

vektor ¢vornih pomakae-tog kon&nog elementa u lokalnom, odnosno

globalnom koordinatnom sustavu

vektor pomaka popteog presjeka kao kruto tijelo

komponente linearnog polja pomaka po pravcim,0si z (m)
translacijski pomaci tezista popn®ga presjeka po pravcima osiy i
z(m)

translacijski pomaci centra smicanja S popoga presjeka po
pravcima 0Sks i Ys (m)

vektori inkrementalniivornih pomaka konstrukcije

volumen (n)

volumni udjel vlakana (-)

volumni udjel matrice (-)
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XSI yS

X€’ XO’
Z, XY
Z, XY
zZNnsSs

ZS’ XS; ys,

potencijal vanjskih sila (J)

translacijski pomaci po pravcu globalnih dsiX i Y (m)

linearne komponente pomaka po pravcu lokalnitzosi y (m)
nelinearne komponente pomaka po pravcwz,osi y (m)

pomaci srednije linije konture presjeka po pravsizmis (m)
linearne komponente pomaka srednje linije konpuesjeka po pravcu
osiz, nis (m)

nelinearne komponente pomaka srednje linije kentpresjeka po
pravcu osg, nis (m)

koordinate centra smicanja S pafirega presjeka (m)

matrice udaljenosti i vrijednosti funkcija vitogeja za integracijske
povrsine

globalni koordinatni sustav

lokalni koordinatni sustav s ishodiStem u tezgdpre&nog presjeka
koordinatni sustav s ishodiStem @kbA konture

koordinatne osi s ishodiStem u S, a paralelnessdinatnim osima, x
iy

nagib srednje ravnine laminata na uzduznu os

inkrementalna vetina

varijacija

duljinska deformacija (-)

duljinska deformacija viakana (-)

duljinska deformacija matrice (-)

duljinska deformacija u smjeruosi 1, 21i 3 (-)

tenzor deformacije (-)

derivacija duljinske deformacije po vrementf)s

komponente deformacije srednje ravnine laminata (-

matrica generaliziranih deformacija
kutna deformacija (-)
kutna deformacija vlakna (-)

kutna deformacija matrice (-)
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U Laméova znéjka vlakna (Pa)

M. Laméova zn&jka matrice (Pa)

n parametar viskoznosti

m, N2 parametri viskoznosti u Burgersovom modelu

i dio Green-Lagrangeova tenzora deformacije nelarearpomacima,
Viw

K; komponente zakrivljenosti srednje ravnine laminata

A vlastita vrijednost

A Laméova zn&jka viakna (Pa)

A, Laméova zn&jka matrice (Pa)

Vv Poissonov koeficijent

Vs Poissonov koeficijent vlakana

Vm Poissonov koeficijent matrice

Vio Poissonov koeficijent u ravnini 1-2

I ukupni ili totalni potencijal (J)

o parametar vitoperenja pogrega presjeka (rad/m)

g, Oy, Oy normalno naprezanje (Pa)

Gj, ¢ tenzor naprezanja (Pa)

T, Ty Tzy tangencijalno naprezanje (Pa)

T Cauchyjev tenzor naprezanja (Pa)

&2, O By rotacijski pomaci poptamoga presjeka kao krutog tijela oko asixs i
ys (rad)

@ kut orijentacije vlakana (°)
sektorska koordinata ili funkcija vitoperenja3jm

0 parcijalna derivacija

102



sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
. 2.10.
.2.11.
. 2.12.
. 2.13.
. 2.14.
. 2.15.
. 2.16.

sl
sl
sl
sl
sl
sl

sl

sl.
sl.
sl.
sl.
sl.
sl.

2.1
2.2.
2.3.
2.4,
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
4.1.
4.2.

Popis slika

Faze kompozitnog Materijala................mmmmeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeiiiiiiinae e 7
Osnovna zad@a Mikromehanike ............cooooiiiiiiiieeeee e 8
UzduZno optereenje elementarnog VOIUMENA .............evuimmmmmmmeeeeeeeeeenne. 9
Popré&no opteréenje elementarnog volumena ................cemmmmmeeeennnnnn. 11
Smino opteréenje elementarnog volumena .............cicreeeeeeeeeeeeenee. 12
Stanje naprezanja elementarnog VOIUMENA...ccueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeiiiins 13
Transverzalno izotropan materijal ..........cceeeeeeeieeiiieee e, 16
Elementarni volumen u ravninskom stanju naprezanja....................... 18
Elementarni volumen u lokalnom i globalnom koordinem sustavu ...... 19
6= 1 011 = PP 23
Kinematika deformacije laminata..........ccccccceeeiiiiieiiiiiieeeeee 24
Rezultante unutrasnjih sila laminata .......coeeeeeeeeevveveeeiiiiiiiiiiieeeeeee, 26
Popreéni presjek laminata...........ccooiiic 27
Maxwellov MOdel ... 28
VOoigt—KelVINOV MOEl...........coiiiieiiiii e 92
BUrgersoV MOAEl.........uuuueeiiiiiie e 30
Pomaci poprénog presjeka kako krutog tijela ............ccevvveiiieeninnnnnnn. 37
Pomaci téaka konture poptmog presjeka...........oouvvviiiiiiiiiiiii e 38
Pomaci téaka konture poptmog presjeka.............uvvvviiiiiiiiisccceeeens 41
Laminatne sile segmenta konture grednog presjeka............ccccceuvuneee 43

Tankostjeni gredni korgkai element s 14 stupnjeva slobode................48
Inkrementalni proces deformacije............ceeeemiiiiiiiiiieieee i 53

103



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

sl. 4.3. Gredni koné&ni element u Eulerovom koordinathnom sustavu: a)
komponent&vornih pomaka; b) komponentgornih sila........................ 56
sl. 4.4. Diskretizacija poprénog presjeka integracijskim povrSinama............. 60
sl. 5.1. Shematski prikaz tijeka programa Eulam .............ccccceviiiiiiiiiiiiiinnnnnn. 64
sl. 5.2.  Savijanje zaKrivljene grede ... 67.
sl. 5.3.  Progib uzduZ zaKrivljene grede............. e eeeeeeeeeiiininiiinnaeeeeeeeeaaeeene 67
sl. 5.4. Savijanje i uvijanje KoONzole ..............uuiiiiiiiii e 68
SI.5.5.  Dijagram (F —§2) ..cceeiiiieiiieeecee e e e e 68
SI. 5.6.  1zvijanje ProSte grede .........oeuuuuieiiiiieeieee et 69
sl. 5.7. Promjena kriitne sila izvijanja s promjenom kuta orijentacijekdaa .... 69
Sl 5.8, LrOKVIE Lottt e 70
SI. 5.9.  Shell MOdel L-OKVIra ..........uuviiiiiiiiiiiiiiieeiiiiieeeeeeee e 71
sl. 5.10. Kiriti¢na sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u pojasev.............. 71
sl. 5.11. Kiriti¢na sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u struku................. 72
sl. 5.12. Kiriti¢na sila u odnosu na promjenu kuta vlakana u strpkjasevima.... 72
sl. 5.13. Fleksijsko izvijanje konzole kriznog pogreog presjeka .............cceeeeeeee. 73
sl. 5.14. Dijagram (F, Fkr — uB) za ragite kutove viakan® ................ccccceeeee. 74
sl. 5.15. Fleksijsko izvijanje konzole I-profila ..........ccccooeiiiiiiiiiin 75
sl. 5.16. Dijagram (F/k. — w/L) za cetiri kona&na elementa s varijacijom broja
INtegracijSKiN POVISING ........ccooiiie e 75
sl. 5.17. Dijagram (F/Fkr — uB/L) za 160 integracijskih pawa& s varijacijom
broja Kon@&nih elemenata ............uuuueiiiiiii e 76
sl. 5.18. Dijagram (F— d) za razléite redoslijede slaganja slojeva ..........cccc.... 76
sl. 5.19. Fleksijsko-torzijsko izvijanje KONZole ........o.eeeeeiiiiiiiiieeeeeeieeeieeiiiiinnnns 77
sl. 5.20. Kiriti¢na sila u odnosu na promjenu kuta vlakana................ccooeeeeeen. 78
sl. 5.21. Dijagram (F, Fkr — p) za razléite kutove vlakan@ ..................ccccceeeee 78
sl. 5.22. Zglobno oslonjeni pravokutni OKVIr............ccceeiiiiiiiieiiiiiiiiiiee e 79
sl. 5.23. Prvi mod izvijanja pravoKutnog OKVIra............ueeueeeiiinineeeeeeeeeeeeeeeeiiiinnns 79
sl. 5.24. Dijagram (F — w) za raglite redoslijede slaganja slojeva............c...... 80
sl. 5.25.  UklijeSteni pravoKutni OKVIF ..........coiiiisieeeeiiiiee e 08
sl. 5.26. Prvi mod izvijanja uklijeStenog pravokutnog okvira..............ccccceeeeeene. 81
sl. 5.27. Dijagram (F — w) za radlite kutove vlakan@ ...............ccccoevvvvvvciieennnennn. 82



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

sl. 5.28. lzvijanje prosStorN0g OKVIla .........ccceiiieiiieeeeeiiiieeeeeeicis e e e e 83
sl. 5.29. Prvi mod izvijanja shell modela prostornog okvira.............cccccvvvvnnnnnnn. 83
sl. 5.30. Dijagram (F, kr — u) za razfiite kutove viakan@................cccceeeeeeeennenne. 84
sl. 5.31. Savijanje i uvijanje zakrivljene KONzole .............ooovviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 84
sl. 5.32. Progib teziSta presjeka B..........cooo oo 85
sl. 5.33. Fleksijsko izvijanje KONzZole..............oueeeeeiiiiiiiiece e, 85
sl. 5.34. Geometrijski nelinearan 0dziv KONZOIe .......ccccceiiiiiiiiiiiieiiieiiieeeeeeeiiies 86
sl. 5.35. lzvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F =4Q0.................ccccceeee. 87
sl. 5.36. lzvijanje zbog puzanja pri konstantnoj sili F = 400 za razkite
redoslijede slaganja laminatnin SIOJeVA ....ccccoe oo 88

105



106



tab. 2.1.
tab. 5.1.
tab. 5.2.
tab. 5.3.
tab. 5.4.
tab. 5.5.

Popis tablica

Komponente reduciranog tenzora etaststi (GPa) ..........ccceevvvvvvvncinnnnnn. 33

Karakteristike materijala S2-glasS/EPOXY ... ceeeeeererererrrrrnnniiiiiieennn.. 08

Karakteristike materijala................iiccmeeeeeeeeeeeeeeer e 70
Karakteristike materijala...............ueiirone e 73
Znxtajke materijala ugljik-epoxy (AS4/3501)......ccceeviieiiiiiiiiiiiiiiiiiinnns 74
Karakteristike staklenih vliakana i ED-6 matriCe............ccccvvvveeeeeeeennnnn. 85

107



108



Zivotopis

Igor Pes&t roden je 11. srpnja 1979. godine u Rijeci. OsnovnuiskavrSio je u
Viskovu, a srednjoskolsko obrazovanje stekao jevojRijeckoj hrvatskoj gimnaziji.

Tehniki fakultet SvediliSta u Rijeci upisao je 1998. godine, gdje jegldmirao
14. velj@e 2006., a diplomski je rad naslova "Ptama rostiljne konstrukcije
metodom konénih elemenata” izradio pod mentorstvom prof. dr. &orana
Turkalja.

Od 2. svibnja 2006. djelatnik je Tekikog fakulteta SvetiliSta u Rijeci, na
Zavodu za tehkku mehaniku, u svojstvu znanstvenog novaka na kxojdr.
069006, "Numetika analiza nelinearnih problema u projektiranjuroipvodn;ji”,
voditelja prof. dr. sc. Josipa Bta, a potom na projektu br. 069-0691736-1731,
"Konatnoelementni modeli za analizu stabilnosti gredndndtrukcija”, voditelja
prof. dr. sc. Gorana Turkalja.

Sudjeluje u odrzavanju nastave iz koleggsatika, Mehanika I, Mehanika i
elementi konstrukcijaCvrstota i Cvrstaca konstrukcija llna studijima strojarstva,
brodogradnje, elektrotehnike icanarstva.

U sklopu Erasmus programa za mobilnost studenaiajebetiri mjeseca na
studijskom boravku na Instituto Superior Tecnichisabonu. Takder je sudjelovao
na radioniciNonlinear Computational Solid and Structural Mecltankoji se odrzao
na Institutu primijenjene matematike i informacifskiehnologija u Pavii te na
seminarulmpact Engineering of composite structunesMeiunarodnom centru za

mehaniku CISM u Udinama.

109



I. PeS¢é — Doktorski rad: Konégnoelementni model za analizu izvijanja kompozitgiednih konstrukcija

Koautor je jedanaest znanstvenih radovaasopisima i u zbornicima dowih i
medunarodnih skupova. Aktivno se sluZzi engleskim jemik Clan je Hrvatskog

drustva za mehaniku.

110



PODACI O AUTORU | DOKTORSKOJ DISERTACJI

1. AUTOR
Ime i prezime: Igor P&Si
Datum i mjesto réenja: 11. srpnja 1979., Rijeka

Naziv fakulteta, studija i godina
zavrSetka dodiplomskog studija: Sv#idte u Rijeci, Tehniki fakultet, 2006.
Sadasnje zaposlenje: Sviigte u Rijeci, Tehniki fakultet

2. DOKTORSKA DISERTACIJA
Naslov: Konanoelementni model za analizu izvijanja kompozitnih

grednih konstrukcija
Broj stranica, slika, tablica i

bibliografskih podataka: VIl + 115 stranica, Gika, 6 tablica, 57 bibliografskih
podataka

Znanstveno polje i grana: Strojarstvo i Temetgtencke znanosti, Tehtka
mehanika

Voditelj rada: lzv. prof. dr. sc. Domagoj Lanigpl. ing.

Fakultet na kojem je rad obranjen: S¥iéste u Rijeci, Tehniki fakultet

3.0BRANA | OCJENA

Datum prijave teme: 10. rujna 2008.

Datum predaje rada: 19. studenoga 2012.

Datum prihvéanja ocjene rada: 20. prosinca 2012.

Sastav Povjerenstva za ocjenu: 1. Red. prof. ddasip Brnt, dipl. ing., predsjednik

2. lzv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc, dipl. ing., ni@m¢lan
3. Red. prof. dr. sc. Zeljan Lozina, dipl. ingan, (Fakultet
elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje, Split)

Datum obrane: 7. stjpja 2013.

Sastav Povjerenstva za obranu: 1. Red. profcddasip Brntd, dipl. ing., predsjednik
2. lzv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc, dipl. ing., ni@mclan
3. Red. prof. dr. sc. Zeljan Lozina, dipl. ingan, (Fakultet
elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje, Split)

Datum promocije:

Oznaka: DD  Tek. broj: UDK: 624.073.33:539.313:5P3-(043.3)

111



Kona¢noelementni model za analizu izvijanja kompozitningrednih konstrukcija
Igor Pest

Sveuiliste u Rijeci
Tehntki fakultet
Hrvatska

Kljuc¢ne rijeti: stabilnost, kompoziti, gredne konstrukcije, metkdaanih elemenata, puzanje

Sazetak: U ovom radu je prikazana kémezelementna analiza stabilnosti tankostjenih
kompozitnih grednih konstrukcija. KoriSten je gredonaini element pod pretpostavkom velikih
pomaka, ali malih deformacija. Izvedena je lindasiza i nelinearna analiza stabilnosti. Kod
linearizirane analize koriSteno je nelinearno pplpenaka koje uzima u obzir efekte velikih rotacija,
a kod nelinearne analize implementirana je korsiai formulacija koja je linearna na nivou
elementa, a geometrijska nelinearnost se uvodisfiotamacijom u globalni koordinatni sistem.
KoriStena je klagina laminatna teorija za vlaknom &game kompozite. Analitki model takaer
opisuje linearno viskoelagtio ponaSanje vlaknima @@nih plasitnin kompozitnih laminiranih
greda. Razvijen je tanalni program koji je verificiran na testnim prenma.

Rad nije objavljen.
Mentor: Izv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc, dipl. irgjroj.

Sastav Povjerenstva za ocjenu: 1. Red. prof. ddasip Brnt, dipl. ing., predsjednik

. lzv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc, dipl. ing., n@nclan

. Red. prof. dr. sc. Zeljan Lozina, dipl. ingan, (Fakultet
elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje, Split)

Sastav Povjerenstva za obranu: 1. Red. profcddasip Brni, dipl. ing., predsjednik

. lzv. prof. dr. sc. Domagoj Lanc, dipl. ing., n@nclan

. Red. prof. dr. sc. Zeljan Lozina, dipl. ingan, (Fakultet
elektrotehnike, strojarstva i brodogradnje, Split)

Datum obrane: 7. sijpja 2013.

W N

W N

Rad je pohranjen na Telkthkbm fakultetu SvetiliSta u Rijeci.
(VI + 115, 60, 6, 57, hrvatski jezik)

112



DD UDK: 624.073.33:539.313:519.62>(043.3)

Konanoelementni model za analizu
izvijanja kompozitnih grednih konstrukcija

Kljuc¢ne rijeci:
stabilnost

kompoziti

gredne konstrukcije

metoda koréih elemenata
puzanje

| Pesé, I..
Il Sveuiliste u Rijeci

Tehn&ki fakultet
Hrvatska

113



Finite Element Model for Buckling Analysis of Compaite Beam Structures
Igor Pest

University of Rijeka
Faculty of Engineering
Croatia

Key words: stability, composites, beam structufiege element, creep

Summary: This work presents a finite element atbori for buckling analysis of thin-walled
laminated composite beam-type structures. One-ditoeal finite element is employed under the
assumptions of large displacements, but smallrstraihe non-linear displacement field of cross-
section has been used, which includes the largatioat effects. Stability analysis has been
performed in an eigenvalue manner and in load dafle manner using co-rotational formulation.
Laminates have been modeled on the basis of cédaimination theory. Analytical model also
predict the linear viscoelastic behavior of thinHeg laminated fiber-reinforced plastic composite
beams. Computer program has been developed arigden test examples

This thesis has not been published.
Mentor: D. Sc. B. ME. Josip Br&iProf.

Advisors: 1. D. Sc. B. ME. Josip BiiProf.

2. D. Sc. B. ME. Domagoj Lanc, Prof.

3. D. Sc. B. ME. Zeljan Lozina, Prof. (Faculty deEtrical

Eng., Mech. Eng. and Naval Architecture, Split)
Reviewers: 1. D. Sc. B. ME. Josip BsnProf.

2.Sc. B. ME. Domagoj Lanc, Prof.

3. D. Sc. B. ME. Zeljan Lozina, Prof. (Faculty deEtrical

Eng., Mech. Eng. and Naval Architecture, Split)
Presentation: tI"/January. 2013.

This thesis is deposited in the library of the Wmsity of Rijeka, Faculty of Engineering.
(vl + 115, 60, 6, 57, Croatian language)

114



DR UDC: 624.073.33:539.313:519.62>(043.3)

Finite Element Model for Buckling
Analysis

of Composite Beam Structures

Key words:
| Pest I. stability
composites
Il University of Rijeka beam structures
Faculty of Engineering finite element
Croatia creep

115



